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摘要 给定度量空间中的一个点集和一个候选中心集以及正整数 k 和 z,极小 –极大 (k, z)-聚类问题要求选取

最多 k 个聚类中心, 在点集中移除最多 z 个异常点, 并将剩余点划分为 k 个簇, 从而最小化各簇聚类代价中的

最大值,其中, 每个簇的聚类代价为簇内点与对应中心间的距离之和.极小 –极大 (k, z)-聚类问题在对负载均衡

要求较高的应用中发挥重要作用, 但同时也面临较高的计算复杂性: 在多项式时间内, 目前已知的最佳近似算法

仅能保证 O(k)- 近似比; 而在参数化设置下, 即使在同时以 k 和 z 为参数且中心集已给定的情况下, 该问题也

不具备固定参数可解性. 鉴于此, 本文研究该问题的参数化近似, 提出了时间复杂度为 2Õ(kzε−1)nO(1) 的 (3 + ε)-

近似算法. 这是关于该问题的首个常数近似结果. 当输入实例位于欧氏空间时, 应用相同方法可得出时间复杂度

相近的 (1 + ε)- 近似算法.

关键词 近似算法, 参数算法, 归约, 聚类, 采样

1 引言

基于中心的聚类 (center-based clustering) 是机器学习领域中的一类重要问题, 其目标是确定若干聚类中心,

并将每个数据点分配至一个距离较近的中心, 从而将数据集划分为若干具有高度内聚性的簇. 求解该类问题能

有效刻画数据分布特征并识别具有代表性的数据原型,因此,相关算法已成为揭示数据内在结构、提取关键信息

的重要工具.

基于中心的聚类问题多以所有点的聚类代价总和作为优化目标. 例如, k- 中位 (k-median) 问题要求最小化

所有点与其对应中心之间的距离之和, 而 k- 平均 (k-means) 问题要求最小化距离的平方和. 由于其定义简洁且

易于计算, 这类基于代价总和的目标函数在聚类问题的理论研究与实际应用中均得到了广泛关注. 然而, 根据此

类目标函数定义的聚类问题在簇间聚类代价分布上缺乏均衡性约束: 即使在整体聚类代价较低的情况下, 个别

簇的局部代价仍可能显著高于其他簇. 在资源调度、物流规划、任务分配等对负载均衡具有显著要求的应用中,
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SSI-2025-0367

Zhang Z, Yuan Y G, Wu D, et al. Parameterized approximations for the minimax (k, z)-clustering problem. Sci Sin Inform, 2026,

56: 1195–1205, doi: 10.1360/SSI-2025-0367



张震等 中国科学 :信息科学 2026年 第 56卷 第 5期 1196

图 1 异常点对聚类结果的影响.

Figure 1 Effect of outliers on clustering.

这种簇间代价分布不均衡的现象可能导致系统性能的严重失衡. 例如, 在多服务器任务调度中, 若部分簇承担的

计算或传输负载远高于其他簇, 容易出现局部资源过载、响应延迟增加等问题 [1, 2]; 在物流与配送规划中, 若个

别中心对应的运输代价显著偏高, 则会引发整体效率下降及资源利用不均等问题 [3, 4]. 对于这些应用, 最小化聚

类代价总和的方法并不适用,更合理的优化目标应关注各簇聚类代价中的最大值,以规避因簇间代价悬殊引起的

风险. 鉴于此, 人们提出了极小 – 极大 k- 聚类 (minimax k-clustering, MkC) 问题 [5, 6]. 给定度量空间中的点集 P
和候选中心集 C 以及正整数 k, MkC问题要求在 C 中选取 k 个中心 c1, · · · , ck 并将 P 划分为 k 个簇 P1, · · · ,Pk,

以最小化目标函数 maxi∈[1,k]

∑
p∈Pi

δ(p, ci), 其中, δ(p, ci) 为 p 与 ci 之间的距离.

MkC 问题根据点与对应中心之间的距离定义目标函数, 其求解过程对远离主体数据分布的异常点 (outliers)

具有固有敏感性. 在噪声干扰显著的数据环境下, 不加区分地将所有点纳入聚类过程往往会影响对主体数据分

布特性的刻画, 如图 1所示 (其中, 同一个簇内的点具有相同颜色).针对这一挑战的常用策略是剔除一定数量的

异常点, 以最小化剩余点在聚类问题中的目标函数值 [7∼9]. 本文研究 MkC 问题在异常点剔除机制下的扩展形式,

即极小 – 极大 (k, z)- 聚类 (minimax (k, z)-clustering, MkzC) 问题, 其定义如下.

定义1 (MkzC问题) MkzC问题的一个实例
(
(X , δ),P, C, k, z

)
包含以 δ为距离函数、定义在集合 X 上的度量

空间 (X , δ)、点集 P ⊆ X、候选中心集 C ⊆ X 以及整数 k ∈ [1, |C|] 和 z ∈ [0, |P|]. 该实例的一个可行解 (S,O, τ)

包含规模不超过 k 的中心集 S ⊆ C、规模不超过 z 的异常点集 O ⊆ P 以及映射 τ : P\O → S. 解 (S,O, τ) 的费

用为 maxc∈S
∑

p∈τ−1(c) δ(p, c). MkzC 问题的目标是找到费用最低的可行解.

基于异常点剔除机制提升聚类分析的鲁棒性一直是机器学习和组合优化领域的热门研究方向. 人们已经利

用该机制扩展了 k- 中位、k- 平均、拟阵中位 (matroid median) 等诸多以最小化聚类代价总和为目标的聚类问

题,并提出了一系列常数近似算法 [10∼14]. 然而, 当目标函数从聚类代价总和转变为各簇聚类代价中的最大值时,

该类问题的求解难度明显提升. 这一点在以下方面得到了体现.

(1) 当以聚类代价总和作为目标函数时, 最优解中的异常点集由与最近中心距离最远的 z 个点构成. 然而,

在以各簇聚类代价中的最大值为目标函数的 MkzC问题中, 异常点不再具备这一明确的分布特性. 这明显增加了

异常点选择的复杂性.

(2) 给定 k 个中心和 z 个异常点, 我们可以在剔除异常点后通过将剩余的每个点分配到与其距离最近的

中心来最小化聚类代价总和; 而在 MkzC 问题中, 从数值划分 (number partitioning) 以及最小化最大完成时间

(makespan minimization) 等问题出发构造的归约表明, 即使是根据给定的中心和异常点确定点集的最优分配方

式也是 NP- 难的 [5, 6].

目前, 关于 MkzC 问题的最佳近似结果仍源于通过最小化聚类代价总和来间接控制各簇聚类代价最大值的

思路. 由于聚类代价总和的最小值不超过任意划分方式中各簇聚类代价最大值的 k 倍, 基于该思路构造的解具

有 O(k)-近似比 [5, 6]. 如何挖掘 MkzC问题本身的组合结构特性以设计近似比优于 O(k)的近似算法还是未知的.

2 本文贡献

在聚类问题的实际应用场景中, 可选择的中心数量 k 以及可剔除的异常点数量 z 往往远小于输入数据的

总体规模 n. 鉴于此, 已有大量研究致力于在 k 和 z 取值较小的设定下改进相关聚类问题的近似结果 [14∼19].
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图 2 (网络版彩图) 参数取值对时间复杂度与近似比乘法放大因子的影响. (a) 不同 k 值 (z = 20, ε = 0.1); (b) 不同 z 值

(k = 5, ε = 0.1); (c) 不同 ε 值 (k = 5, z = 20).

Figure 2 (Color online) Effects of parameters on the multiplicative overheads in the running time and the approximation ratio.
(a) Varying k (z = 20, ε = 0.1); (b) varying z (k = 5, ε = 0.1); (c) varying ε (k = 5, z = 20).

本文利用相同设定求解 MkzC 问题. 虽然可以通过枚举所有可能的中心集以及点集划分方式在 nO(k) 时间内找

到 MkzC 问题实例的最优解, 但本文旨在避免对实例组合空间的全局搜索, 为 MkzC 问题提出固定参数时间 (即

f(k, z) · nO(1) 时间, 其中, f() 为任意可计算函数) 的求解算法.

Bandyapadhyay等 [6] 从数值划分问题出发构造的归约表明, 即便最优解中的中心集已明确且实例中的点分

布在线性度量空间中, MkC 问题在参数 k 下仍不具备固定参数可解性, 除非 P=NP. 由于 MkC 问题是 MkzC 问题

在 z = 0 时的特例, 这同时意味着我们无法在 f(k, z) · nO(1) 时间内精确求解 MkzC 问题. 然而, 该结论并未排除

在固定参数时间内改进 MkzC 问题近似比的可能性. 例如, 在同样不具备固定参数可解性、要求剔除 z 个异常点

的 k- 中位问题中 (其目标函数为移除异常点后剩余点与对应中心的距离之和), Agrawal 等 [14] 提出了时间复杂

度为 f(k, z, ε) · nO(1)、近似比为 1+ 2e−1 + ε 的参数化近似算法; 这一近似结果明显优于当前多项式时间内最佳

的 (6.994 + ε)- 近似比 [13]. 本文对 MkzC 问题开展类似研究, 在 f(k, z, ε) · nO(1) 时间内将现有的 O(k)- 近似比改

进为常数, 并进一步在欧氏空间中提出了具有相似时间复杂度、近似比为 1 + ε 的参数化近似算法.

本文为 MkzC 问题提出的参数化近似算法通过随机采样寻找实例最优解中异常点的邻近点, 并通过剔除这

些点将实例归约为等价的 MkC 问题实例. 以下定理给出了该归约过程的理论保证.

定理1 令 ε 为 (0, 1) 内的任意常数, T (n) 为 MkC 问题的任意 α- 近似算法在规模为 n 的实例中所需的运

行时间, 则 (1) 给定一般度量空间中的 MkzC 问题实例
(
(X , δ),P, C, k, z

)
, 存在时间复杂度为 ρ(T (|P ∪ C| − z) +

O(|P|z)) + O(|P|kzε−1) + (|P| · |C|)O(1)、近似比为 α(1 + ε) 的随机近似算法; (2) 给定欧氏空间中的 MkzC 问题

实例
(
(Rd, || · ||2),P,Rd, k, z

)
, 存在时间复杂度为 ρ(T (|P| − z) + O(|P|dz)) + O(|P|dkzε−1) + |P|O(1)d、近似比

为 α(1 + ε) 的随机近似算法. 其中, ρ 在一般度量空间和欧氏空间中分别不超过
(
e(10.452kzε−1 + k + 2z)

)z
和(

e(9.624kzε−1 + k + 2z)
)z
.

定理 1 表明, 对于 MkC 问题的任意多项式时间或参数化近似算法, 在近似比和时间复杂度分别放大 1 + ε

和 (kzε−1)O(z) 倍的条件下, 可将其转换为求解 MkzC 问题的参数化近似算法. 图 2 给出了 k, z 和 ε 的取值在

度量空间中对上述乘法放大因子的影响. 基于定理 1 与 Bandyapadhyay 等 [6] 为 MkC 问题提出的时间复杂度为

2Õ(kε−1)nO(1) 的 (3 + ε)- 近似算法, 可以得出近似比为 3 + ε、时间复杂度为 2Õ(kzε−1)nO(1) 的 MkzC 问题求解算

法, 如推论 1 所述.

推论1 给定常数 ε ∈ (0, 1) 和一般度量空间中的 MkzC 问题实例
(
(X , δ),P, C, k, z

)
, 存在时间复杂度为

2Õ(kzε−1)nO(1)、近似比为 3 + ε 的随机近似算法, 其中, n = |P ∪ C|.

对于 d- 维欧氏空间中的 MkC 问题实例, Bandyapadhyay 等 [6] 提出了时间复杂度为 2Õ(kε−O(1))nO(1)d 的

(1+ ε)-近似算法. 通过结合该算法与定理 1,我们可以在欧氏空间中得出 MkzC问题的参数化 (1+ ε)-近似算法,

如推论 2 所述.

推论2 给定常数 ε ∈ (0, 1) 和欧氏空间中的 MkzC 问题实例
(
(Rd, || · ||2),P,Rd, k, z

)
, 存在时间复杂度为
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2Õ(kzε−O(1))nO(1)d、近似比为 1 + ε 的随机近似算法, 其中, n = |P|.

3 相关工作

参数计算理论是处理难解问题的重要工具, 其应用价值源于问题实例的某些关键参数在实际场景中的取值

通常远小于整体数据规模的现象. 参数计算理论根据实例的 “小参数” 特性构建参数化问题模型, 并致力于设计

时间复杂度为 f(κ) · nO(1) 的参数化算法, 其中, κ 为被选定的参数, f() 为任意可计算函数. 若某一问题可在该

形式的时间复杂度内被精确求解, 则称该问题在相应参数下具有固定参数可解性. 如前文所述, 已有复杂性结

果 [6] 表明 MkzC 问题在参数 k 和 z 下不具备固定参数可解性. 本文据此设计 MkzC 问题的参数化近似算法.

当 z = 0 时, MkzC 问题特化为 MkC 问题. 尽管在此特例下无需处理异常点, 但与一般情形相似, 目前在多项

式时间内关于 MkC 问题的最佳近似结果依然是通过最小化聚类代价总和得出的 O(k)- 近似比 [5, 6]. 在允许实例

的解适度违反聚类中心数量约束的情况下, Even 等 [20] 和 Arkin 等 [21] 为 MkC 问题提出了选取 O(k) 个中心的

(双标准) 常数近似算法. 对于 MkC 问题在一维欧氏空间中的实例, Ahmadian 等 [5] 提出了多项式时间的 (1 + ε)-

近似算法. 此外,如第 2节所述, Bandyapadhyay等 [6] 以 k 为参数, 分别在一般度量空间和高维欧氏空间中提出

了固定参数时间的 (3 + ε)- 近似算法和 (1 + ε)- 近似算法.

本文通过结合异常点识别方法与 MkC 问题的近似算法求解 MkzC 问题, 如定理 1 所述. 这一思路与 Agrawal

等 [14] 以及 Jaiswal 和 Kumar [15] 针对剔除 z 个异常点的 k- 中位问题所提出的求解框架较为相似. Agrawal

等 [14] 和 Jaiswal 和 Kumar [15] 分别利用严格限制采样范围的均匀采样方法与根据点的位置设定其采样概率的

非均匀采样方法剔除异常点, 并在剩余点中求解 k- 中位问题, 从而提出了以 k 和 z 为参数的参数化近似算法.

本文同样致力于在固定参数时间内确定异常点集, 但 MkzC 问题在解的组合结构上呈现更高的复杂性: 正如第 1

节中所指出的, 与最小化所有簇聚类代价之和的情形不同, MkzC 问题最优解中的异常点缺乏可供算法直接利用

的分布规律; 即使在中心集已知的前提下, 能否以非穷举的方式在有限时间内确定这些异常点也仍是未知的. 为

此, 本文针对 MkzC问题提出了新的二阶段异常点识别方法. 该方法在第一阶段松弛了对最优异常点准确定位的

要求,转而寻找与其位置相近的 “锚点”;第二阶段则利用这些锚点引导异常点的选取过程,从而构造近似最优的

异常点集. 本文利用这一方法实现了从 MkzC 问题向 MkC 问题的有效归约, 并基于此为前者设计了参数化近似

算法.

4 MkzC 问题的求解算法

本节证明定理 1 的正确性. 首先给出本节所用的基本定义和引理. 令 ϵ 为 (0, 1) 内的一个常数. 令 I =(
(X , δ),P, C, k, z

)
表示 MkzC 问题的一个实例. 给定点 x ∈ X 和集合 Y ⊆ X , 令 δ(x,Y) = miny∈Y δ(x, y) 为

x 与 Y 中最近邻的距离. 给定整数 i > 1, 令 [i] = [1, i] ∩ Z 为从 1 到 i 的整数集合. 令 (S∗,O∗, τ∗) 为实

例 I 的一个最优解, 其中, S∗ = {c∗1, · · · , c∗k}. 给定整数 i ∈ [k], 令 P∗
i = (τ∗)−1(c∗i ) 为中心 c∗i 对应的簇.

令 opt = maxi∈[k]

∑
p∈P∗

i
δ(p, c∗i ) 为实例 I 最优解的费用. 给定正整数 k′ 和子集 P ′ ⊆ P, 令 optsumk′ (P ′) =

minS⊆C∧|S|=k′
∑

p∈P′ δ(p,S) 表示利用 C 中的 k′ 个中心对 P ′ 中的点进行聚类时所能达到的最小聚类代价总和.

k-中位问题要求最小化所有点与其对应中心之间的距离之和,其定义如下. 在基于锚点的求解过程中,本节

通过构造相应的 k- 中位问题实例最小化所选锚点与对应异常点之间的距离之和.

定义2 (k- 中位问题) k- 中位问题的一个实例
(
(X , δ),P, C, k

)
包含以 δ 为距离函数、定义在集合 X 上的

度量空间 (X , δ)、点集 P ⊆ X、候选中心集 C ⊆ X 以及整数 k ∈ [|C|]. 该实例的一个可行解是一个规模不超过 k

的中心集 S ⊆ C, 其费用为
∑

p∈P δ(p,S). k- 中位问题的目标是找到费用最低的可行解.

以下引理是关于 k- 中位问题的常数近似保证.

引理1 (参见文献 [22∼24]) 对于 k- 中位问题在一般度量空间中的实例
(
(X , δ),P, C, k

)
以及在欧氏空间中

的实例
(
(Rd, || · ||2),P,Rd, k

)
, 分别存在时间复杂度为 (|P| · |C|)O(1) 的 2.613- 近似算法和时间复杂度为 |P|O(1)d
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的 2.406- 近似算法.

以下引理给出了独立的二元随机变量之和显著低于其期望值的概率上界.

引理2 (切尔诺夫界 [25]) 给定实数 p, λ ∈ (0, 1)以及 t个取值为 0或 1的二元变量 v1, · · · , vt, 其中, 每个整

数 i ∈ [t] 都满足 Pr[vi = 1] = p, 不等式
∑t

i=1 vi < (1− λ)pt 成立的概率低于 e−λ2pt/2.

下面给出 MkzC 问题的求解算法. 具体而言, 第 4.1 小节基于随机采样方法选取用于定位异常点的锚点; 第

4.2 小节围绕这些锚点构造近似最优异常点集; 第 4.3 小节通过移除所选异常点将实例 I 归约为 MkC 问题的实

例, 并利用该归约完成求解.

4.1 锚点选取算法

算法 1 描述了本节所使用的锚点选取算法 Anchor-Sel. 给定常数 ϵ ∈ (0, 1) 以及 MkzC 问题实例 I =(
(X , δ),P, C, k, z

)
,算法 Anchor-Sel首先基于引理 1求解 (k+z)-中位问题实例

(
(X , δ),P, C, k+z

)
以选取 k+z

个中心. 由于该中心集具有 β- 近似比, P 中所有点与其最近中心之间的距离之和不超过 β · optsumk+z. 鉴于此, 算

法 Anchor-Sel 将这 k + z 个中心作为用于定位异常点的初始锚点集. 为了进一步提升锚点集对最优异常点集

O∗ 的覆盖能力, 确保 O∗ 中的每个异常点都与某个锚点足够接近, 该算法迭代地在 P 中额外选取 ⌈2kzβϵ−1⌉ 个
锚点, 其中, 每个点被选取的概率正比于其与当前最近锚点间的距离.

算法 1 Anchor-Sel(ϵ, I).

输入: 常数 ϵ ∈ (0, 1) 以及 MkzC 问题的实例 I =
(
(X , δ),P, C, k, z

)
;

输出: 锚点集 A ⊆ P ∪ C;
1: 基于引理 1 为 (k + z)- 中位问题实例

(
(X , δ),P, C, k + z

)
构造近似解 A, 令 β 为其近似比;

2: for i ∈ [⌈2kzβϵ−1⌉] do
3: 以概率 δ(p,A)/

∑
q∈P δ(q,A) 在 P 中选取一个点 p;

4: A ← A∪ {p};
5: end for

6: return A.

令 A 为 Anchor-Sel(ϵ, I) 返回的锚点集. 以下引理给出了该算法的性能保证.

引理3 不等式
∑

o∈O∗ δ(o,A) 6 ϵ · opt 成立的概率不低于 1− e−1/4.

证明 令 A0 表示算法 Anchor-Sel 在第 1 步通过求解 (k + z)- 中位问题实例得出的中心集. 给定整数

i ∈ [⌈2kzβϵ−1⌉], 令 Ai 表示算法 Anchor-Sel 在前 i 次迭代中选取的锚点与 A0 的并集. 为了证明引理 3, 分别

分析以下两种情况:

(1) 存在某个整数 i ∈ [0, ⌈2kzβϵ−1⌉ − 1], 使得∑
o∈O∗

δ(o,Ai) 6
ϵ

kβ

∑
p∈P

δ(p,Ai);

(2) 每个整数 i ∈ [0, ⌈2kzβϵ−1⌉ − 1] 都满足∑
o∈O∗

δ(o,Ai) >
ϵ

kβ

∑
p∈P

δ(p,Ai).

在情况 1 中, 存在某个整数 i ∈ [0, ⌈2kzβϵ−1⌉ − 1], 使得∑
o∈O∗

δ(o,A) 6
∑
o∈O∗

δ(o,Ai) 6
ϵ

kβ

∑
p∈P

δ(p,Ai) 6
ϵ

kβ

∑
p∈P

δ(p,A0), (1)

其中, 第 1 步和第 3 步源于包含关系 A0 ⊆ Ai ⊆ A. 此外,

∑
p∈P

δ(p,A0) 6 β · optsumk+z(P) 6 β · optsumk (P\O∗) 6 β
k∑

i=1

∑
p∈P∗

i

δ(p, c∗i ) 6 kβ · opt, (2)
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其中, 第 1 步基于 A0 是实例
(
(X , δ),P, C, k + z

)
的 β- 近似解这一事实得出, 第 2 步将 O∗ 中的 z 个异常点视

为 z 个单元素簇, 第 3 步根据 optsumk (P\O∗) 的定义得出, 第 4 步由等式 opt = maxi∈[k]

∑
p∈P∗

i
δ(p, c∗i ) 得出. 由

不等式 (1) 和 (2) 可知, 引理 3 中声明的不等式在情况 1 中成立.

下面分析情况 2. 给定整数 i ∈ [0, ⌈2kzβϵ−1⌉ − 1], 由算法 Anchor-Sel 在第 i + 1 次迭代中为每个点 p ∈ P
设定的正比于 δ(p,Ai) 的采样概率可知,

Pr[|Ai+1 ∩ O∗| > |Ai ∩ O∗|] =
∑

o∈O∗\Ai
d(o,Ai)∑

p∈P\Ai
d(p,Ai)

=

∑
o∈O∗ d(o,Ai)∑
p∈P d(p,Ai)

>
ϵ

kβ
. (3)

令 v0, · · · , v⌈2kzβϵ−1⌉−1 为一组取值为 0 或 1 的独立随机变量, 其中, 每个变量 vi 都满足 Pr[vi = 1] = ϵ(kβ)−1.

可以得出

Pr [O∗ * A] = Pr[|A ∩ O∗| < |O∗|] < Pr

⌈2kzβϵ−1⌉−1∑
i=0

vi < z

 < e−1/4, (4)

其中, 第 2 步源于不等式 (3) 和变量 vi 取值为 1 的概率, 第 3 步根据引理 2 得出. 不等式 (4) 说明, O∗ ⊆ A 且∑
o∈O∗ δ(o,A) = 0 成立的概率不低于 1− e−1/4. 由此可知, 引理 3 中声明的不等式在情况 2 中成立.

4.2 基于锚点的异常点选取算法

本节利用 Anchor-Sel(ϵ, I) 返回的锚点集 A 构造候选异常点集族, 如算法 2 (Outlier-Sel) 所述. 给定常

数 ϵ ∈ (0, 1)、实例 I =
(
(X , δ),P, C, k, z

)
以及锚点集 A, 算法 Outlier-Sel 遍历所有满足

∑
a∈A γ(a) = z 的映

射 γ : A → Z>0 以估计每个锚点在最优异常点集 O∗ 中所对应的异常点数量. 在每次枚举中, 算法 Outlier-Sel

为每个锚点选取相应数量的邻近点作为候选异常点. 在此过程中, 为避免 P 中的某些点因靠近多个锚点而被重
复选作异常点, 算法 Outlier-Sel 构造随机映射 ℓ : P → A, 并仅在每个锚点在该映射下的原像中选取其对应的

异常点.

算法 2 Outlier-Sel(ϵ, I,A).

输入: 常数 ϵ ∈ (0, 1), MkzC 问题的实例 I =
(
(X , δ),P, C, k, z

)
, 以及锚点集 A ⊆ P ∪ C;

输出: 候选异常点集族 O;

1: O← ∅;
2: for γ : A → Z>0 s.t.

∑
a∈A γ(a) = z do

3: 令 ℓ : P → {a ∈ A | γ(a) ̸= 0} 为一个均匀随机映射;

4: if 不等式 |ℓ−1(a)| > γ(a) 对于满足 γ(a) ̸= 0 的每个锚点 a ∈ A 都成立 then

5: O ← ∅;
6: for a ∈ A s.t. γ(a) ̸= 0 do

7: 令 NN(a) 为 a 在 ℓ−1(a) 中的 γ(a) 个最近邻组成的集合;

8: O ← O ∪NN(a);

9: end for

10: O← O ∪ {O};
11: end if

12: end for

13: return O.

令 O 为 Outlier-Sel(ϵ, I,A) 返回的候选异常点集族. 以下引理给出了 O 包含与 O∗ 足够接近的候选集的

概率下界.

引理4 以下事件成立的概率不低于 z−z: 存在候选集 O ∈ O及双射 φ : O∗\O → O\O∗,使得
∑

o∈O∗\O δ(o,

φ(o)) 6 2
∑

o∈O∗ δ(o,A).

证明 给定锚点 a ∈ A, 令 O∗(a) = {o ∈ O∗ | argmina′∈A δ(o, a′) = a} 表示该锚点在 O∗ 中对应的异常点

子集, 并令 γ∗(a) = |O∗(a)|. 令 A∗ = {a ∈ A | γ∗(a) ̸= 0} 表示在 O∗ 中对应的异常点数量不为 0 的锚点子集.
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图 3 映射 φ : O∗\O → O\O∗ 的构造过程.

Figure 3 Construction of the mapping φ : O∗\O → O\O∗.

给定映射 γ∗ : A → Z>0, 算法 Outlier-Sel 在第 3 步为每个点 p ∈ P 随机分配一个锚点 ℓ(p) ∈ A∗. 由不等式

|A∗| 6 z 可以得出, 包含关系

O∗(a) ⊆ ℓ−1(a)∀ a ∈ A∗ (5)

成立的概率不低于 z−z. 给定锚点 a ∈ A∗, 令 NN(a) ⊆ ℓ−1(a) 表示算法 Outlier-Sel 在包含关系 (5) 成立的

情况下在第 7 步为锚点 a ∈ A∗ 选取的 γ∗(a)- 最近邻集合; 等式 |NN(a)| = γ∗(a) = |O∗(a)| 说明可构造双射
φ̃ : O∗(a) → NN(a). 可以得出, 映射 φ̃ : O∗ →

∪
a∈A∗ NN(a) 满足∑

o∈O∗

δ(o, φ̃(o)) =
∑
a∈A∗

∑
o∈O∗(a)

δ(o, φ̃(o))

6
∑
a∈A∗

∑
o∈O∗(a)

(δ(o, a) + δ(φ̃(o), a))

=
∑
a∈A∗

∑
o∈O∗(a)

δ(o, a) +
∑
a∈A∗

∑
o∈NN(a)

δ(o, a)

6 2
∑
a∈A∗

∑
o∈O∗(a)

δ(o, a)

= 2
∑
o∈O∗

δ(o,A) (6)

的概率不低于 z−z (这一概率下界等同于包含关系 (5) 成立的概率下界), 其中, 第 2 步由三角不等式得出, 第 3

步基于 φ̃ : O∗(a) → NN(a)的双射性得出,第 4步源于假设 O∗(a) ⊆ ℓ−1(a) (基于包含关系 (5)提出)以及 NN(a)

是锚点 a 在 ℓ−1(a) 中的最近邻集合这一事实得出.

令 O =
∪

a∈A∗ NN(a) 表示算法 Outlier-Sel 在包含关系 (5) 成立的情况下围绕 A∗ 中的锚点选取的异常

点集. 由于每个锚点 a ∈ A∗ 都满足 NN(a) ⊆ ℓ−1(a) (由算法 Outlier-Sel的第 7步得出),等式
∪

a∈A∗ NN(a) =⊎
a∈A∗ NN(a) 成立. 结合该等式与

|O| =
∑
a∈A

γ∗(a) = z = |O∗|

这一事实可知, φ̃ : O∗ → O 是一个双射. 下面基于该双射构造引理 4 中声明的双射 φ : O∗\O → O\O∗. 我们

通过迭代调用 φ̃ 将每个异常点 o ∈ O∗\O 映射到 O\O∗ 中, 如图 3 所示 (其中, 白色点位于 O∗ ∩ O, 箭头表示

φ̃ : O∗ → O 的映射方向). 具体而言, 给定异常点 o ∈ O∗\O, 我们按照以下方式定义一个序列 φ̃0(o), φ̃1(o), · · · :
(1) 令 φ̃0(o) = o;

(2) 给定正整数 i, 若 φ̃i−1(o) ∈ O∗, 则令 φ̃i(o) = φ̃(φ̃i−1(o)), 否则 (即 φ̃i−1(o) ∈ O\O∗) 令序列在 i − 1 处

终止, 并记 t(o) = i− 1.

由等式 |O∗\O| = |O\O∗| 和 φ̃ : O∗ → O 的双射性可知, 对于每个异常点 o ∈ O∗\O, 上述构造过程都在有

限步内终止, 且存在满足 φ̃t(o)(o) ∈ O\O∗ 的整数 t(o) > 0. 据此, 我们定义 φ(o) = φ̃t(o)(o). 由于 φ 是通过迭代
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调用双射 φ̃ 构造的, φ 同样具备双射性. 此外,

∑
o∈O∗\O

δ(o, φ(o)) 6
∑

o∈O∗\O

t(o)∑
i=1

δ(φ̃i−1(o), φ̃i(o)) 6
∑
o∈O∗

δ(o, φ̃(o)) 6 2
∑
o∈O∗

δ(o,A),

其中, 第 1 步由三角不等式得出, 第 2 步由 φ̃i(o) 的定义得出, 第 3 步由不等式 (6) 得出. 因此, 引理 4 成立.

4.3 基于归约的求解算法

算法 3 为本节针对 MkzC 问题提出的求解算法. 该算法首调用算法 Anchor-Sel 构造锚点集 A, 然后结合锚

点集与算法 Outlier-Sel构造候选异常点集. 为了保证引理 4中声明的候选集被成功构造的概率可被提升为常

数, 算法 3 将算法 Outlier-Sel 重复执行 zz 次以生成候选异常点集族. 对于该族中的每个候选异常点集, 算法

3 将其从 P 中移除, 并调用 MkC 问题的求解算法 Clust 得出实例 I 的候选解.

算法 3 基于归约的求解算法.

输入: 常数 ϵ ∈ (0, 1), MkzC 问题的实例 I =
(
(X , δ),P, C, k, z

)
, 以及只在 z = 0 时适用的求解算法 Clust;

输出: 实例 I 的解 (S†,O†, τ†);

1: A ← Anchor-Sel(ϵ, I);
2: D ← ∅;
3: for i ∈ [zz ] do

4: O← Outlier-Sel(ϵ, I,A);
5: for O ∈ O do

6: 令 (S, ∅, τ) 为算法 Clust 为实例
(
(X , δ),P\O, C, k, 0

)
输出的解;

7: D ← D ∪ {(S,O, τ)};
8: end for

9: end for

10: return (S†,O†, τ†)← argmin
(S,O,τ)∈D

maxc∈C
∑

p∈τ−1(c) d(p, c).

下面通过分析算法 3 证明定理 1 的正确性.

证明 (定理 1) 我们首先分析算法 3 的近似比. 令 α 为算法 Clust 的近似比. 令 (S†,O†, τ †) 表示算法 3

为实例 I 返回的解. 令 O 和 φ : O∗\O → O\O∗ 分别表示引理 4 中声明的异常点集和双射. 由于算法 3 将算法

Outlier-Sel 重复执行 zz 次以生成候选异常点集族, 上述异常点集被成功构造的概率可被提升为

1− (1− z−z)z
z

> 1− e−1.

在该事件成立的条件下, 令 (S,O, τ) 表示算法 3 在实例
(
(X , δ),P\O, C, k, 0

)
上调用算法 Clust 得出的候选解.

给定整数 i ∈ [k], 令 Pi = (P∗
i \O) ∪ {φ−1(p)|p ∈ P∗

i ∩ O}. 由 Pi 的定义可知,

k∪
i=1

Pi =

(
k∪

i=1

P∗
i \O

)
∪ {φ−1(p) | p ∈ O\O∗} =

(
k∪

i=1

P∗
i \O

)
∪ O∗\O = P\O. (7)

因此,

max
c∈S†

∑
p∈(τ†)−1(c)

δ(p, c) 6 max
c∈S

∑
p∈τ−1(c)

δ(p, c)

6 α ·max
i∈[k]

∑
p∈Pi

δ(p, c∗i )

= α ·max
i∈[k]

 ∑
p∈P∗

i \O

δ(p, c∗i ) +
∑

p∈P∗
i ∩O

δ(φ−1(p), c∗i )


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6 α ·max
i∈[k]

∑
p∈P∗

i

δ(p, c∗i ) +
∑

p∈P∗
i ∩O

δ(φ−1(p), p)


= α

opt + max
i∈[k]

∑
p∈P∗

i ∩O

δ(φ−1(p), p)

 , (8)

其中,第 1步利用算法 3返回费用最低的候选解这一事实,第 2步根据等式 (7)和 Clust的近似比得出,第 3步

根据 Pi 的定义得出, 第 4 步由三角不等式得出. 下面分析 maxi∈[k]

∑
p∈P∗

i ∩O δ(φ−1(p), p) 的上界. 可以得出, 不

等式

max
i∈[k]

∑
p∈P∗

i ∩O
δ(φ−1(p), p) 6

k∑
i=1

∑
p∈P∗

i ∩O
δ(φ−1(p), p)

=
∑

p∈O\O∗

δ(φ−1(p), p)

=
∑

p∈O∗\O

δ(p, φ(p))

6 2
∑
o∈O∗

δ(o,A)

6 2ϵ · opt (9)

成立的概率不低于 1−e−1/4 (该概率下界等同于引理 3中声明的不等式成立的概率下界),其中,第 4步由引理 4

得出,第 5步根据引理 3得出.结合不等式 (8)和 (9)以及引理 4中声明的异常点集在重复执行算法 Outlier-Sel

的过程中被成功构造的概率不低于 1− e−1 这一事实可知, 不等式

max
c∈S†

∑
p∈(τ†)−1(c)

δ(p, c) 6 α(1 + 2ϵ)opt

成立的概率不低于 (1− e−1/4)(1− e−1). 该不等式说明算法 3 的近似比为 α(1 + 2ϵ).

令 T 为算法 Clust的时间复杂度.算法 3在调用 Anchor-Sel构造锚点集 A时需要利用引理 1中的多项式

时间算法求解一个 (k + z)- 中位问题, 并根据每个点与已选最近锚点间的距离随机选取 O(kzϵ−1) 个点. 该过程

在一般度量空间及 d-维欧氏空间中所需时间分别为 (|P| · |C|)O(1)+O(|P|kzϵ−1)和 |P|O(1)d+O(|P|dkzϵ−1). 令 ρ

为算法 3所构造的候选异常点集的数量. 在构造每个候选异常点集及相应的候选解时,算法 3通过 Outlier-Sel

在 A 中最多 z 个锚点的邻域中选取候选异常点, 并调用算法 Clust 生成候选解. 该过程在一般度量空间和欧氏

空间中所需时间分别为 T + O(|P|z) 和 T + O(|P|dz). 综上所述, 算法 3 在一般度量空间和 d- 维欧氏空间中的

时间复杂度分别为 ρ(T +O(|P|z)) +O(|P|kzϵ−1) + (|P| · |C|)O(1) 和 ρ(T +O(|P|dz)) +O(|P|dkzϵ−1) + |P|O(1)d.

下面分析 ρ 的取值. 由于算法 3 将 Outlier-Sel 重复执行 zz 次以构造候选异常点集, ρ 为 zz 与满足∑|A|
i=1 γi = z 的非负整数 |A|- 元组 (γ1, · · · , γ|A|) 的数量的乘积. 利用隔板法分析该类 |A|- 元组的数量可得

ρ = zz ·
(
|A|+ z − 1

z

)
6 zz · (|A|+ z − 1)z

z!
6 (e(|A|+ z − 1))

z
, (10)

其中, 第 3 步由斯特林下界得出. 由算法 1 的构造过程可知, 锚点集 A 的规模为 [⌈2kzβϵ−1⌉] + k+ z, 其中, β 为

引理 1 中算法的近似比, 在一般度量空间和欧氏空间中分别取 2.613 和 2.406. 结合这一事实与不等式 (10) 可

知, ρ 在一般度量空间和欧氏空间中的上界分别为
(
e(5.226kzϵ−1 + k + 2z)

)z
和
(
e(4.812kzϵ−1 + k + 2z)

)z
.

令 ε = 2ϵ, 则上述论证说明定理 1 成立.
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5 总结

本文以中心及异常点数量上限作为参数, 分别在一般度量空间和欧氏空间中为极小 – 极大 (k, z)- 聚类问题

提出了近似比为 3 + ε 和 1 + ε 的参数化近似算法. 这是关于该问题的首个常数近似保证. 本文算法通过识别

近似最优的异常点集将极小 – 极大 (k, z)- 聚类问题实例归约为相应的极小 – 极大 k- 聚类问题实例, 并在归约

后的实例上调用已有的参数化近似算法 [6] 以获取中心集及点集分配方式. 为保证所识别的异常点与最优解中

的异常点足够接近, 算法对每个锚点的邻域中可能存在的异常点数量进行枚举, 并据此选取相同数量的锚点最

近邻作为候选异常点. 该枚举策略能在归约过程中确保在算法近似比中引入的乘法放大因子不超过 1 + ε, 但在

时间复杂度中引入了对异常点数量上限的指数级依赖. 一个值得进一步探索的方向是, 能否通过放宽对算法近

似比的要求降低其时间复杂度. 例如, 当允许归约过程在近似比中引入较大的常数级乘法放大因子时, 是否能够

通过松弛锚点与最优异常点间的距离约束压缩锚点集及其对应的候选异常点集, 从而提出时间复杂度更低的常

数近似算法, 还有待深入研究. 另一方面, 当不再要求算法具有可被严格证明的近似保证时, 可以考虑采用非枚

举式的异常点选择机制: 在由锚点确定的候选集中, 根据孤立森林 [26]、k- 近邻 [27]、局部离群因子 [28] 等异常度

量筛选异常点. 这一方向的研究有望为极小 – 极大 (k, z)- 聚类问题提出更具实用性的求解框架. 需要指出的是,

由于基于归约的极小 – 极大 (k, z)- 聚类问题求解思路以极小 – 极大 k- 聚类问题的算法为基础, 上述关于时间

复杂度的优化方向也依赖于对后者的进一步研究.
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Abstract Given a set of points and a set of candidate centers in a metric space, along with two positive integers k and

z, the minimax (k, z)-clustering problem is designed to select at most k centers, remove up to z outliers from the point

set, and partition the remaining points into k clusters. The objective is to minimize the maximum clustering cost among

all clusters, where the cost of a cluster is defined as the sum of distances from its points to the corresponding center. The

minimax (k, z)-clustering problem plays an important role in applications with load-balancing requirements. However, it is

computationally challenging: the best known polynomial-time approximation algorithm achieves only an approximation ratio

of O(k), and it is fixed-parameter intractable even when both k and z are treated as fixed parameters and the centers selected

by an optimal solution are given. In light of this, we focus on parameterized approximation algorithms for the problem. We

give a (3 + ε)-approximation algorithm with a running time of 2Õ(kzε−1)nO(1), which constitutes the first constant-factor

approximation for the problem. When the input instance lies in a Euclidean space, applying the same approach yields a

(1 + ε)-approximation algorithm with a comparable running time.

Keywords approximation algorithms, parameterized algorithms, reduction, clustering, sampling


