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摘要 智能电网中的经济调度问题对分布式资源分配算法的高效性与兼容性提出了挑战.鉴于现有梯度依赖型

算法常因需要处理高维梯度信息而导致计算复杂度较高, 且对非平衡通信拓扑的适应性不足, 本文基于二阶动

力学多智能体系统, 提出了一种适用于非平衡有向图的无梯度型分布式资源分配算法. 该算法通过引入权重平

衡策略, 实现了对非对称通信拓扑的兼容性; 此外, 结合极值搜索机制与有界激励信号, 有效减轻了高维梯度所

带来的计算负担. 此外, 基于 Lyapunov 稳定性与平均分析方法, 本文严格证明了算法在非平衡有向通信拓扑下

的稳定性. 仿真实验进一步验证了算法可使各智能体状态收敛至满足供需平衡的最优解邻域, 并通过对比实验

体现出所提方法在拓扑兼容性与运行效率方面的优势.
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1 引言

随着信息技术和人工智能等新兴技术的快速发展, 多智能体系统在工业控制与最优决策领域中得到了广泛

应用, 包括电力调度 [1]、能源系统管理 [2, 3]、协同优化 [4, 5] 等实际场景. 特别是在当前全球能源转型与电力需求

持续攀升的双重背景下, 大规模智能电网的部署已成为现代电力系统发展的必然选择. 作为电网运行中的关键

问题, 经济调度旨在确保电力供需平衡的约束条件下, 通过优化决策各发电机组的资源配置, 实现系统总发电成

本的最小化 [6]. 现代电力系统中的发电单元具备高度的自主感知、计算与决策能力, 故其可建模为多智能体系

统. 由此, 经济调度问题本质上可转化为一个多智能体间协同优化的资源配置问题.

与传统集中式控制机制依赖中央处理器获取全网信息进行统一决策不同 [7, 8], 分布式优化架构中每个智能

体仅需维护本地私有信息 (包括发电成本函数和负荷约束等), 通过通信网络与相邻节点进行有限信息交互, 即

可协同实现全局最优调度. 这种分布式架构不仅从根本上避免了集中式方法因中央处理器单点故障导致的系统

性风险, 还通过局部信息交互机制有效保护了各机组的隐私数据. 为实现分布式场景下的资源协调, 已有多种资
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源分配算法被提出,例如文献 [9]提出了具有抗干扰能力的固定时间优化方法, 文献 [10]针对二阶系统设计了连

续时间分布式资源分配算法, 文献 [11] 进一步将分布式资源分配算法的研究推广到一般线性系统并引入了固定

时间收敛机制. 此外, 文献 [12] 基于 Lagrange 乘子法, 针对受扰动的线性多智能体系统设计了分布式资源分配

算法, 以求解电力系统中的经济调度问题. 文献 [13] 则通过估计总需求与发电总量之间的误差, 结合一致性控制

协议, 设计了完全分布式的资源分配算法. 然而, 该算法的有效性依赖于特定的初始方案, 极大限制了其鲁棒性

和可扩展性. 为克服这一问题,文献 [14]提出了免初始化的分布式资源分配算法,有效降低了算法性能对初始点

的依赖.

不难发现, 在多智能体系统的分布式优化问题中, 许多经典方法依赖于局部目标函数的梯度信息进行迭代

更新,例如基于负梯度算法 [9∼14] 驱使状态轨迹沿着目标函数下降的方向更新,零梯度和算法 [15∼17] 借助二阶梯

度信息实现更新轨迹延续零梯度和性质. 然而, 在实际应用中, 一旦目标函数的解析形式难以获得, 或梯度计算

依赖复杂模型和昂贵的数值投入时, 获取精确的梯度信息往往面临诸多挑战. 即使可以借助文献 [18, 19] 中使用

的有限差分方法间接估算梯度, 在高维优化任务中会产生极大的计算资源开销, 且估算结果对噪声极为敏感, 容

易影响算法稳定性和收敛性. 因此, 从实际应用角度出发, 急需发展无需精确梯度信息的无梯度优化算法以提升

系统的适应性与实用性.

目前常用的无梯度型分布式优化方法主要包括: 随机近似方法、奇异扰动方法和极值搜索方法. 文献 [20]

提出了一种具有精确收敛性的随机近似分布式算法, 但算法的性能对图结构有较强依赖; 文献 [21] 针对通信噪

声引入了随机扰动机制, 尽管该算法鲁棒性有一定的提升, 其收敛速度仍存在一定限制. 文献 [22] 基于奇异扰动

与 LaSalle 不变性原理设计了用于非凸优化的分布式算法, 但该算法对扰动幅值较为敏感, 影响了实际可调性.

另有文献 [23] 利用极值搜索策略实现了无需梯度的动态优化, 已成功应用于源定位与智能电网调度等任务. 而

文献 [24] 针对非凸问题设计了具备有界输入的无梯度算法, 有效兼顾了输入可行性与收敛性, 并在 [25] 中拓展

应用于协同源定位场景. 然而, 相较于文献中广泛研究的一阶动力学模型, 具有二阶动力学模型的系统不仅能够

描述每个智能体的位置信息,还能反映其速度特性,因而在动态性能要求较高的应用场景中具备明显优势. 例如,

在无人机编队控制、自动驾驶系统 [26, 27] 等实际工程中, 控制输入往往直接作用于加速度层, 此时一阶动力学模

型已不足以准确刻画系统动态. 二阶线性动力学模型不仅能提高协调控制的精度与响应速度, 也更贴合实际物

理系统的行为特性. 此外, 在多摆系统 [28, 29]、力矩电机与气体喷射 [30] 等典型系统中, 二阶动力学模型也被广泛

采用. 因此, 围绕具有二阶动力学模型的多智能体系统开展分布式算法设计, 能够更好地满足现代智能系统在动

态响应性能与建模精度方面的复杂需求, 具有重要的理论研究价值和实际应用意义. 在面向受到耦合约束的资

源配置问题方面, 文献 [31] 基于二阶线性多智能体系统, 提出了一种适用于无向通信网络的分布式优化策略; 文

献 [32] 在此基础上引入了拓扑切换机制, 拓展了算法在动态通信环境下的适用性; 文献 [33] 则面向二阶非线性

系统在电网调度中的实际应用需求, 设计了结构更具通用性的分布式资源分配算法. 值得注意的是, 在实际应用

场景中, 智能体之间的信息交互往往具有方向性与不对称性, 通信链路的权重也存在显著差异, 导致系统通信拓

扑呈现非平衡的有向结构. 传统依赖图平衡性的分布式算法难以适应这类非理想网络结构, 在一定程度上限制

了算法的可适用性.

综上,为提升分布式优化算法在非理想通信结构、复杂动态系统和梯度信息受限环境中的适用性,本文面向

具有二阶动力学模型的多智能体系统, 设计了一种适用于非平衡有向通信拓扑的无梯度型分布式资源分配算法.

具体而言, 本文的创新点包括三点.

(1) 相较于以往普遍依赖显式梯度信息甚至需交互梯度信息的分布式算法, 本文提出的无梯度型算法引入

极值搜索机制, 利用局部目标函数值构造低维振荡更新律, 规避了高维梯度计算和额外信息交互.

(2)鉴于无人机、车辆等实际物理系统通常表现出位置 –速度耦合的二阶动力学特性,而多数现有方法仍基

于一阶模型建模, 难以准确刻画系统的动态行为, 本文将无梯度型资源分配算法推广至二阶动力学系统. 该算法

在设计中充分考虑系统的加速度响应, 从而拓宽了其在实际应用场景下的适用性.

(3)考虑到实际应用中的通信网络常呈现出方向性强、链路不对称的特征, 传统方法多依赖于图的平衡性或

对称性假设, 难以推广至非理想网络中. 为突破这一限制, 本文设计了一种适用于非平衡有向图的分布式资源分
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配算法, 并通过理论分析与仿真实验验证了其在非对称通信环境下的稳定性与有效性.

本文后续内容结构如下: 第 2 节描述了经济调度问题的数学表示形式; 第 3 节介绍了分布式资源分配算法

的设计, 并通过理论严格证明了其收敛性; 第 4 节给出了智能电网中经济调度问题的数值模拟结果; 最后, 第 5

节对本文进行了总结.

符号说明. 本文使用 R表示实数集, R+ 表示非负实数集, Rp 和 Rp×q 分别表示 p维列实向量集和 p× q 维
实矩阵空间. 对于 a, b ∈ R, a[b] 表示一组元素全为 a的 b维列向量; Ia 表示 a×a维单位矩阵;对于任意的 a 6 b,

记 I[a,b] = {a, a+1, · · · , b}. 给定向量 s = [si]p×1 ∈ Rp, si 是其第 i个元素, sT 表示 s的转置, diag(s)表示以 s的

每个元素作为对角元素的 p× p 维对角矩阵. 对于任意两个向量 s = [si]p×1, r = [ri]q×1, 记 col(s, r) = [sT, rT]T.

∥ · ∥ 表示 Euclidean 范数, ⊗ 表示 Kronecker 积. 给定矩阵 S = [sij ]p×p ∈ Rp×p, λi(S) 表示矩阵 S 的第 i 小的特

征值. 特别地, 对于 p× p 维实对称矩阵 S, λ1(S) 和 λp(S) 分别表示其最小和最大的特征值.

2 问题描述

本文针对现代电力系统中的经济调度问题展开研究. 作为保障电网稳定运行的核心环节, 高效的电力资源

分配对城市微电网系统尤为重要. 考虑一个由 K 台涡轮发电机组成的供电系统, 其功率输出需要精确匹配城市

总需求 D,即满足供需平衡条件
∑K

i=1 Pi = D, 其中 Pi ∈ Rp 表示第 i台发电机的输出功率向量. 在实际运行中,

城市供电区域可划分为 K 个对应子区域, 各发电机负责采集所在区域的用电需求 Di, 自然满足 D =
∑K

i=1Di

的关系. 基于多智能体系统架构, 将每台发电机建模为具有自主决策能力的智能体, 设各发电机运行成本函数为

Ci(Pi), 则经济调度问题可表述为

min
K∑
i=1

Ci(Pi) s.t.
K∑
i=1

Pi =
K∑
i=1

Di. (1)

假设1 对每个智能体 i ∈ I[1,K], Ci(Pi) 是 θi- 强凸的可微函数, 其中 θi > 0. 此外, Ci(Pi) 的梯度 ∇Ci(Pi)

是 ℓi-Lipschitz 的 (ℓi > 0).

假设2 经济调度问题 (1) 至少存在一个有限可行解.

注释1 上述对经济调度问题 (1) 的假设源于其在电力系统中的工程背景和建模需求. 根据文献 [3, 6] 所讨

论的经济调度问题可知, 代价函数常取二次型或其变形, 具有强凸性和梯度 Lipschitz 连续性, 因此假设 1 在实

际中是合理的. 假设 2是优化理论中的标准可行性假设,确保问题存在可行解,意味着总发电能力能满足系统负

荷, 也隐含了问题 (1) 满足 Slater 条件. 综上, 假设 1 与 2 为经济调度与最优控制中常用设定 [6], 共同保障了问

题 (1) 最优解的存在性与唯一性, 也为算法设计与分析奠定了基础.

根据文献 [34], 可以得到经济调度问题 (1) 的最优性条件.

引理1 若假设 1∼3 成立, 则 P ∗ = col(P ∗
1 , · · · , P ∗

K) 是经济调度问题 (1) 的最优配置, 当且仅当

∇Ci(P
∗
i ) = ∇Cj(P

∗
j ), i, j ∈ I[1,K],

K∑
i=1

P ∗
i =

K∑
i=1

Di. (2)

下文将围绕经济调度问题 (1) 的求解, 设计一种基于二阶动力学系统的分布式资源分配算法. 该系统中每

个智能体的动力学模型为  ẋi = vi,

v̇i = ui,
(3)

其中 xi ∈ Rp, vi ∈ Rp, 和 ui ∈ Rp 分别表示第 i 个智能体的决策变量 (位置信息)、状态变量 (速度信息), 以及

控制输入. 对于多智能体系统 (3), 可以通过使用 Kronecker积将一维系统扩展到多维的情况. 因此, 为了简化描

述, 我们在不失一般性的前提下取 p = 1.



栾琳华等 中国科学 :信息科学 2026年 第 56卷 第 7期 1768

结合引理 1, 如果所设计的算法使多智能体系统 (3) 稳定且其稳定状态变量满足最优性条件 (2), 则称该算

法能够有效求解经济调度问题 (1), 同时, 所得到的稳定状态变量即问题 (1) 的最优配置.

3 算法设计及理论分析

在实际应用中, 多智能体系统的通信拓扑通常存在方向性和非对称性, 如在无线传感器网络和多无人机协

作中,因通信功率限制、信道干扰或节点差异,信息交换往往具有方向差异性. 因此,本节基于多智能体系统 (3),

针对非平衡的有向通信拓扑, 提出有效的无梯度型分布式资源分配算法, 并对算法进行收敛性分析.

3.1 分布式资源分配算法

首先, 本文考虑通信拓扑满足以下假设.

假设3 多智能体系统 (3) 的通信拓扑 G 是非平衡且强连通的有向图, 同时, 存在 γi > 0 (i ∈ I[1,K]) 使得 G
基于 γ = [γi]K×1 条件平衡.

假设 3 中条件平衡的定义可以在文献 [35,36] 中找到. 显然, 引入 γ- 条件平衡结构, 一方面保留了通信拓扑

的方向性特征,另一方面为系统通信网络的 Laplacian矩阵提供加权对称结构,便于后续稳定性分析.因此,假设

3 在理论可分析性与工程可实现性之间实现了有效权衡.

为了求解经济调度问题 (1),受到文献 [37,38]中利用分布式一致性机制估计 Lagrange乘子以应对耦合约束

的启发, 本文对智能体 i 设计如下的控制输入:

ui = −2bCi(xi)sinwt− b2yi − kb2(vi − bwcoswt)− bw2sinwt,

其中

ẏi = kb2(xi − bsinwt−Di) + 2kb2(vi−bwcoswt)+kb2
K∑
j=1

γiaij(zi − zj)− kb2
K∑
j=1

γiaij(yi − yj),

żi = −kb2
K∑
j=1

γiaij(yi − yj)− kb2
K∑
j=1

γiaij(vi − vj),

k > 0 为控制增益参数. 为实现无梯度优化, 系统通过周期性激励使状态围绕当前点进行微小扰动, 并利用扰动

与系统响应之间的平均相关性估计目标函数的极值方向.其中, sin(ωt)和 cos(ωt)分别用于在不同相位方向上激

发系统, 保证激励在整个状态空间中具有覆盖性; 参数 b 控制扰动幅度, 影响系统搜索范围和估计精度; 参数 ω

控制扰动频率, 调节系统对目标函数变化的辨识能力.

结合多智能体系统的动力学行为 (3), 上述无梯度型分布式资源分配算法可被描述为以下紧形式:

ẋ = v,

v̇ = −2bC(x)sinwt−b2y−kb2(v−(bwcoswt)[K])−(bw2sinwt)[K],

ẏ = kb2(x− (bsinwt)[K] − d) + 2kb2(v−(bwcoswt)[K]) + kb2Lz − kb2Ly,

ż = −kb2Ly − kb2Lv,

(4)

其中, x = col(x1, · · · , xK), v = col(v1, · · · , vK), y = col(y1, · · · , yK), z = col(z1, · · · , zK), C(x) = col(C1(x1),

· · · , CK(xK)), d = col(D1, · · · , DK), 以及 L = diag(γ1, · · · , γK)LG .

注释2 与现有多数面向经济调度问题的分布式资源分配算法相比,本文所提出的算法 (4)采用周期激励信

号对系统注入外部扰动, 通过极值搜索机制引导系统状态沿目标函数值下降的方向演化. 图 1 展示了算法 (4)

的整体架构. 在该过程中, 算法仅依赖局部目标函数的函数值, 无需获取其解析形式或计算梯度信息, 有效克服

了文献 [12∼14] 中梯度依赖型算法的局限性. 以代价函数 C(x) =
∑n

i=1(aix
2
i + bixi + ci) 为例, 函数值计算复杂
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图 1 (网络版彩图) 无梯度型分布式资源分配算法的结构示意图.

Figure 1 (Color online) Structural diagram of the gradient-free distributed resource allocation algorithm.

度为 O(n), 而显式计算 ∇C(x)复杂度可达 O(n2)或更高. 因此, 算法 (4)的无梯度特性不仅避免额外信息交互,

也省去了高维梯度运算的计算开销, 使其在算力受限或隐私敏感的环境中展现出潜在优势. 除此之外, 鉴于二阶

动力学模型在网络物理系统中的广泛应用, 算法 (4) 相较于文献 [23] 中基于一阶动力学模型提出的无梯度型算

法具备更精确的动态性能, 从而更适用于描述复杂物理系统的动力学行为 [39, 40].

3.2 收敛性分析

对于本文设计的无梯度型分布式资源分配算法 (4),下面将从理论层面分析其在求解经济调度问题 (1)方面

的有效性.

结合平均分析理论 [40] 和 Taylor 展开式 [41], 记 x̂i = xi − bsinwt, v̂i = vi − bwcoswt, 可以得到

Ci(xi)sinwt = Ci(x̂i)sinwt+∇Ci(x̂i)bsin
2wt+ b2Ri,

其中 Ri 是更高阶的项, 因此智能体 i 的平均系统为



˙̂xi = v̂i,

˙̂vi = −b2∇Ci(x̂i)− b2yi − kb2v̂i,

ẏi = kb2(x̂i−Di)+2kb2v̂i+kb
2

K∑
j=1

γiaij(zi−zj)−kb2
K∑
j=1

γiaij(yi − yj),

żi = −kb2
K∑
j=1

γiaij(yi−yj)−kb2
K∑
j=1

γiaij(v̂i−v̂j),

(5)

其中, 受到一阶分布式资源分配算法 [23] 的启发, 由于 b 是一个接近 0 的正参数, Ri 是高阶项, 所以在使用平均

分析时省略了 b2Ri 这一项.因此,定义 x̂ = col(x̂1, · · · , x̂K), v̂ = col(v̂1, · · · , v̂K),以及 ∇C(x) = col(∇C1(x1), · · · ,
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∇CK(xK)), 可以得到平均系统 (5) 的紧形式, 即

˙̂x = v̂,

˙̂v = −b2∇C(x̂)− b2y − kb2v̂,

ẏ = kb2(x̂− d) + 2kb2v̂ + kb2Lz − kb2Ly,

ż = −kb2Ly − kb2Lv̂.

(6)

定义1 (参见文献 [42]) 称 (x∗, v∗, y∗, z∗) 是平均系统 (6) 的平衡点, 如果

v∗ = 0[K],

−∇C(x∗)− y∗ − kv∗ = 0[K],

x∗ − d+ 2v∗ + Lz∗ − Ly∗ = 0[K],

Ly∗ + Lv∗ = 0[K].

(7)

接下来, 首先分析平均系统 (6) 的平衡点与经济调度问题 (1) 最优配置之间的关系.

定理1 若假设 1∼3 成立, x∗ = col(x∗1, · · · , x∗K) 是经济调度问题 (1) 的最优配置, 当且仅当存在 v∗, y∗,

z∗ ∈ RK 使得 (x∗, v∗, y∗, z∗) 是平均系统 (6) 的平衡点.

证明 首先, 假设 (x∗, v∗, y∗, z∗) 是平均系统 (6) 的平衡点. 根据定义 1, 可以得到

Ly∗ = 0[K], (8)

∇C(x∗) + y∗ = 0[K], (9)

x∗ − d+ Lz∗ = 0[K]. (10)

显然, 式 (8) 和 (9) 意味着式 (2) 的第一个公式成立. 此外, 在假设 3 下, 将式 (10) 左乘 1T[K] 可以得到式 (2) 的

第二个公式也成立. 从而, 结合引理 1 可得 x∗ 是经济调度问题 (1) 的最优配置.

反之, 如果 x∗ 是经济调度问题 (1) 的最优配置, 那么它满足 (2). 因此, 取 y∗ = ∇C(x∗) = col(∇C1(x
∗
1), · · · ,

∇CK(x∗K)), 我们有式 (8) 和 (9) 成立. 同样地, 由于 1T[K](x
∗ − d) = 0[K], 结合假设 3, 可推出 x∗ − d ∈ Range(L),

其中 Range 表示值域空间. 故一定存在 z∗ ∈ RK 使得式 (10) 成立. 于是, 令 v∗ = 0[K], 可以得到 (x∗, v∗, y∗, z∗)

满足式 (7). 由此可得, 存在 v∗, y∗, z∗ ∈ RK 使得 (x∗, v∗, y∗, z∗) 是平均系统 (6) 的平衡点.

定理 1 表明, 平均系统 (6) 的平衡点包含经济调度问题 (1) 的最优配置. 因此, 受文献 [23] 的启发, 我们通

过分析平均系统 (6) 平衡点的稳定性来得到分布式资源分配算法 (4) 对于求解经济调度问题 (1) 的有效性.

定理2 若假设 1∼3 成立, 且参数 k 满足

k > max

{
ϖ+

√
ϖ2+4b4χ

2b2
,
θ̂+8ℓ̂2+8σϱ2

7θ̂

}
, (11)

其中, ϖ = 2ℓ̂2b2

θ̂
+ λK(L)b2

4 + b2 + 1, χ = 2ℓ̂2

θ̂
+σϱ1+4σϱ2, 0 < σ < 1

4+2ϱ1
, ϱ1 = λK(L)

2 +
2λ2

K(L)
λ2(L) , ϱ2 = 1

4 + 2
λ2(L) , 则

(x∗, v∗, y∗, z∗) 对于平均系统 (6) 是指数稳定的.

证明 定义 x̄ = x̂− x∗, v̄ = v̂ − v∗, ȳ = y − y∗, z̄ = z − z∗, 则平均系统 (6) 可以转换为

˙̄x = v̄,

˙̄v = −b2H − b2ȳ − kb2v̄,

˙̄y = kb2x̄+ 2kb2v̄ + kb2Lz̄ − kb2Lȳ,

˙̄z = −kb2Lȳ − kb2Lv̄,

(12)
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其中, H = ∇C(x)−∇C(x∗).
根据假设 3, 记 ρij = γiaij , 则 L 可以看作一个邻接矩阵为 B = [ρij ]K×K 的无向连通拓扑图的 Laplacian

矩阵. 于是, 存在正交矩阵 M = [m,M ] ∈ RK×K , m = 1√
K
1[K] ∈ RK×1, M ∈ RK×K−1 使得 MTLM =

diag(λ2(L), · · · , λK(L)). 因此, 作如下的正交变换:

ξ := col(ξ1, ξ2) = MTx̄, ϑ := col(ϑ1, ϑ2) = MTv̄,

η := col(η1, η2) = MTȳ, ζ := col(ζ1, ζ2) = MTz̄,

其中, ξ1, ϑ1, η1, ζ1 ∈ R, ξ2, ϑ2, η2, ζ2 ∈ RK−1. 于是, 系统 (12) 可被等价地分解为两个子系统, 即

ξ̇1 = ϑ1,

ϑ̇1 = −b2mTH − b2η1 − kb2ϑ1,

η̇1 = kb2ξ1 + 2kb2ϑ1,

ζ̇1 = 0[K]

(13)

和 

ξ̇2 = ϑ2,

ϑ̇2 = −b2MTH − b2η2 − kb2ϑ2,

η̇2 = kb2ξ2+2kb2ϑ2+kb
2MTLM(ζ2−η2),

ζ̇2 = −kb2MTLM(η2 + ϑ2).

(14)

考虑下述 Lyapunov 函数:

V =
k

2
∥ξ + ϑ∥2 + k2b2 − kb2 − k

2
∥ξ∥2 + 1

2
∥ϑ+ η∥2 + 1

2
∥ζ2∥2 +

σ

2k
∥η2 − ζ2∥2. (15)

记 ψ = col(ξ, ϑ, η, ζ2),容易得到,当 k > 2
b2 +2, 0 < b <

√
2
2 ,以及 σ > 0时, V 在 (x∗, v∗, y∗, z∗)处正定,并且满足

c1∥ψ∥2 6 V 6 c2∥ψ∥2, (16)

其中, c1 = min{λ1(Φ1), λ1(Φ2)}, c2 = λ2(Φ1) + λ3(Φ2),

Φ1 =

 σ
2k − σ

2k

− σ
2k

σ
2k + 1

2

 , Φ2 =


k2b2−kb2

2
k
2

1
2

−k
2

k+1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

 .

此外, 沿系统 (13) 和 (14) 轨迹, 我们得到 V 的导数为

V̇ =− (k2b2 − kb2 − k)∥ϑ∥2 − b2ηTϑ− kb2(ξT1 m
TH + ξT2 M

TH)− b2∥η∥2

− (k + 1)b2(ϑT1m
TH + ϑT2M

TH)− b2(ηT1 m
TH + ηT2 M

TH)

− kb2(ϑ2 + η2)
TMTLMη2 + σb2(η2 − ζ2)

TMTLM(ζ2 + ϑ2) + σb2(η2 − ζ2)
T(ξ2 + 2ϑ2).

(17)

基于假设 1 和 2, 令 θ̂ = min{θ1, · · · , θK}, ℓ̂ = max{ℓ1, · · · , ℓK}, 我们有

ξT1 m
TH + ξT2 M

TH = (x̂− x∗)T(∇C(x̂)−∇C(x∗)) > θ̂∥ξ∥2, (18)

− (k + 1)b2(ϑT1m
TH + ϑT2M

TH) 6 (k + 1)b2

(
2ℓ̂2

θ̂
∥ϑ∥2 + θ̂

8
∥ξ∥2

)
, (19)
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以及

−b2(ηT1 mTH+ηT2 M
TH) 6 b2

(
ℓ̂2∥ξ∥2+1

4
∥η∥2

)
. (20)

从 Schur 补引理可知,

Γ :=

 MTLM 1
2M

TLM
1
2M

TLM 1
4λK(L)IK


是半正定矩阵. 因此,

− kb2(ϑ2 + η2)
TMTLMη2 = −kb2col(η2, ϑ2)TΓcol(η2, ϑ2) +

kb2λK(L)
4

∥ϑ2∥2 6 kb2λK(L)
4

∥ϑ2∥2. (21)

根据 Young 不等式, 可以得到

− b2ηTϑ 6 b2∥ϑ∥2 + b2

4
∥η∥2, (22)

σb2(η2 − ζ2)
TMTLM(ζ2 + ϑ2) 6 −3σb2λ2(L)

4
∥ζ2∥2 + σb2ϱ1(∥η2∥2 + ∥ϑ2∥2), (23)

σb2(η2 − ζ2)
T(ξ2 + 2ϑ2) 6 2σb2∥η2∥2+

σb2λ2(L)
4

∥ζ2∥2+σb2ϱ2(∥ξ2∥2+4∥ϑ2∥2), (24)

其中 ϱ1 = λK(L)
2 +

2λ2
K(L)

λ2(L) , ϱ2 = 1
4 + 2

λ2(L) . 因此, 将式 (18)∼(24) 代入式 (17) 可得

V̇ 6 −κ1∥ξ∥2 − κ2∥ϑ∥2 − κ3∥η∥2 − κ4∥ζ2∥2,

其中 κ1 = 7
8kb

2θ̂ − θ̂b2

8 − b2ℓ̂2 − σb2ϱ2, κ2 = (k2b2 − kb2 − k) − b2 − (k + 1)b2 2ℓ̂2

θ̂
− kb2λK(L)

4 − σb2ϱ1 − 4σb2ϱ2,

κ3 = b2

2 − σb2(2 + ϱ1), κ4 = σb2λ2(L)
2 . 因此, 当参数 k 满足式 (11) 时, 可以保证 κi > 0, i = 1, 2, 3, 4. 于是, 结合

式 (16) 和 κ = min{κ1, κ2, κ3, κ4}, 我们有
V̇ 6 − κ

c2
V

成立. 又因为 ζ̇1 = 0[K], 于是, 可以得出结论: 当参数 k 满足式 (11) 时, (x∗, v∗, y∗, z∗) 对于平均系统 (6) 是指数

稳定的.

注释3 尽管矩阵 L的特征值 λ2(L)和 λK(L)依赖于全局网络拓扑结构,无法在分布式设置下被单个智能体

直接获取, 但文献 [43] 提出的分布式估计算法可以通过每个智能体的局部通信与计算, 分布式地估计 Laplacian

矩阵的特征值及其对应的特征向量. 因此, 该机制可作为算法 (4) 的初始化阶段嵌入, 使智能体实现定理 2 中设

计参数的分布式调优.

为便于分析算法 (4) 的稳定性, 现引入 κ- 类函数与一致 SPA 稳定性的定义.

定义2 (参见文献 [40]) 如果连续函数 α : [0, a) → [0,∞) 严格递增, 且 α(0) = 0, 则称其属于 κ- 类函数; 如

果 κ- 类函数 β : [0, a) → [0,∞) 满足 a = ∞ 以及 β(r) → ∞ (当 r → ∞), 则称其属于 κ∞- 类函数; 如果连续函

数 γ : [0, a) × [0,∞) → [0,∞) 满足 (1) 对于每个固定的 s ∈ [0,∞), γ(r, s) 属于 κ- 类函数, (2) 对于每个固定的

r ∈ [0, a), 函数 γ(r, s) 是 s 的递减函数, 且 γ(r, s) → +∞ (当 s→ +∞), 则称其属于 κL- 类函数.

定义3 (参见文献 [42]) 对于参数化系统

ẋ = f(x, ϵ, t), (25)

其中 x ∈ Rm, ϵ ∈ Rp
+, t ∈ R+ 分别是系统状态、参数向量和时间变量, 称系统 (25) 是关于参数 (ϵ1, · · · , ϵj)

(j ∈ I[1,p]) SPA 稳定的, 如果存在一个 κL- 类函数 γ 满足 (1) 对于每一对严格正的实数 (µ, ν), 存在实数 ϵ∗
k̂
=

ϵ∗
k̂
(µ, ν) > 0, 其中 k̂ ∈ I[1,j]; (2) 对任意固定的 ϵk̂ ∈ (0, ϵ∗

k̂
), 存在 ϵi = ϵi(ϵ1, · · · , ϵi−1, µ, ν), i ∈ I[j+1,p], 使得

系统 (25) 在所构造参数 ϵ = [ϵi]p×1 下, 对任意的 t > t0 > 0, x(t0) = x0, 以及 ∥x(t0)∥ 6 µ 满足 ∥x(t)∥ 6
γ(∥x(t0)∥, ϵ(t− t0)) + ν. 此外, 如果 j = p, 系统 (25) 对于 ϵ 是一致 SPA 稳定的.
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定理3 若假设 1∼3 成立, 则对于满足式 (11) 的参数 k, 分布式资源分配算法 (4) 对于 b 是一致 SPA 稳

定的.

证明 定义 g(x̂, t) = b∇C(x̂)− k(C(x̂)sinwt+ b∇C(x̂)sin2wt), 以及

G(x̂, t) =

∫ t

0

g(x̂, t)dτ,

则 G(x̂, t) 对于在任意紧集的 x̂ 是有界的周期函数, 并且

∂G(x̂, t)

∂t
= g(x̂, t)

和
∂G(x̂, t)

∂x̂
=

∫ t

0

∂g(x̂, τ)

∂x̂
dτ

对于在任意紧集的 x̂ 是有界的周期函数.

采用坐标变换

v̂ = E + bG(E, t), (26)

则有
˙̂v = Ė + b

(
∂G(E, t)

∂t
+
∂G(E, t)

∂E
Ė

)
. (27)

从而, 式 (27) 可以转化为(
IK + b

∂G(E, t)

∂E

)
Ė = ˙̂v − b

∂G(E, t)

∂t
= −b2∇C(E)− b2y − kb2E +∆,

其中, ∆ = bk(C(E)sinwt+ b∇C(E)sin2wt)−2b(C(x̂)sinwt+b∇C(x̂)sin2wt)+o(b2). 利用均值定理 [44],显然,对于

任何紧集中的 E, ∆ = o(b)+o(b2). 此外,由于 ∂G(E,t)
∂E 有界, IK+b∂G(E,t)

∂E 是一个可逆矩阵,且 [IK+b∂G(E,t)
∂E ]−1 =

(1 + o(b))IK . 于是, 对于充分小的 b, 可以得到

Ė = −b2∇C(E)− b2y − kb2E + o(b2) + o(b3).

因此, 在坐标变换下的系统是 

˙̂x = E + o(b),

Ė = −b2∇C(E)− b2y − kb2E,

ẏ = kb2(x̂−d)+2kb2E+kb2(Lz−Ly)+o(b3),

ż = −kb2(Ly + Lv̂).

(28)

考虑 Lyapunov 函数

V1 =
k

2
∥ξ + ν∥2 + k2b2 − kb2 − k

2
∥ξ∥2 + 1

2
∥ν + η∥2 + 1

2
∥ζ2∥2 +

σ

2k
∥η2 − ζ2∥2,

其中 ν = ME, 其余符号的定义见式 (15). 类似定理 2 的证明, 可以得到

V̇1 6 −β(V1) + o(b) + o(b2) + o(b3),

其中 β 是一个 κ- 类函数. 此外, 由于 Lyapunov 函数 V1 是正定的径向无界函数, 故存在 κ∞- 类函数 β1 和 β2

成立

β1(∥ψ∥) 6 V1 6 β2(∥ψ∥).

从而, 当取 ∥ψ∥ > β−1
1 (β−1(2(o(b) + o(b2) + o(b3)))) 时, 我们有 V̇1 6 − 1

2β(V1). 因此, 系统 (28) 是对于 b 一致

SPA 稳定的. 于是, 结合式 (26), 可以得到分布式资源分配算法 (4) 对于 b 是一致 SPA 稳定的.
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表 1 发电机参数.

Table 1 Parameters of generators.

Generator ID Agent ID Parameter Value

1 1 [a1, b1, c1, D1] [2, 4.76, 4, 10]

2 2 [a2, b2, c2, D2] [1, 6, 2, 15]

5 3 [a3, b3, c3, D3] [2.3,−1,−0.25, 6]

8 4 [a4, b4, c4, D4] [1.4,−2.2, 0.2, 3]

11 5 [a5, b5, c5, D5] [2, 1.5, 0, 12]

13 6 [a6, b6, c6, D6] [1,−2.9, 6.3, 4]

注释4 通过 Lyapunov 稳定性理论和平均分析方法, 定理 2 和 3 证明了本文设计的分布式资源分配算法

(6) 的平衡点实际上是渐近 SPA 稳定的. 于是, 根据定理 1, 可以得到该算法生成的状态解 x(t) 可以收敛到经济

调度问题 (1) 最优配置的一个小邻域.

本文所给出的收敛性分析不仅验证了算法的正确性, 也从理论上支撑了其在降低计算复杂度和提升拓扑兼

容性方面的优势. 一方面, 算法在不依赖梯度信息的前提下即可得到最优配置, 避免了高维梯度计算, 减小了计

算负担; 另一方面, 算法通过权重平衡策略实现了对有向非平衡通信的有效兼容, 增强了其在现实网络系统的适

用性.

注释5 在基于极值搜索的无梯度型优化算法 (4)中, 控制增益参数 k、激励信号的幅值 b和频率 w 对系统

性能具有显著影响. 首先, 参数 k > 0 决定系统对估计误差和状态偏差的响应强度, 适当增大 k 有助于确保算法

有效性, 但若过大可能引发系统震荡或不稳定. 其次, 激励信号幅值 b > 0 控制扰动信号的强度, 是实现极值搜

索能力的关键. 较大的 b 能增强状态空间的探索能力, 但同时带来较大估计偏差与扰动影响; 反之, 较小的 b 虽

能提高估计精度, 但可能不足以激发系统的搜索行为, 陷入局部停滞. 文中所提出的算法对 b 保持一致 SPA 稳

定性, 为参数选择提供了理论保障. 最后, 激励频率 w > 0 反映系统对目标函数变化的辨识能力, 影响收敛速度,

适当的 w 可提供持续激励以保证收敛性, 但若频率过高则可能引入高频震荡, 过低则导致估计效率下降. 因此,

这 3 个参数需在满足式 (11) 的条件下协调设计, 以保证系统稳定性的同时, 实现对最优解的高效搜索.

4 数值模拟

为了验证分布式资源分配算法 (4) 的有效性, 本节将通过对经济调度问题 (1) 进行数值模拟实验来进行论

证. 实验在 Matlab R2023b 平台上进行, 运行环境为搭载 Intel Core i7-14700K 处理器和 32 GB 内存的计算机.

考虑如图 2所示的 IEEE 30总线系统的经济调度问题 [45],其中包含发电机的总线为 1, 2, 5, 8, 11和 13. 将

这 6 个总线视为具有 6 个智能体的多智能体系统, 其通信网络可见图 3, 其中通信链路的权重反映的是总线之

间的通信质量, 即通信链路的权重越小, 表示总线之间的通信更加快速.

显然,该通信网络是基于参数 γ = [1.5, 4.5, 1, 0.5, 0.5, 0.25]T 条件平衡的强连通有向图. 为了满足供电需求, 6

个发电机产生的功率应满足
∑6

i=1 Pi = D, 其中 Pi ∈ R 是第一台发电机的输出功率, 单位为 MW, D = 50 MW

为总功率需求. 假设局部代价函数 Ci(Pi) = aiP
2
i + biPi + ci, 参数的具体取值见表 1.

容易验证, 假设 1∼3 均成立. 对于具有二阶动力学行为的多智能体系统 (3), 算法 (4) 的设计参数分别设置

为 b = 0.1, w = 50, k = 20003. 以零作为初始状态, 运行分布式资源分配算法 (4) 求解上述经济调度问题, 得到

的数值结果如图 4 和 5 所示. 具体地, 图 4 给出了算法 (4) 产生的状态解 x(t) 的变化轨迹, 图 5 展示了总代价

函数值的变化轨迹. 可以看出, 发电机的功率轨迹逐步收敛至最优配置的邻域, 且系统状态在收敛过程中保持稳

定, 未出现震荡或发散现象. 这表明所提出的分布式资源分配算法 (4) 不仅能够有效求解经济调度问题, 还具备

良好的动态稳定性. 结合约束满足性和参数设计原则, 仿真结果印证了算法的稳定性与收敛性.

此外, 为了评估算法 (4) 对激励参数的敏感性, 我们对比分析了不同激励频率 w 和幅值 b 下算法的收敛速
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图 2 (网络版彩图) IEEE 30 总线系统单线图.

Figure 2 (Color online) Single-line diagram of IEEE 30-bus
system.

图 3 (网络版彩图) 多智能体系统的通信网络图.

Figure 3 (Color online) Communication network graph of the
multi-agent system.

图 4 (网络版彩图) 求解 IEEE 30 总线系统经济调度问题

的算法状态解轨迹.

Figure 4 (Color online) State solution trajectories for solving
the economic dispatch problem of IEEE 30-bus system.

图 5 (网络版彩图) 总代价函数值 C(P (t)) 的轨迹.

Figure 5 (Color online) Trajectory of the global cost function

value C(P (t)).

度和估计精度, 结果详见表 2 和 3. 其中, 收敛速度通过系统达到稳态所需的时间来衡量, 估计精度则以智能体

6状态轨迹的稳态幅值差表示. 结果显示,在固定激励频率 w 的情况下,增大激励幅值 b可以在一定程度上加快

算法收敛, 但同时也导致估计误差明显增加. 反之, 在固定激励幅值 b 时, 降低频率 w 有助于提升收敛速度, 但

系统估计误差也相应增大. 该现象表明, 较强的激励信号虽然增强了状态空间的探索能力, 但也带来了更大的扰

动波动, 从而影响稳态精度.
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表 2 不同激励参数下的收敛时间 (s).

Table 2 Convergence time with different excitation parameters (s).

w
b

0.1 0.5 1 1.5 2

50 400 50 60 52 65

20 220 35 45 36 60

表 3 不同激励参数下 x6 的稳态幅值差.

Table 3 Steady-state amplitude difference of x6 with different excitation parameters.

w
b

0.1 0.5 1 1.5 2

50 0.2 1.1 2.2 3.2 4.1

20 0.3 1.6 2.6 3.2 4.0

图 6 (网络版彩图) 求解问题 (29) 的算法状态解轨迹.

Figure 6 (Color online) State solution trajectories for solving
the problem (29).

图 7 (网络版彩图) 问题 (29) 的总代价函数值 C̄(P (t)) 的

轨迹.

Figure 7 (Color online) Trajectory of the global cost function
value C̄(P (t)) of problem (29).

作为对比, 下面应用分布式资源分配算法 (4) 求解文献 [23] 中的经济调度问题:

min C̄(P ) = C1(P1) + C2(P2) + C3(P3) + C4(P4)

s.t. P1 + P2 + P3 + P4 = 18,
(29)

其中, C1(P1) = P 2
1 + 2P1 + 7.5, C2(P2) = P 2

2 + 4P2 + 9, C3(P3) = P 2
3 + 6P3 + 12, C4(P4) = P 2

4 + 8P4 + 19. 取

b = 0.5, w = 25, k = 104, 由算法 (4) 产生的状态解 x(t) 的变化轨迹如图 6 所示, 图中的虚线表示 4 台发电机的

最佳功率. 此外, 图 7 展示了经济调度问题 (29) 中总代价函数值随时间的变化轨迹. 结合以上仿真结果可知, 对

于求解经济调度问题 (29),本文所提出的算法 (4)能够实现与文献 [23]中一阶极值搜索算法相当的优化效果,即

4 台发电机的输出功率均收敛至最优解的邻域. 值得强调的是, 本文算法基于具备二阶动力学特性的系统, 设计

更符合实际物理执行体的动态响应特性,因此算法 (4)在实现对经济调度问题最优分配的同时,具有更强的工程

适应性与可实现性.
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5 结论

本文针对智能电网经济调度问题, 采用极值搜索技术, 在无需代价函数梯度显式表达式的情况下, 建立了适

用于二阶动力学模型的算法框架, 并从理论上严格证明了所提算法在最优解处的一致 SPA 稳定性. 数值仿真结

果进一步验证了该算法在智能电网经济调度任务中的有效性和工程适用性.

需要指出的是, 尽管本文提升了算法的广泛适用性和系统建模的物理合理性, 但仍存在一定局限性. 一方

面, 当前模型主要处理等式耦合约束, 尚未涉及更复杂的不等式或混合约束情形; 另一方面, 算法依赖周期激励

信号进行极值搜索, 可能在系统运行中引入高频扰动, 影响能耗或设备稳定性. 未来研究可从提升对复杂约束的

处理能力和降低运行扰动强度两方面展开, 进一步拓展算法的应用边界.
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Abstract Economic dispatch in smart grids poses challenges to the efficiency and compatibility of distributed resource

allocation algorithms. Existing gradient-dependent algorithms often suffer from high computational complexity due to the

need to process high-dimensional gradient information and are not adaptable to unbalanced communication topologies. This

paper proposes a gradient-free distributed resource allocation algorithm for unbalanced directed graphs based on a second-

order dynamical multi-agent system. Leveraging a weight balancing strategy, the algorithm is compatible with asymmetric

communication topologies. Furthermore, by combining an extremum seeking mechanism with bounded incentive signals, it

effectively mitigates the computational burden of high-dimensional gradients. Furthermore, based on Lyapunov stability and

average analysis methods, this paper rigorously proves the stability of the algorithm under unbalanced directed communication

topologies. Simulation experiments further verify that the states generated by the algorithm converge to a neighborhood

of the optimal solution that satisfies supply-demand balance. Comparative experiments demonstrate the advantages of the

proposed algorithm in terms of topological compatibility and operational efficiency.

Keywords second-order dynamical model, multi-agent systems, economic dispatch, distributed algorithm, extremum

seeking, unbalanced directed communication


