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摘要 为研究系统矩阵和控制输入矩阵未知的离散时间输入时滞系统的镇定问题,本文提出了一种基于策略迭

代的控制算法. 由于被控系统的系统矩阵和输入矩阵未知, 需要收集系统状态和输入数据以构造数据矩阵. 此

外, 输入中存在时滞使得控制器不能立刻作用于系统, 可能导致系统不稳定. 为此, 本文采用模型缩减方法将输

入时滞系统转化为无时滞系统.针对此无时滞系统,利用数据矩阵得到代数 Riccati方程的解. 进而,设计控制律

使得输入时滞系统稳定. 值得注意的是, 所提出的针对带有输入时滞系统的迭代算法, 无需初始稳定的控制器.

最后, 将所提出的算法应用于两个算例以验证算法的有效性. 仿真结果显示, 被控系统的状态响应曲线收敛, 表

明本文所设计的基于数据的控制律可以使得系统矩阵和输入矩阵未知的输入时滞系统稳定.
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1 引言

在过去的几十年中, 研究者们广泛关注各类系统的控制问题, 付出了很多努力为被控系统设计控制律, 并取

得了大量的成果. 其中, 很多研究者致力于通过估计代数 Riccati 矩阵方程 (algebraic Riccati matrix equation,

ARE) 的唯一正定解来设计控制律 [1, 2]. 文献 [1] 设计了两种迭代算法, 通过应用当前步中变量的估计值去得到

离散时间马尔可夫 (Markov) 跳跃线性系统的耦合 Lyapunov 矩阵方程的解. 文献 [2] 给出了文献 [1] 的连续时

间版本, 根据最近更新的信息求解连续时间马尔可夫跳跃线性系统的耦合 Lyapunov矩阵方程. 与文献 [1] 相同,

文献 [2]给出了零初始条件和任意初始条件下的收敛性证明. 受反馈控制中信息传输机制的影响,输入时滞现象

在实际系统中广泛存在, 例如网络控制系统 [3]、多智能体系统 [4]. 因此, 输入时滞系统的控制问题吸引了很多研

究者的关注 [5, 6]. 文献 [5]借助变量变换将时滞系统的最优跟踪控制问题等效地转化为无时滞系统的最优跟踪控

制问题,通过求解无时滞系统的 Riccati和 Stein方程去得到最优的跟踪控制律.文献 [6]通过求解均方前向和后

向随机差分方程、修正的 Riccati 矩阵方程解决了输入时滞均方系统的线性二次最优控制和镇定问题. 显然, 上

述文献中基于 ARE 解的控制方法, 均需要被控系统的数学模型.
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然而, 在实际应用中, 被控系统的数学模型往往难以准确获得, 这使得 ARE 难以构建与求解, 进而无法通

过直接求解 ARE 得到反馈增益. 为了应对这些困难, 最近发展了一类叫作自适应动态规划 (adaptive dynamic

programming, ADP) 的方法去估计反馈增益 [7∼10]. 这些算法都是利用收集的系统状态和/或控制输入数据去求

解 ARE 的唯一正定解. 文献 [7] 针对系统矩阵未知、输入矩阵已知的连续时间线性系统的控制问题提出了一种

迭代算法. 此算法利用系统状态和一个区间段内的代价函数值求解 ARE的唯一正定解的近似值,进而更新反馈

增益. 文献 [8] 提出的算法消除了文献 [7] 中算法要求输入矩阵已知的限制, 利用系统状态和控制输入数据同时

获得 ARE的唯一解和反馈增益的近似值.文献 [9]利用连续时间线性周期系统的系统状态和控制输入数据得到

周期 Lyapunov方程的唯一半正定解,然后更新反馈系数. 文献 [10]针对文献 [9]中的问题,提出了两种 ADP算

法, 一种算法是在每个迭代步中将最新得到的控制律应用于系统去收集系统状态构建数据矩阵; 另一种算法是

将任意的控制律应用于系统去收集系统状态构造固定的数据矩阵. 基于此数据矩阵, 求解周期代数 Riccati 矩阵

方程并更新反馈增益. 在这些算法中, 均假设可以找到一个初始稳定的反馈增益. 此假设对于算法的执行是一个

苛刻的前提. 为此, 文献 [11, 12] 中提出了改进的控制算法. 文献 [11] 针对系统矩阵和输入矩阵未知的离散时间

线性系统提出了改进的策略迭代算法. 文献 [12] 针对离散时间动态系统设计了两种策略迭代算法. 基于在线收

集的序列数据, 利用定义的加权贝尔曼 (Baermann) 算子和复合贝尔曼算子求解 ARE, 进而更新控制律. 可以看

出上述研究中均未对离散时间时滞系统进行研究.

本文对系统矩阵和输入矩阵未知的离散时间输入时滞系统的镇定问题进行研究. 首先收集初始反馈增益下

系统的状态和控制输入数据, 然后采用模型缩减方法将输入时滞系统转化为无时滞系统, 进而针对模型缩减后

的无时滞系统设计可镇定被控系统的控制律. 此外, 对所提出算法的计算复杂度进行分析. 仿真结果表明, 本文

提出的基于策略迭代的数据驱动控制算法得到的控制律能够镇定输入时滞系统. 本文的主要贡献如下.

(1) 与传统基于模型的时滞系统的控制方法相比, 本文提出了一个数据驱动的控制方法. 当输入时滞系统

的动态矩阵未知时, 利用系统的状态和输入数据设计控制律.

(2) 与基于状态增广的数据驱动控制方法 [13] 相比,本文提出的策略迭代算法通过模型缩减方法将输入时滞

系统转化为无时滞系统, 从而针对无时滞系统设计 Lyapunov 函数, 有效降低了因输入时滞带来的计算复杂度.

(3) 与一般的策略迭代算法 [8] 不同, 本文提出的数据驱动控制方法不依赖于初始稳定的控制器.

符号: 在本文中, ⊗ 表示两个矩阵的克罗内克积 (Kronecker product). ∥·∥ 代表矩阵的 2 范数. 对于两个整

数 a < b, 用符号 I [a, b] 表示集合 {a, a+ 1, . . . , b}. 符号 I 代表恰当维度的单位矩阵.

对于任意矩阵 C ∈ Rn×r, 其第 j 列向量表示为 cj , j ∈ I[1, r]. 然后, 符号 vec(C) 表示

vec (C) =
[
cT1 cT2 · · · cTr

]T
.

对于任意的向量 ϑ ∈ Rn, w ∈ Rr 和任意矩阵 C ∈ Rn×r, 有下式成立:

ϑTCw = (w ⊗ ϑ)
T
vec (C) . (1)

此外, 对于对称矩阵 X ∈ Rn×n, 令 xij 表示其第 i 行第 j 列的元素, i, j ∈ I[1, n], 符号 vecs (X) 表示为

vecs (X) =
[
x11

√
2x12 · · ·

√
2x1n x22

√
2x23 · · ·

√
2x2n · · · xn−1,n−1

√
2xn−1,n xn,n

]T
.

对于如下向量 ϑ ∈ Rn:

ϑ =
[
ϑ1 ϑ2 · · · ϑn

]T
,

令符号 ϑ̃ 表示

ϑ̃ =
[
ϑ21

√
2ϑ1ϑ2 · · ·

√
2ϑ1ϑn ϑ22

√
2ϑ2ϑ3 · · ·

√
2ϑ2ϑn · · · ϑ2n−1

√
2ϑn−1ϑn ϑ2n

]T
.

对于任意对称矩阵 X 和任意具有恰当维度的向量 ϑ, 由文献 [8] 可知

ϑTXϑ ≡ ϑ̃Tvecs (X) . (2)
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2 问题描述

考虑下面带有输入时滞的离散时间线性时不变系统:

x (t+ 1) = Ax (t) +Bu (t− h) , (3)

其中矩阵 A ∈ Rn×n 和 B ∈ Rn×r 是常数矩阵; x (t) ∈ Rn 代表状态变量, u (t) ∈ Rr 代表系统输入, h 是输入时

滞. 在本文中, h 是已知的整数.

注释1 在实际系统中, 许多情况下时滞是已知整数. 例如, 在网络控制系统中, 当传感器、执行器和控制器

通过网络交换数据时, 会发生通信延迟. 这些延迟被建模为输入时滞, 并且可以准确测量 [14, 15]. 在搅拌罐操作

的建模中 (可以看作典型的化学过程设备单元), 物料运输过程中需要考虑时滞, 其值取决于管道的长度, 并且可

以测量 [16]. 在实际中, 时滞通常表现为连续时间下的非整数值. 然而, 在离散时间系统中, 所有变量的演化都是

在固定采样周期下以离散步长表示的. 因此, 连续时间中的非整数时滞会被量化为其最接近的整数倍采样步长.

这种近似在工程实践中被广泛接受, 也构成了离散时间系统建模的基础. 在文献 [17∼19] 中同样假设系统的输

入时滞是已知整数.

针对系统 (3) 的镇定问题, 文献 [20] 推导出了模型缩减方法. 根据文献 [20] 中的结果, 当构造以下变量变

换时:

χh(t) = Ahx(t) +
t−1∑

j=t−h

At−j−1Bu(j), (4)

变量 χh(t) 的动态可以描述为下面无输入时滞系统:

χh(t+ 1) = Aχh(t) +Bu(t). (5)

基于此简化的模型, 文献 [20] 给出了下面的结果.

引理1 如果 K 是无时滞系统 (5) 的任意稳定的反馈增益, 那么, 控制律

u(t) = K

Ahx(t) +
t−1∑

j=t−h

At−j−1Bu(j)

 (6)

可以镇定输入时滞系统 (3).

现有的研究中很多方法可以得到引理 1 中稳定的反馈增益 K. 如果矩阵对 (A,B) 是可稳定的, 则可以利用

线性二次调节控制方法. 鉴于此, 输入时滞系统 (3) 的镇定问题可以转化为无时滞系统 (5) 的镇定问题. 具体来

说, P = P ∗ 是关于矩阵 P = PT > 0 的 ARE 的唯一正定解,

P = Q+ATPA−ATPB
(
BTPB +R

)−1
BTPA, (7)

其中 Q 和 R 是正定矩阵, 即 Q = QT > 0 和 R = RT > 0. 从文献 [21] 中可知, 相应的反馈增益矩阵 K 为

K = −
(
BTP ∗B +R

)−1
BTP ∗A. (8)

在实际应用中, 系统矩阵 A 和输入矩阵 B 可能无法准确获得. 对于这种情况, 不能直接构造 ARE (7), 也

无法求解该方程的解 P ∗. 因此, 不能通过 ARE (7) 得到反馈增益矩阵 (8). 然而, 可以收集被控系统运行时的系

统状态和控制输入数据. 因此, 根据收集的数据构建算法以得到控制律. 这就是本文所研究的系统矩阵和输入矩

阵未知的输入时滞系统的镇定问题.
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3 控制律设计

本节目的是在系统矩阵 A和输入矩阵 B 未知的情况下, 利用收集到的系统状态和控制输入数据, 设计可镇

定被控系统的控制律.

文献 [22] 提出了下面以 P (0) = Q 为初始条件的迭代算法去获得 ARE (7) 的唯一正定解:

P (k + 1) = Q+ATP (k)A−ATP (k)B
(
BTP (k)B+R

)−1
BTP (k)A. (9)

很容易知道, ARE (7) 与模型缩减后的无时滞系统 (5) 有关, 而不是与输入时滞系统 (3) 有关. 因此, 在第 k 迭

代步, 针对系统 (5), 考虑如下 Lyapunov 函数:

Vk(χh(t)) = χT
h (t)P (k)χh(t). (10)

在 Lyapunov 函数 Vk(χh(t)) 有效的时间间隔内, 由式 (5) 可以得到

χT
h (t+1)P (k)χh(t+1)=χT

h (t)A
TP (k)Aχh(t)+2uT(t)BTP (k)Aχh(t)+u

T(t)BTP (k)Bu(t). (11)

首先, 定义下列符号:

Å =
[
Ah−1 Ah−2 . . . A0I

]
, (12)

B =diag (B,B, . . . , B) , (13)

ů(t−h)=
[
uT(t−h) uT(t−h+1) . . . uT(t−1)

]T
. (14)

因此, 式 (4) 中的变量变换可以写为

χh(t) = Ahx(t) + ÅBů(t− h), (15)

式 (6) 中的控制律可以表示为

u(t) = KAhx(t) +KÅBů(t− h). (16)

利用式 (15) 中的变量变换, 可以进一步推导式 (11) 中的关系为

χT
h (t+ 1)P (k)χh(t+ 1) =

[
Ahx(t) + ÅBů(t− h)

]T
ATP (k)A

[
Ahx(t) + ÅBů(t− h)

]
+ 2uT(t)BTP (k)A

[
Ahx(t) + ÅBů(t− h)

]
+ uT(t)BTP (k)Bu(t)

= xT(t)
(
Ah

)T
ATP (k)AAhx(t) + 2xT(t)

(
Ah

)T
ATP (k)AÅBů(t− h)

+ ůT(t− h)BTÅTATP (k)AÅBů(t− h) + 2uT(t)BTP (k)AAhx(t)

+ 2uT(t)BTP (k)AÅBů(t− h) + uT(t)BTP (k)Bu(t). (17)

另一方面, 由式 (15) 可以得到

χh(t+ 1) = Ahx(t+ 1) + ÅBů(t+ 1− h).

因此, 函数 χT
h (t+ 1)P (k)χh(t+ 1) 可以写为

χT
h (t+1)P (k)χh(t+1) = xT(t+1)

(
Ah

)T
P (k)Ahx(t+1) + 2xT(t+1)

(
Ah

)T
P (k) ÅBů(t−h+1)

+ůT(t−h+1)BTÅTP (k) ÅBů(t−h+1). (18)

由于系统矩阵 A 和输入矩阵 B 未知, 因此在所提出的算法中需要避免使用这两个矩阵. 为此, 定义下面

3 个关于矩阵序列 {P (k)} 的矩阵序列 {G (k)}, {F (k)}, 和 {H (k)}:

G (k) = BTP (k)B, (19)
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F (k) =
(
Ah+1

)T
P (k)B, (20)

H (k) = BTP (k)AÅB. (21)

将矩阵序列 (19)∼(21) 代入到式 (17) 中, 可得

χT
h (t+ 1)P (k)χh(t+ 1) = xT(t)

(
Ah+1

)T
P (k)Ah+1x(t) + 2xT(t)

(
Ah+1

)T
P (k)AÅBů(t− h)

+ůT(t− h)BTÅTATP (k)AÅBů(t− h) + 2uT(t)FT (k)x(t)

+2uT(t)H (k) ů(t− h) + uT(t)G (k)u(t). (22)

根据 ARE 的迭代解 P (k), 反馈增益矩阵 K 可以由下面的迭代值近似:

K (k) = −
(
BTP (k)B +R

)−1
BTP (k)A. (23)

基于此, 式 (16) 中的控制律 u(t) 可以被近似为

u(t) = K (k)Ahx(t) +K (k) ÅBů(t− h). (24)

基于式 (19)∼(21) 中的矩阵序列 {G (k)}, {F (k)}, 和 {H (k)}, 式 (24) 中的控制律 u(t) 可以表示为

u(t) = − (G (k) +R)
−1
FT (k)x(t)− (G (k) +R)

−1
H (k) ů(t− h). (25)

由文献 [22] 可知 limk→∞ P (k) = P ∗, 则

lim
k→∞

K (k) = −
(
BTP ∗B +R

)−1
BTP ∗A.

因此, 在第 k 迭代步中, 将式 (24) 中的控制律 u (t) 应用于系统 (3). 此迭代步持续的时间区间表示为 I [tsk, tfk].
在初始迭代步 k = 0时, 将开环控制信号 u(t) = u0(t)应用于系统 (3), 并在区间 I [ts0, tf0]内激活此控制律.在此

区间内, 可以计算得到矩阵 P (1) 的值. 对于任意时间 t ∈ I [tsk, tfk], 可通过式 (18) 和 (22) 推导出

xT(t+ 1)
(
Ah

)T
P (k)Ahx(t+ 1) + 2xT(t+ 1)

(
Ah

)T
P (k) ÅBů(t− h+ 1)

+ ůT(t−h+1)BTÅTP (k) ÅBů(t−h+1) (26)

= xT(t)
(
Ah+1

)T
P (k)Ah+1x(t) + 2xT(t)

(
Ah+1

)T
P (k)AÅBů(t− h)

+ ůT(t−h)BTÅTATP (k)AÅBů(t−h)+2uT(t)FT (k)x(t)+2uT(t)H (k) ů(t−h)+uT(t)G (k)u(t).

从式 (24) 可知, 在第 k 迭代步中, 应用控制律

u(t) = K (k − 1)Ahx(t) +K (k − 1) ÅBů(t− h) (27)

于系统 (3). 将控制律 (27) 代入式 (26) 中可以得到

xT(t+1)
(
Ah

)T
P (k)Ahx(t+1)+2xT(t+1)

(
Ah

)T
P (k) ÅBů(t−h+1)

+ ůT(t−h+1)BTÅTP (k) ÅBů(t−h+1)

= xT(t)
(
Ah+1

)T
P (k)Ah+1x(t) + 2xT(t)

(
Ah+1

)T
P (k)AÅBů(t− h)

+ ůT(t−h)BTÅTATP (k)AÅBů(t−h)+2
(
K (k−1)Ahx(t)+K (k−1) ÅBů(t−h)

)T

FT (k)x(t)

+ 2
(
K (k − 1)Ahx(t) +K (k − 1) ÅBů(t− h)

)T

H (k) ů(t− h) + uT(t)G (k)u(t)

= xT(t)
(
Ah+1

)T
P (k)Ah+1x(t) + 2xT(t)

(
Ah+1

)T
P (k)AÅBů(t− h)
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+ ůT(t− h)BTÅTATP (k)AÅBů(t− h) + 2xT(t)
(
Ah

)T
KT (k − 1)FT (k)x(t)

+ 2ůT(t− h)BTÅTKT (k − 1)FT (k)x(t) + 2xT(t)
(
Ah

)T
KT (k − 1)H (k) ů(t− h)

+ 2ůT(t− h)BTÅTKT (k − 1)H (k) ů(t− h) + uT(t)G (k)u(t). (28)

进一步, 式 (28) 中的关系可以等价写为

xT(t+ 1)
(
Ah

)T
P (k)Ahx(t+ 1) + ůT(t− h+ 1)BTÅTP (k) ÅBů(t− h+ 1)

= xT(t)
(
Ah+1

)T
P (k)Ah+1x(t) + 2xT(t)

(
Ah+1

)T
P (k)AÅBů(t− h)

+ůT(t− h)BTÅTATP (k)AÅBů(t− h) + 2xT(t)
(
Ah

)T
KT (k − 1)FT (k)x(t)

+4xT(t)
(
Ah

)T
KT (k − 1)H (k) ů(t− h) + 2ůT(t− h)BTÅTKT (k − 1)H (k) ů(t− h)

+uT(t)G (k)u(t)− 2xT(t+ 1)
(
Ah

)T
P (k) ÅBů(t− h+ 1). (29)

由于 P (k) 是对称矩阵, 根据式 (1) 和 (2) 中的结果, 式 (29) 中的关系可以等价地表示为

x̃T(t+ 1)vecs
((
Ah

)T
P (k)Ah

)
+ ˜̊uT(t− h+ 1)vecs

(
BTÅTP (k) ÅB

)
= x̃T(t)vecs

((
Ah+1

)T
P (k)Ah+1

)
+ 2 (̊u(t− h)⊗ x(t))

T
vec

((
Ah+1

)T
P (k)AÅB

)
+ ˜̊uT(t− h)vecs

(
BTÅTATP (k)AÅB

)
+ 2

(
x(t)⊗K (k − 1)Ahx(t)

)T
vec

(
FT (k)

)
+ 4 (̊u(t−h)⊗ x(t))

T
vec

((
Ah

)T
KT (k−1)H (k)

)
+ 2

(
ů(t−h)⊗K (k−1) ÅBů(t−h)

)T

vecs (H (k)) + ũT(t)vecs (G (k))

−2 (̊u(t−h+1)⊗ x(t+1))
T
vec

((
Ah

)T
P (k) ÅB

)
. (30)

当 t ∈ I [tsk, tfk] 时, 可以推导出附录 1 中的关系. 在式 (30) 中, 得到矩阵
(
Ah

)T
P (k)Ah 和 BTÅTP (k) ÅB 需要

已知系统矩阵 A 和控制输入矩阵 B. 为了在所提出的迭代算法中避免使用系统矩阵 A 和输入矩阵 B, 定义下

面和矩阵 P (k) 相关的矩阵:

φ (k) =
(
Ah

)T
P (k)Ah, ψ (k) = BTÅTP (k) ÅB, (31)

KA (k) = K (k)Ah, KB (k) = K (k) ÅB, (32)

其中, φ (0) =
(
Ah

)T
QAh 和 ψ (0) = BTÅTQÅB. 进一步, 定义由数据组成的矩阵

Sxx (k)=
[
x̃ (tsk) x̃ (tsk + 1) · · · x̃ (tfk)

]T
,

Sūx (k)=
[̊
u(tsk−h)⊗x (tsk) ů(tsk−h+1)⊗x (tsk+1) · · · ů(tfk − h)⊗ x (tfk)

]T
,

Sūū (k)=
[
˜̊u(tsk−h) ˜̊u(tsk−h+1) · · · ˜̊u(tfk−h)

]T
,

S̊xx (k)=
[
x (tsk)⊗KA (k−1)x (tsk) x (tsk+1)⊗KA (k−1)x (tsk+1) · · · x (tfk)⊗KA (k−1)x (tfk)

]T
,

S̊ūū (k)=
[
ů (tsk−h)⊗KB (k−1) ů (tsk−h) ů(tsk−h+1)⊗KB (k−1) ů(tsk−h+1)

· · · ů(tfk−h)⊗KB (k−1) ů(tfk−h)
]T
,

Suu (k)=
[
ũ (tsk) ũ (tsk + 1) · · · ũ (tfk)

]T
,

Φūū (k)=
[
˜̊uT(tsk − h+ 1) ˜̊uT(tsk − h+ 2) · · · ˜̊uT(tfk − h+ 1)

]T
,
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Γ (k)=
[
Sxx (k) 2Sūx (k) Sūū (k) 2S̊xx (k) 2S̊ūū (k) Suu (k) −2Sūx (k + 1)

]
. (33)

很明显可以看出式 (33) 中的这些矩阵由系统状态、控制输入和滞后的输入构造. 此外, 为了方便论述, 定义符号

Dxu (k) =
(
Ah+1

)T
P (k)AÅB + 2

(
Ah

)T
KT (k − 1)H (k) . (34)

根据上述定义的矩阵和符号, 式 (30) 中的表达式可以更紧凑地表示为

Sxx (k + 1) vecs (φ (k)) + Φūū (k) vecs (ψ (k))

= Sxx (k) vecs
((
Ah+1

)T
P (k)Ah+1

)
+ 2Sūx (k) vec (Dxu (k)) + Suu (k) vecs (G (k))

+Sūū (k) vecs
(
BTÅTATP (k)AÅB

)
+ 2S̊xx (k) vec

(
FT (k)

)
+2S̊ūū (k) vec (H (k))

−2Sūx (k + 1) vec
((
Ah

)T
P (k) ÅB

)
. (35)

为了简化表达式 (35), 定义下面未知变量组成的复合矩阵:

Υ (k) =
[
vecsT

((
Ah+1

)T
P (k)Ah+1

)
vecT (Dxu (k)) vecsT

(
BTÅTATP (k)AÅB

)
vecT

(
FT (k)

)
vecT (H (k)) vecsT (G (k)) vecT

((
Ah

)T
P (k) ÅB

) ]T
. (36)

基于式 (33) 和 (36), 式 (35) 中的关系可以进一步推导为下面的线性形式:

Sxx (k + 1) vecs (φ (k)) + Φūū (k) vecs (ψ (k)) = Γ (k)Υ (k) . (37)

在第 k 迭代步中, 已知矩阵 φ (k) 和 ψ (k) 的值. 基于这两个矩阵和式 (33) 中数据构造的矩阵, 可以计算矩阵

Υ(k) 的值. 然而, 矩阵 Γ (k) 不是列满秩的. 这导致不能直接得到方程 (37) 的最小二乘解. 为此, 可以采用奇异

值分解 (singular value decomposition, SVD)、Moore-Penrose 广义逆或岭回归近似等方法来求解复合矩阵 Υ(k).

具体来说, SVD 方法具有较高的计算复杂度, 不适用于大规模矩阵; Moore-Penrose 广义逆方法虽然能提供最小

范数解, 但数值稳定性不如 SVD.因此, 本文采用岭回归近似方法求解方程 (37). 定义正则化参数 λ 控制正则化

项的权重. 然后, 方程 (37) 的解为

Υ(k) =
(
ΓT (k) Γ (k)+λ (k) I

)−1
ΓT (k) (Sxx (k + 1) vecs (φ (k)) + Φūū (k) vecs (ψ (k))) . (38)

我们发现式 (38) 中包含迭代项 φ (k) 和 ψ (k). 为了计算 φ (k) 在第 k 迭代步的值, 等式 (9) 左乘
(
Ah

)T
, 右

乘 Ah, 得到(
Ah

)T
P (k + 1)Ah

=
(
Ah

)T
QAh +

(
Ah+1

)T
P (k)Ah+1 −

(
Ah+1

)T
P (k)B

(
BTP (k)B+R

)−1
BTP (k)Ah+1. (39)

类似地, 为了计算第 k 迭代步中矩阵 ψ (k) 的值, 将等式 (9) 左乘 BTÅT, 右乘 ÅB, 得到

BTÅTP (k + 1) ÅB

= BTÅTQÅB + BTÅTATP (k)AÅB − BTÅTATP (k)B
(
BTP (k)B +R)

−1
BTP (k)AÅB. (40)

利用式 (19)∼(21) 和 (31) 中的定义, 式 (39) 可以等价地写为

φ (k + 1) = φ (0) +
(
Ah+1

)T
P (k)Ah+1 − F (k) (G (k) +R)

−1
FT (k) . (41)

类似地, 式 (40) 可以转化为如下形式:

ψ (k + 1) = ψ (0) + BTÅTATP (k)AÅB −HT (k) (G (k) +R)
−1
H (k) . (42)
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很明显可以看出, 我们可以分别从初始值 φ (0) 和 ψ (0) 开始迭代求解方程 (41) 和 (42). 将初始值 φ (0), ψ (0)

和任意的增益矩阵 KA (0), KB (0) 下的数据矩阵 Γ (0) 和 Φūū (0) 代入到方程 (38) 中, 可以计算得到复合矩阵

Υ(0). 其中, 复合矩阵 Υ(0) 中包含了
(
Ah+1

)T
P (0)Ah+1, BTÅTATP (0)AÅB, F (0), H (0) 和 G (0). 根据这些

矩阵, 可以通过式 (41) 和 (42) 更新得到矩阵 φ (1) 和 ψ (1) 的值. 根据上述分析, 如果求得第 k 迭代步中矩阵

φ (k) 和 ψ (k) 的值, 那么可以通过式 (38) 计算矩阵 Υ(k) 中的
(
Ah+1

)T
P (k)Ah+1, BTÅTATP (k)AÅB, F (k),

H (k) 和 G (k). 进而, 利用式 (41) 和 (42) 更新关于矩阵 P (k + 1) 的对称矩阵 φ (k + 1) 和 ψ (k + 1). 基于这两

个对称矩阵, 类似地执行下一次迭代.

得到复合矩阵 Υ(k) 后, 利用式 (25) 更新控制律 u(t), 并将其在下一迭代步中作用于系统 (3). 算法 1 的伪

代码给出了算法主要结构的详细描述. 我们注意到迭代算法中没有使用系统矩阵 A 和输入矩阵 B. 此外, 本文

所提出的迭代算法基于反馈增益. 因此, 该算法属于策略迭代算法.

算法 1 基于策略迭代的输入时滞系统的控制算法.

1: 输入: 将任意增益矩阵 KA (0) 和 KB (0) 应用于系统 (3). 选择初始值 φ (0), ψ (0), k = 0 以及一个极小值 ε > 0;

2: 输出: 式 (25) 中的控制律 u (t);

3: 在线收集数据以构造矩阵 Γ (0) 和 Φūū (0);

4: 循环

5: 将矩阵 φ (k) 和 ψ (k) 代入式 (38) 中, 计算得到
(
Ah+1

)T
P (k)Ah+1, BTÅTATP (k)AÅB, F (k), H (k) 和 G (k);

6: 根据式 (41) 和 (42), 更新得到矩阵 φ (k) 和 ψ (k);

7: 根据式 (25) 推导控制律 u(t);

8: 在控制律 u (t) 作用下, 收集状态和输入数据;

9: 更新矩阵 Γ (k + 1) 和 Φūū (k + 1);

10: k ← k + 1;

11: 直到 ∥φ (k)− φ (k − 1)∥ 6 ε.

将第 k 迭代步中估计的控制律在第 (k+1)迭代步中应用于系统 (3)去收集系统的状态和控制输入数据,利

用这些收集的数据去更新矩阵 Sxx (k + 1), Φūū (k) 和 Γ (k). 由此可知, 本文所提出的迭代算法是一个闭环控制

算法.

关于本文所提出的算法的初始反馈增益矩阵, 给出以下注释.

注释2 本文所提出的算法从任意的初始反馈增益矩阵 KA (0) 和 KB (0) 开始, 去收集系统 (3) 相应的状态.

基于这些在线收集的数据, 构造矩阵 Sxx (1), Φūū (0) 和 Γ (0).

接下来, 给出 ARE (7) 的解 P (k) 的有界性和单调性.

引理2 (参见文献 [22]) 对于初始条件为 P (0) = Q 的迭代算法 (9) 得到的序列 {P (k)}, 始终有

P (k) 6 P (k + 1) 6 P ∗, k > 0. (43)

也就是说, 矩阵序列 P (k) 是单调非减且有界的.

下面, 给出关于矩阵 P (k) 和 K (k) 的收敛性.

引理3 (参见文献 [23]) 对于离散时间线性系统 (5), 在控制律 u(t) = Kχh(t) 的作用下, 始终有

limk→∞P (k) = P ∗, limk→∞K (k) = −
(
BTP ∗B +R

)−1
BTP ∗A,

其中 P ∗ 是 ARE (7) 的唯一正定解.

根据引理 3, 我们可以得到如下定理.

定理1 对于离散时间线性系统 (3), 在本文所设计的迭代算法得到的控制律 u(t) 的作用下, 有

limk→∞φ (k) =
(
Ah

)T
P ∗Ah, limk→∞ψ (k) = BTÅTP ∗ÅB, limk→∞G (k) = BTP ∗B,

limk→∞F (k) =
(
Ah+1

)T
P ∗B, limk→∞H (k) = BTP ∗AÅB.
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在所提出的算法中, 在区间 I [tsk, tfk] 内将控制律 u(t) 应用于系统 (3) 去收集系统状态和控制输入数据. 利

用这些数据的全部或者部分去构建矩阵 Sxx (k + 1), Φūū (k), 和 Γ (k). 所有区间 I [tsk, tfk] 的长度可以彼此相同,

也可以彼此不同.

接下来, 采用文献 [24] 中的方法分析本文所提出算法的计算复杂度, 其中, 加法、减法和乘法运算的计算复

杂度均为一个浮点运算 (flop). 对于矩阵 W ∈ RN×N ,转置运算 WT 和求逆运算 W−1 的计算复杂度分别为 0和

N3 +N2 +N 个 flops. 定义 vk = tfk − tsk + 1. 式 (38) 的计算复杂度为

E3 + 4E2vk + 2E2 − E + (1 + n)nvk + (1 + hr)hrvk + Ev2k − vk,

其中

E =
(1 + n)n

2
+ 2hrn+

(1 + hr)hr

2
+ nr + hr2 +

(1 + r)r

2
.

当 k > 1 时, 式 (41) 和 (42) 的计算复杂度分别为

r3 + 2r2 + n2 + 2nr2 + 2n2r − nr,

r3 + 2r2 + 2hr3 + 2h2r3 + h2r2 − hr2.

注释3 与文献 [25∼27]中针对输入时滞系统提出的模型缩减方法相比,文献 [20]中提出的模型缩减方法不

要求系统矩阵 A 可逆. 然而, 文献 [20] 中的方法基于已知的系统矩阵 A 和输入矩阵 B 去设计控制律. 本文针

对输入时滞系统提出了一种基于数据的控制律设计方法, 该方法既不要求系统矩阵 A 可逆, 又不需要矩阵 A 和

B 已知.

注释4 本文所考虑的输入时滞系统未包含额外的约束条件. 根据引理 1 可知, 若 K 是模型缩减后的无时

滞系统 (5) 的任意稳定的反馈增益, 那么控制律 (6) 可以镇定原输入时滞系统 (3). 然而, 控制律 (6) 中包含了系

统矩阵和控制输入矩阵. 为了避免使用系统矩阵和控制输入矩阵, 本文提出了控制律 (6) 的数据驱动形式 (25).

也就是说, 控制律 (25)与 (6) 是等价的. 因此, 控制律 (25)可以镇定带有输入时滞的系统, 保证了离散空间中时

滞系统的稳定性.

4 算例

4.1 算例 1

为了验证所提出的数据驱动控制算法的有效性, 选取文献 [28] 中 F-16 飞机装置中存在通信时滞的情况在

MATLAB 平台上进行数值仿真. 具体来说, 系统状态定义为 x =
[
α q δe

]T
, 其中 α 为迎角 (deg), q 为俯仰角

速度 (deg/s), δe 为升降舵偏角 (deg). 系统输入表示升降舵执行器电压. 将连续时间的 F-16 飞机装置系统按照

Ts = 0.1 s 的采样间隔进行离散化, 离散化系统的参数为

A =


0.9065 0.0816 −0.0009

0.0741 0.9012 −0.0159

0 0 0.9048

 , B =
[
0 −0.0008 0.0952

]T
,

输入时滞 h = 3. 此外, 方程 (41) 和 (42) 中的初始矩阵 φ (0), ψ (0) 和 ARE (7) 中的 R 分别为

φ (0) =


1.5267 2.9672 0.1646

2.9672 5.3680 0.2012

0.1646 0.2012 0.0784

 , ψ (0) =


0.0009 0.0011 0.0012

0.0011 0.0013 0.0015

0.0012 0.0015 0.0017

 , R = 0.55× 10−2.
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图 1 (网络版彩图) 在算法 1 得到的控制律下算例 1 中的系统的响应与梯度变化曲线. (a) 系统的状态响应曲线; (b) 系统的

控制输入曲线; (c) φ (k) 的梯度变化曲线.

Figure 1 (Color online) The response and gradient variation curves of the system in example 1 under the controller obtained by
Algorithm 1. (a) State response of the system; (b) control input of the system; (c) gradient evolution of φ(k).

图 2 (网络版彩图) 初始状态 x(0) = [0.5 3 0.5]T (deg, deg/s, deg) 下算法 1 得到的控制律下算例 1 中的系统的响应与梯

度变化曲线. (a) 系统的状态响应曲线; (b) 系统的控制输入曲线; (c) φ(k) 的梯度变化曲线.

Figure 2 (Color online) The response and gradient variation curves of the system in example 1 under the controller obtained by
Algorithm 1 with the initial state x(0) = [0.5 3 0.5]T (deg, deg/s, deg). (a) State response of the system; (b) control input of the system;

(c) gradient evolution of φ(k).

在此算例中, 从初始状态 x (0) =
[
1 6 1.5

]T
(deg, deg/s, deg) 开始, 将初始控制输入

u0 (t) =
[
26.8917 27.3034 −9.1387

]
x(t) +

[
−0.9347 −0.9810 −1.0313

]
ů(t− h)

(单位: V) 作用于系统去收集系统的状态和控制输入数据. 在第 k > 0 迭代步中, 将本文所提出的算法生成的

控制律 u(t) 应用于系统. 对于每个区间 I [tsk, tfk], 利用 41 对数据计算控制增益, 即 tfk = tsk + 40. 基于矩阵

− (G (k) +R)
−1
FT (k) 和 − (G (k) +R)

−1
H (k) 去收集数据 {x (t) , u (t)}, t ∈ I [tsk, tfk], 进而估计矩阵 G∗, F ∗,

和 H∗ 的迭代值. 当迭代算法的精度为 ε = 10−3 时, 系统的状态响应和控制输入曲线分别如图 1(a) 和 (b) 所示.

此外,定义 φ(k)的梯度为 ▽φ (k) = ∥φ (k)− φ (k − 1)∥. φ(k)的梯度如图 1(c)所示. 从图 1可以看出,在每个迭

代步中均使用了 41 对数据, 经过 9 个迭代步后, 矩阵 P 收敛至期望精度. 因此, 共计使用 369 对数据以更新并

获得满足精度的控制律. 在该控制律的作用下, 系统进一步运行了 400 步. 从图 1 中可以得出结论, 本算例中的

系统在控制律 u (t) 的作用下是稳定的. 此外, 仿真时间为 0.0688 s.

为了验证系统初始状态对所提出的控制算法性能的影响, 选取了不同的初始状态进行对比分析, 其他参数

保持不变.从初始状态 x (0) =
[
0.5 3 0.5

]T
(deg, deg/s, deg)开始,系统的状态响应和控制输入曲线分别如图

2(a) 和 (b) 所示. 此外, φ(k) 的梯度如图 2(c) 所示. 从图 2 可以看出, 系统在所设计的控制律 u (t) 作用下是稳

定的. 进一步, 与图 1 中的结果进行对比可知, 在不同初始状态下, 系统在本文中设计的控制律作用下均是稳定

的. 结果表明, 在本文所提方法得到的控制律作用下, 初始状态只会影响系统收敛过程中的动态, 并不会影响系
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图 3 (网络版彩图) 具有不同初始控制输入的算法 1 得到的控制律下算例 1 中的系统的响应与梯度变化曲线. (a) 系统的状态

响应曲线; (b) 系统的控制输入曲线; (c) φ (k) 的梯度变化曲线.

Figure 3 (Color online) The response and gradient variation curves of the system in example 1 under the controller obtained by
Algorithm 1 with different initial control inputs. (a) State response of the system; (b) control input of the system; (c) gradient evolution
of φ(k).

图 4 (网络版彩图) 在文献 [23] 中算法得到的控制律下算例 1 的系统响应曲线. (a) 系统状态响应曲线; (b) 系统控制输入

曲线.

Figure 4 (Color online) The response curves of the system in example 1 under the controller in [23]. (a) State response of the system;
(b) control input of the system.

统的收敛性. 此外, 仿真时间为 0.0612 s.

为了验证系统初始反馈增益矩阵对所提出的控制算法性能的影响, 选取了不同的反馈增益矩阵进行对比分

析, 其他参数保持不变. 在 k = 0 时, 将初始控制输入

u0 (t) =
[
−161.8482 −164.0349 −3.6645

]
x(t) +

[
−0.5470 −0.9168 −1.3313

]
ů(t− h)

(单位: V) 作用于系统去收集状态和输入数据. 在后续的迭代过程中, 将本文设计的控制律 u(t) 应用于系统. 系

统在该控制律作用下的状态响应和控制输入曲线分别如图 3(a) 和 (b) 所示. 此外, 序列 φ(k) 的梯度如图 3(c)

所示. 从图 3 可以看出, 在选取不同初始反馈增益矩阵的情况下, 系统在控制律 u (t) 的作用下仍然能够保持稳

定. 仿真时间为 0.1255 s.

为了验证本文提出的数据驱动控制算法的有效性, 将文献 [23] 中针对无时滞系统提出的数据驱动控制算法

应用于输入时滞系统 (3). 图 4(a) 展示了在文献 [23] 算法得到的控制律下, 输入时滞系统的状态响应曲线; 图

4(b)则展示了系统的控制输入曲线.从图 4中可以明显观察到, 系统的状态和控制输入出现了发散现象.与之相

比, 本文提出的数据驱动控制算法是有效的.
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图 5 (网络版彩图) 在算法 1 得到的控制律下算例 2 中的系统的响应与梯度变化曲线. (a) 系统的状态响应曲线; (b) 系统的

控制输入曲线; (c) φ (k) 的梯度变化曲线.

Figure 5 (Color online) The response and gradient variation curves of the system in example 2 under the controller obtained by
Algorithm 1. (a) State response of the system; (b) control input of the system; (c) gradient evolution of φ(k).

4.2 算例 2

考虑一个形式为式 (3) 带有输入时滞的离散时间系统. 此系统的参数如下所示:

A =

 0.8 −0.1

−0.1 0.9

 , B =
[
0.5 0.2

]T
,

输入时滞 h = 3. 此外, 方程 (41), (42) 和 ARE (7) 中的矩阵 φ (0), ψ (0) 和 R 的值分别为

φ (0) =

−0.0735 −0.0893

−0.0893 3.6267

 , ψ (0) =


0.2501 0.3662 0.5245

0.3662 0.5356 0.7667

0.5245 0.7667 1.0971

 , R = 0.55.

在此算例中, 从初始状态 x (0) =
[
1 0.5

]T
开始, 本算例中所考虑的系统在初始控制输入

u0 (t) =
[
−1.3466 0.6063

]
x(t) +

[
−0.7121 −0.9275 −1.2178

]
ů(t− h)

的作用下去收集系统的状态和控制输入数据. 在随后的迭代步中, 将本文所提出的算法生成的控制律 u(t) 应用

于系统. 对于每个区间 I [tsk, tfk], 利用 21 对数据计算控制增益, 即 tfk = tsk +20. 当迭代算法的精度为 ε = 10−3

时, 系统的状态响应和控制输入曲线分别如图 5(a) 和 (b) 所示. φ(k) 的梯度如图 5(c) 所示. 在图 5(a) 中,

xi, i = 1, 2 代表状态 x 的第 i 个分量. 从图 5 可以看出, 在每个迭代步中均使用了 21 对数据, 经过 10 个迭代步

后,矩阵 P 收敛至期望精度.因此,共计使用 210对数据以更新并获得满足精度的控制律.在该控制律的作用下,

系统进一步运行了 21 步. 从图 5 中可以得出结论, 本算例中的系统在控制律 u (t) 的作用下是稳定的. 此外, 仿

真时间为 0.0488 s.

为了验证系统初始状态对所提出的控制算法性能的影响, 选取了不同的初始状态进行对比分析, 其他参数

保持不变. 从初始状态 x (0) =
[
2 5

]T
开始, 系统的状态响应和控制输入曲线分别如图 6(a) 和 (b) 所示. 此外,

φ(k)的梯度如图 6(c)所示. 从图 6可以看出,系统在所设计的控制律 u (t)作用下是稳定的. 此结果与图 5中的

结果比较可知, 在本文所提出的方法得到的控制律的作用下, 初始状态只会影响系统收敛过程中的动态, 并不会

影响系统的收敛性. 仿真时间为 0.0509 s.

为了验证系统初始反馈增益矩阵对所提出的控制算法性能的影响, 选取如下初始控制输入:

u0 (t) =
[
10.3308 −23.1095

]
x(t) +

[
0.0035 −0.7572 −1.8178

]
ů(t− h),
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图 6 (网络版彩图) 初始状态 x(0) = [2 5]T 下算法 1 得到的控制律下算例 2 中的系统的响应与梯度变化曲线. (a) 系统的状

态响应曲线; (b) 系统的控制输入曲线; (c) φ(k) 的梯度变化曲线.

Figure 6 (Color online) The response and gradient variation curves of the system in example 2 under the controller obtained by
Algorithm 1 with the initial state x(0) = [2 5]T. (a) State response of the system; (b) control input of the system; (c) gradient evolution
of φ(k).

图 7 (网络版彩图) 具有不同初始控制输入的算法 1 得到的控制律下算例 2 中的系统的响应与梯度变化曲线. (a) 系统的状态

响应曲线; (b) 系统的控制输入曲线; (c) φ (k) 的梯度变化曲线.

Figure 7 (Color online) The response and gradient variation curves of the system in example 2 under the controller obtained by
Algorithm 1 with different initial control inputs. (a) State response of the system; (b) control input of the system; (c) gradient evolution
of φ(k).

图 8 (网络版彩图) 文献 [23] 算法得到的控制律下算例 2 的系统响应曲线. (a) 系统状态响应曲线; (b) 系统控制输入曲线.

Figure 8 (Color online) The response curves of the system in example 2 under the controller in [23]. (a) State response of the system;
(b) control input of the system.

将其作用于本算例中的系统去收集状态和输入数据. 在后续的迭代过程中, 将控制律 u(t) 应用于被控系统. 系

统在该控制律作用下的状态响应和控制输入曲线分别如图 7(a) 和 (b) 所示. 此外, 序列 φ(k) 的梯度如图 7(c)
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所示. 从图 7 可以看出, 在选取不同初始反馈增益矩阵的情况下, 系统在控制律 u (t) 的作用下均能够保持稳定.

仿真时间为 0.0708 s.

为了验证本文提出的数据驱动控制算法的有效性, 将文献 [23] 中针对无时滞系统提出的数据驱动控制算法

应用于输入时滞系统 (3). 图 8(a) 展示了在文献 [23] 算法得到的控制律下, 输入时滞系统的状态响应曲线; 图

8(b)则展示了系统的控制输入曲线.从图 8中可以明显观察到, 系统的状态和控制输入出现了发散现象.与之相

比, 本文提出的数据驱动控制算法是有效的.

5 结论

本文针对系统矩阵和输入矩阵未知的输入时滞系统的镇定问题, 设计了策略迭代算法以得到控制律. 首先,

利用模型缩减方法将离散时间输入时滞系统转化为无时滞系统. 针对缩减的无时滞系统, 使用系统状态和输入

数据求解代数 Riccati 矩阵方程的唯一正定解的近似值, 进而得到可镇定的控制器. 仿真结果表明所设计的控制

器能够镇定输入时滞系统.
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附录 1

当时间变量 t 在区间 I [tsk, tfk] 内变化时, 有
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((
Ah

)T
P (k)Ah

)
+ ˜̊uT(tsk − h+ 1)vecs

(
BTÅTP (k) ÅB

)
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P (k)Ah+1
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+ 2 (̊u(tsk − h)⊗ x(tsk))

T
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)T
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)
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(
BTÅTATP (k)AÅB

)
+ 2
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x(tsk)⊗K (k − 1)Ahx(tsk)

)T
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FT (k)

)
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T
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)T
KT (k − 1)H (k)
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ů(tsk − h)⊗K (k − 1) ÅBů(tsk − h)
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P (k) ÅB

)
,
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(
BTÅTP (k) ÅB
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−2 (̊u(tfk − h+ 1)⊗ x(tfk + 1))
T
vec

((
Ah

)T
P (k) ÅB

)
.
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Abstract In this paper, the stabilization problem of discrete-time input-delayed systems with unknown system and input

matrices is investigated. To address this, a policy iteration-based control algorithm is proposed. Since the system matrix and

input matrix of the controlled system are unknown, the data of states and inputs is collected to construct data matrices. In

addition, due to the presence of input delays, the controller cannot be applied to the system immediately, which may result

in system instability. To this end, the model reduction method is employed to transform the input-delayed system into a

time-delay-free system. For the resulting delay-free system, the algebraic Riccati matrix equation is solved by using the data

matrix. Then, the control law is designed to stabilize the input-delayed system. Importantly, an initially stabilizing controller

is not required for the proposed iterative algorithm. Finally, the effectiveness of the proposed algorithm is verified through

two examples. The simulation results show that the state responses of systems converge, that is, the designed control laws

can stabilize the considered systems.

Keywords adaptive dynamic programming, data-driven control, policy iteration algorithm, discrete-time input-delayed

system


