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摘要 本文考虑三维空间中航天器整体运动与柔性结构弹性振动相耦合的动态系统跟踪控制问题.基于中心刚

体 –双端柔性梁的航天器构型,通过 Hamilton原理建立包含平移、旋转运动及弹性振动的耦合偏微分方程 –常

微分方程系统模型. 采用能量耗散方法分别设计了两端 –中心协同跟踪控制器以及边界抑振 –中心补偿跟踪控

制器实现航天器姿态角和位置的轨迹跟踪,并基于 Lyapunov泛函证明了相应闭环系统的稳定性. 数值仿真验证

了所提出两种控制器的有效性.
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1 引言

空间技术的快速发展为人类从太空高效获取太阳能提供了新的可能.当前,各国科研机构围绕空间太阳能电

站建设展开了大量探索性研究. 此类电站通常是由百米至千米级超大型模块组成的空间组合体航天器. 然而, 材

料弹性形变与多体耦合运动不仅会显著影响系统工作精度与控制性能,甚至可能引发结构性破坏等安全隐患.因

此, 如何实现大型柔性空间结构的振动抑制与位移姿态协同控制, 已成为确保其高效稳定运行的关键课题 [1∼3].

刚柔耦合系统的动力学特性通常模拟为偏微分方程 (PDE) 与常微分方程 (ODE) 的耦合形式. 基于 PDE

模型的柔性体控制理论研究已取得显著进展.例如,欧拉 –伯努利 (Euler-Bernoulli)梁模型被广泛应用于空间细

长飞行器与柔性机械臂的振动建模 [4∼7]. 由于边界控制在实际应用中容易实现, 学者针对不同的 PDE-ODE 耦

合系统提出了许多反馈镇定控制方法. 特别是 PDE 的反步设计方法被广泛用来设计这类耦合系统的边界反馈

控制器 [8∼10]. 对于梁 -ODE耦合模型, 文献 [11]基于文献 [12]中的反步设计考虑了特殊连接情形下带有滑动边

界欧拉梁 -ODE 级联系统的容错控制. 文献 [13] 研究控制同时作用在欧拉梁方程和常微分方程上时级联系统的

镇定问题.文献 [14]基于 Sylvester方程解耦的方法研究了控制只作用在梁边界上时欧拉 -伯努利梁和常微分方

程级联系统的镇定问题.对不同边界条件和连接方式下梁与 ODE耦合系统的镇定问题,对实际工程应用具有十

分重要的指导意义 [15].
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SSI-2025-0007

Wu X-H, Wang J-M, Liu X-D. Tracking control of flexible spacecraft in three-dimensional space. Sci Sin Inform, 2026, 56: 1244–

1260, doi: 10.1360/SSI-2025-0007



武晓辉等 中国科学 :信息科学 2026年 第 56卷 第 5期 1245

在三维空间中, 柔性结构控制面临更复杂的动力学挑战. 弹性振动与刚体运动存在强的非线性交互作用, 使

得传统的线性控制方法难以直接应用. 近年来, 许多学者基于 PDE 模型, 对三维空间中柔性体的振动抑制和控

制问题展开了深入研究. 文献 [6] 考虑了三维空间中柔性机翼的轨迹跟踪和振动抑制. 文献 [16] 基于移动弦模

型研究了具有输入量化和事件触发功能的桥式起重机振动控制问题. 文献 [17] 研究了受输出限制的非线性柔性

旋转机械手的边界控制问题. 文献 [18] 考虑了带有约束的可移动刚柔机械手系统的位置跟踪及其振动抑制. 文

献 [19] 考虑了受非对称输出约束的三维欧拉 – 伯努利梁的振动并通过自适应控制器估计并消除不确定因素. 文

献 [20] 考虑了带有输出约束和不确定负载的欧拉梁的振动抑制. 文献 [21] 利用线性矩阵不等式考虑了带有外部

干扰的三维梁的振动抑制. 更多关于三维柔性梁在不确定的干扰、输出输入信号约束等条件下的研究, 可见文

献 [22∼24] 等. 对三维空间中不同柔性体系统的振动抑制、跟踪等控制问题的研究为该领域的发展提供了丰富

的理论与实践探索.

大型航天器的控制通常采用基于截断的近似模型设计 [25∼27]. 而受控实际模型由于溢出效应常常会导致闭

环系统不稳定. 因此许多学者研究基于 PDE 模型直接设计控制器实现目标任务. 文献 [1] 研究了柔性航天器的

位置跟踪以及振动控制. 文献 [28] 研究了带有不确定干扰的柔性航天器的姿态跟踪和干扰抑制. 文献 [29] 考虑

了带有输入信号事件触发, 时变执行器故障等不确定情形下的柔性卫星的振动控制. 文献 [30] 提出了一类自适

应事件触发容错控制方案实现卫星姿态跟踪. 文献 [31] 考虑了空间太阳能大型柔性航天器在平面运动时的姿态

角和位移跟踪. 在三维空间中, 文献 [2]考虑了存在输入干扰和执行器故障下空间航天器的角速度镇定并提出了

一种新的自适应容错控制. 这些基于 PDE 模型的研究成果, 为航天器控制领域开辟了新的研究方向.

本文研究航天器整体运动与柔性体附件弹性振动相耦合的系统跟踪控制. 由于系统的运动方程具有非线性

和 PDE-ODE方程的耦合特性, 控制器的设计充满了技术挑战.航天器基于 PDE模型分析和控制器设计常假设

在平面内考虑柔性体附件单个方向的形变 [1, 28,31], 实际中柔性体附件存在多方向形变, 相应的模型分析和控制

器设计将变得更加复杂 [2]. 因此, 研究三维空间中柔性航天器的控制更贴合实际应用场景的需求. 此外, 本文考

虑航天器平移与旋转双目标的协同跟踪控制问题.基于建立的动力学模型, 本文利用 Lyapunov直接法设计了两

种角度 –位移双目标跟踪控制器并证明了闭环系统的稳定性. 主要贡献包括: (1)为更好地刻画航天器整体运动

与柔性结构的弹性振动的耦合机理, 本文利用 Hamilton 原理构建了 PDE-ODE 动力学模型, 系统包含中心刚体

平移、旋转及柔性梁两个方向的振动耦合作用. (2) 为深入研究多目标跟踪控制问题, 本文提出了两种在边界与

中间刚体处同时施加控制的方案实现了柔性体附件振动抑制和系统跟踪. (3) 通过数值仿真验证了两种控制器

的有效性, 通过仿真比对揭示了两种控制策略的不同特征.

本文后续安排如下. 第 2 节对大型柔性航天器建立欧拉梁与 ODE 耦合系统模型. 第 3 节基于能量耗散方

法和系统模型设计两种控制器稳定系统并实现位置和角度的跟踪. 第 4 节对闭环系统进行数值仿真以验证结论

成立. 第 5 节对全文进行了总结.

数学符号说明. 在本文中, ∥ · ∥ 表示向量或者矩阵的欧几里得范数. R 表示实数域. C 表示复数域. 符号 “·”
表示内积. 线性算子 “∧” 将向量 θ = (θ1, θ2, θ3)

⊤ ∈ R3 转换为对应的反对称矩阵:

θ∧ = [0,−θ3, θ2; θ3, 0,−θ1;−θ2, θ1, 0] ∈ R3×3. (1)

e1 = (1, 0, 0)⊤,e2 = (0, 1, 0)⊤, e3 = (0, 0, 1)⊤ 为 R3 的单位向量, I 为单位矩阵. A⊤ 为向量或者矩阵 A 的转置.

ṙ(t) 表示函数 r 关于时间求导数. ∂
∂t ,

∂
∂s 分别为关于时间 t, 空间 s 求偏导数. 0− 表示负向趋于 0, 0+ 表示正向

趋于 0. δ(·) 为 Dirac 分布函数. ∥ · ∥L2 定义为 ∥R(·)∥L2 =

√∫ L
2

−L
2

∥R(x)∥2dx.

2 动力学模型

2.1 问题描述

如图 1所示,本文研究对象是中心为刚体,两端为柔性翼的航天器模型. 考虑其运动及弹性振动耦合效应下
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图 1 (网络版彩图) 柔性航天器结构示意图.

Figure 1 (Color online) Diagram of a flexible spacecraft structure.

表 1 物理符号定义.

Table 1 Symbol explanation.

Symbol Description

L, h, b, ρ, E Length, width, thickness, density, and elastic modulus of the spacecraft

I0 ∈ R3×3,m0 Moment of inertia matrix and mass of the central block

EIx, EIy , EIz Bending stiffness of the spacecraft about the x, y, z axes

O0(x0, y0, z0), O(x, y, z) Inertial coordinate system, body coordinate system

r(t) = (rx(t), ry(t), rz(t))⊤ Position coordinate of the spacecraft’s center (point O) in the inertial coordinate system

θ(t) = (θ1(t), θ2(t), θ3(t))⊤ Attitude angles of the spacecraft’s center (point O)

Φ(t) ∈ R3×3 Rotation matrix corresponding to the attitude angle θ

Q(t) = q0(t) + q1(t)i + q2(t)j + q3(t)k Unit quaternion corresponding to the attitude angle θ

ϖ(t) = (ϖ1(t), ϖ2(t), ϖ3(t))⊤ Angular velocity of the spacecraft in the body coordinate system

F0(t), T0(t) ∈ R3 Control force and torque applied at the spacecraft’s center

FV (s, t) ∈ R3 Control force applied at position s of the spacecraft’s flexible component

的跟踪控制. 航天器通常通过自身中间刚体的执行机构对航天器提供力和相应的力矩实现位置和姿态的跟踪控

制. 执行机构的控制作用以及外部环境的影响通常会导致两侧柔性体附件的振动. 这些振动将对航天器的跟踪

控制产生消极影响. 以往只通过中间刚体的自身执行机构进行跟踪控制的同时抑制振动为控制器的设计带来极

大的困难. 为提高航天器跟踪控制性能的同时更好地抑制振动, 在实际控制中通常对航天器两侧附件添加阻尼

部件被动抑振或者在两侧施加相应的执行机构进行额外主动控制. 为此, 本文考虑控制同时作用在整个航天器

中心及两端的情形.

本文一些重要的物理符号定义由表 1 给出. 令惯性坐标系为 O0(x0, y0, z0). 本体坐标系的原点位于航天器

中端质心上记为 O. 长度为 L 的未发生形变的航天器位于 x 轴区间 [−L
2 ,

L
2 ], s 处的坐标记为 s = (s, 0, 0)⊤, s ∈

[−L
2 ,

L
2 ]. y 轴位于航天器纵向对称面内与 x轴垂直,向上为正. z 轴垂直于 Oxy 平面, 方向按照右手直角坐标系

确定. 在 t 时刻航天器的中心位置通过本体坐标系原点相对于惯性坐标系的坐标来描述记为 r(t). 航天器的姿

态角由本体坐标系相对于惯性坐标系的旋转 θ 角进行描述. 本体坐标系 O(x, y, z) 下航天器发生弹性形变时在

t 时刻位置 s 处的坐标记为 u(s, t) = (ux(s, t), uy(s, t), uz(s, t))
⊤. 如图 2 所示, 为使航天器对特定区域保持定向

以用于通信或气象观测, 其中心的轨迹 r(t) 需要以合适的姿态角度跟踪到空间中的某个点 rd 且整体不发生振

动形变.

2.2 数学模型

本节利用 Hamilton 原理导出大型柔性航天器在三维空间下整体位移和旋转与弹性形变相耦合的偏微分方

程模型. 为更好地描述这类航天器的控制问题, 对相应的模型作出如下假设和简化:

(i) 忽略重力、外部环境的影响;

(ii) 忽略表面负载以及转动惯量的交互等影响;

(iii) 刚体看作一个质点;
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图 2 (网络版彩图) 坐标系与位移形变示意图.

Figure 2 (Color online) Diagram of coordinate system and
displacement deformation.

图 3 (网络版彩图) 控制位置示意图.

Figure 3 (Color online) Diagram of control positions.

(iv) 航天器的形变是连续的, 即 u(s, t) 是关于 s 一致连续;

(v) 忽略航天器形变对其 x 轴坐标的影响, ux(s) ≈ s;

(vi) 如图 3, 设定控制力作用在航天器的中心及其两端, 力矩作用在航天器的中心.

注释1 按照上述假设,

• 当航天器长度固定不可伸展时, 有几何关系(
∂ux

∂s

)2

= 1−
(
∂uy

∂s

)2

−
(
∂uz

∂s

)2

.

考虑到航天器的细长构型与相对较小的弹性弯曲形变, 航天器任意位置 s 在 x 轴方向上的坐标可近似为 ux(s)

≈ s.

• 若整个航天器运动时相互连接且不断裂, 我们可以假设其弹性形变相对自身各个位置是连续的.

• 考虑航天器长度较长, 可忽略中心刚体体积并将其看作一个质点.

在惯性坐标系下航天器在 t 时刻 s 处的位移坐标

R(s, t) = r(t) +Φ(t)u(s, t), (2)

其中旋转矩阵 Φ(t) ∈ R3×3 满足

Φ(t) = exp(θ∧(t)) :=

∞∑
n=0

1

n!
(θ∧(t))n. (3)

本体坐标系下航天器的旋转角速度 ϖ = (ϖ1, ϖ2, ϖ3)
⊤ 满足

Φ̇(t) = Φ(t)ϖ∧(t). (4)

在 t 时刻 s 处航天器相对于惯性坐标系的速度

∂

∂t
R(s, t) = ṙ(t) +Φ(t)ϖ∧(t)u(s, t) +Φ(t)

∂

∂t
u(s, t). (5)

按照假设 (iii) 和 (iv), u 可以近似表示为

u(s, t) = (s, w(s, t), v(s, t))⊤. (6)
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重新定义航天器在 y 轴方向的形变为 w(s, t), 在 z 轴方向的形变为 v(s, t) 满足 w(0, t) = v(0, t) = ∂w
∂s (0, t) =

∂v
∂s (0, t) = 0. 定义系统弹性势能

V (u) =
1

2

∫ L
2

−L
2

EIy

∣∣∣∣∂2w

∂s2

∣∣∣∣2 + EIz

∣∣∣∣∂2v

∂s2

∣∣∣∣2 ds. (7)

记 δu = (0, δw, δv)⊤, 有∫ t2

t1

δV (u)dt :=

∫ t2

t1

V (u+ δu)− V (u)dt =

∫ t2

t1

∫ L
2

−L
2

EIy
∂2w

∂s2
∂2δw

∂s2
+ EIz

∂2v

∂s2
∂2δv

∂s2
dsdt. (8)

定义整体动能

T (r, θ,u) =
1

2
ρA

∫ L
2

−L
2

∥∥∥∥∥ ∂

∂t
R(s, t)

∥∥∥∥∥
2

ds+
1

2
ϖ⊤I0ϖ +

1

2
m0

∥∥∥∥∥ṙ(t)
∥∥∥∥∥
2

, (9)

其中 A = b× h 为横截面积. 按照式 (3) 可得, 旋转矩阵扰动

δΦ(t) = exp(θ∧(t) + δθ∧(t))− exp(θ∧(t)) ≈ Φ(t)δθ∧(t). (10)

柔性航天器在惯性坐标系下的虚拟位移扰动 δR 满足

δR = δr +Φ(δθ)∧u+Φδu, (11)

其中 δr 是在本体坐标系下的位移扰动, δu 为本体坐标系下的形变扰动. 对式 (10) 两边求时间导数并利用

exp(δθ∧(t)) ≈ I + δθ∧(t) 可得

d

dt
δΦ(t) ≈ Φ(t) [δθ∧(t)ϖ∧(t) + δϖ∧(t) + δθ∧(t)δϖ(t)∧] , (12)

d

dt
(Φ(t)δθ∧(t)) = Φ(t)

[
ϖ∧(t)δθ∧(t) + δθ̇∧(t)

]
. (13)

由于 Φ(t) 为正交矩阵, 结合式 (12) 以及 (13) 并忽略高阶扰动项有

δθ∧(t)ϖ∧(t) + δϖ∧(t) = ϖ∧(t)δθ∧(t) + δθ̇∧(t). (14)

结合式 (14)、算子 ∧ 的线性性质以及式 ( [32, p.208])

(ϖ∧δθ)∧ = ϖ∧(t)δθ∧(t)− δθ∧(t)ϖ∧(t), (15)

可得本体坐标的虚拟角速度扰动 δϖ 满足

δϖ = δθ̇ +ϖ∧δθ. (16)

式 (9) 的变分可以写为

∫ t2

t1

δTdt =

∫ t2

t1

[∫ L
2

−L
2

ρA
∂

∂t
R(s, t) · δṙds+m0ṙ(t) · δṙ

]
dt

+

∫ t2

t1

[∫ L
2

−L
2

ρA
∂

∂t
R(s, t) · ∂ (Φ(t)(δθ)∧u(s, t))

∂t
ds+ I0ϖ(t) · δϖ(t)

]
dt

+

∫ t2

t1

∫ L
2

−L
2

ρA
∂

∂t
R(s, t) · ∂

∂t
(Φ(t)δu)dsdt.

(17)
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外力的虚功表示为∫ t2

t1

δWdt =

∫ t2

t1

[∫ L
2

−L
2

Φ(t)FV (s, t) · δR(s, t)ds+Φ(t)F0(t) · δr + T0(t) · δθ

]
dt

=

∫ t2

t1

[∫ L
2

−L
2

Φ(t)FV (s, t) · (δr +Φ(δθ)∧u+Φδu)ds+Φ(t)F0 · δr + T0(t) · δθ

]
dt.

(18)

假定航天器在两端 s1 = −L
2 , s2 = L

2 处施加控制

Fi(t) = (fix(t), fiy(t), fiz(t))
⊤, i = 1, 2.

航天器上控制的总外力 FΣ(t) 以及外力对原点的力矩之和 TΣ(t) 满足

FV (s, t) =
2∑

i=1

Fi(t)δ(s− si),

FΣ(t) =

∫ L
2

−L
2

FV (s, t)ds =
2∑

i=1

Fi(t),

TΣ(t) =
∫ L

2

−L
2

u∧FV (s, t)ds,

(19)

其中 δ(·) 为 Dirac 分布. 上式结合式 (18) 可得∫ t2

t1

δWdt =
2∑

i=1

∫ t2

t1

e2 · Fi(t)δw(si, t) + e3 · Fi(t)δv(si, t)dt

+

∫ t2

t1

Φ(t) (FΣ(t) + F0(t)) · δr + (TΣ(t) + T0(t)) · δθdt.
(20)

定义在惯性坐标系下向量 u 的时间导数符号 Du:
Du =

∂u

∂t
+ϖ∧u,

D2u =
∂2u

∂t2
+ 2ϖ∧ ∂u

∂t
+ (ϖ∧)2u+ ϖ̇∧u.

(21)

按照 Hamilton 原理

∫ t2

t1

δ[T (t) − V (t) +W (t)]dt = 0, 以及 {δr, δθ, δw, δv | δr(τ) = δθ(τ) = δw(s, τ) = δv(s, τ) =

0, τ = t1, t2} 的任意性, 式 (17), (8) 和 (20), 我们可推出 [33, Theorem 2.1]

m0r̈ +

∫ L
2

−L
2

ρA(r̈ +ΦD2u)ds = Φ(t)(FΣ + F0),

I0ϖ̇ +ϖ∧I0ϖ +

∫ L
2

−L
2

ρAu∧(D2u+Φ⊤r̈)ds = TΣ + T0,

e2 ·
[
ρA(D2u+Φ⊤r̈)−FV

]
= − ∂2

∂s2

(
EIy

∂2

∂s2
w

)
,

e3 ·
[
ρA(D2u+Φ⊤r̈)−FV

]
= − ∂2

∂s2

(
EIz

∂2

∂s2
v

)
.

(22)

方程组 (22) 中第 1 个方程为航天器中心平移动力学方程, 第 2 个方程为航天器中心旋转动力学方程, 第 3 和 4

个方程用来描述航天器两侧板的振动.

下面将通过四元数来描述姿态的变化并导出相应的航天器旋转运动学方程 [34]. 定义姿态角 θ 的旋转轴单

位向量为 a, ϑ 为旋转角度. 在本体坐标系下 a = (a1, a2, a3)
⊤, 向量 v = (v1, v2, v3)

⊤ 旋转 θ 角度之后的向量为

v′ = (v′1, v
′
2, v

′
3)

⊤. 则 v′ 可由四元数乘法获得. 事实上, 姿态角利用单位四元数表示为

Q = cos(ϑ/2) + a1 sin(ϑ/2)i + a2 sin(ϑ/2)j + a3 sin(ϑ/2)k := q0 + q1i + q2j + q3k.
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令四元数 V = v1i + v2j + v3k, V
′ = v′1i + v′2j + v′3k. 按照四元数乘法 V ′ = QVQ−1 可得 v′ = Φv, 其中对应的旋

转矩阵

Φ =


1− 2(q22 + q23) 2q1q2 − 2q0q3 2q1q3 + 2q0q2

2q1q2 + 2q0q3 1− 2q21 − 2q23 2q2q3 − 2q0q1

2q1q3 − 2q0q2 2q2q3 + 2q0q1 1− 2q21 − 2q22

 . (23)

由式 (4), 瞬时定轴旋转时 ϖ(t) = aϑ̇(t). 单位四元数姿态角 Q(t) 满足

Q̇(t) =
1

2
Q(t)(ϖ1(t)i +ϖ2(t)j +ϖ3(t)k). (24)

按照单位四元数 Q 对应的向量 q(t) = (q0(t), q1(t), q2(t), q3(t))
⊤ 得到如下航天器旋转运动方程:

q̇(t) =
1

2

 −q⊤
v (t)

q0(t)I3 + q∧
v (t)

ϖ(t), (25)

其中 qv(t) = (q1(t), q2(t), q3(t))
⊤. 按照假设 (i) 和 (ii), 令 I0 = diag{I1, I2, I3},EI = diag{0, EIy, EIz}, 整个航天

器的运动力学方程写为 

m0r̈(t) +Φ(t)(Γ(t) + F̂ (t)) = Φ(t)F0(t),

q̇(t) =
1

2

[
−q⊤

v (t); q0I3 + q∧
v (t)

]
ϖ(t),

I0ϖ̇(t) +ϖ∧(t)I0ϖ(t) + Υ(t) + T̂ (t) = T0(t),

r(0) = r0, ṙ(0) = r1, q(0) = q0, ∥q0∥ = 1,ϖ(0) = ω0,

(26a)



ρA

[
∂2w(s, t)

∂t2
+ e2 ·

(
η(s, t) +Φ⊤(t)r̈(t)

)]
+

∂2

∂s2

(
EIy

∂2

∂s2
w(s, t)

)
= 0,

ρA

[
∂2v(s, t)

∂t2
+ e3 ·

(
η(s, t) +Φ⊤(t)r̈(t)

)]
+

∂2

∂s2

(
EIz

∂2

∂s2
v(s, t)

)
= 0,

EIy
∂3w

∂s3

(
−L

2
, t

)
= e2 · F1(t), EIz

∂3v

∂s3

(
−L

2
, t

)
= e3 · F1(t),

−EIy
∂3w

∂s3

(
L

2
, t

)
= e2 · F2(t), −EIz

∂3v

∂s3

(
L

2
, t

)
= e3 · F2(t),

∂2w

∂s2

(
±L

2
, t

)
=

∂2v

∂s2

(
±L

2
, t

)
=

∂w

∂s
(0, t) = w(0, t) =

∂v

∂s
(0, t) = v(0, t) = 0,

w(s, 0) = w0(s), wt(s, 0) = w1(s), v(s, 0) = v0(s), vt(s, 0) = v1(s),

(26b)

其中 Γ,Υ, η 定义为

Γ(t) =

(
0, EIy

(
∂3w

∂s3
(0+, t)− ∂3w

∂s3
(0−, t)

)
, EIz

(
∂3v

∂s3
(0+, t)− ∂3v

∂s3
(0−, t)

))⊤

,

Υ(t) =

(
0, EIz

(
∂2v

∂s2
(0+, t)− ∂2v

∂s2
(0−, t)

)
, −EIy

(
∂2w

∂s2
(0+, t)− ∂2w

∂s2
(0−, t)

))⊤

,

η(s, t) = 2ϖ(t)
∧ ∂u(s,t)

∂t +
[
(ϖ(t)

∧
)2 + ϖ̇(t)∧

]
u(s, t),

u(s, t) = (s, w(s, t), v(s, t))⊤.

(27)
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F̂ , T̂ 分别由如下公式给出:

f̂(s, t) = e1 · [ρA
(
η +Φ⊤r̈

)
− F1(t)δ(s+

L
2 )− F2(t)δ(s− L

2 )],

F̂ (t) = e1

∫ L
2

−L
2

f̂(s, t)ds,

T̂ (t) =

∫ L
2

−L
2

(0, vf̂ , −wf̂)⊤ds.

(28)

3 控制器设计和稳定性分析

本节对系统 (26) 和 (27) 设计控制器使航天器的中点坐标 r(t) 以合适的角度 qd = (qd0, q
⊤
dv)

⊤ 跟踪到某个

点 rd = (rds, rdy, rdz)
⊤ 且满足

lim
t→+∞

∥r(t)− rd∥ = lim
t→+∞

∥q(t)− qd∥ = 0,

lim
t→+∞

∥(w(·, t), v(·, t))⊤∥L2 = lim
t→+∞

∥(∂w∂t (·, t),
∂v
∂t (·, t))

⊤∥L2 = 0.
(29)

按照式 (2) 和 (6), 有

R(s, t) = r(t) +Φ(t)(s, w(s, t), v(s, t))⊤. (30)

定义

re(t) = r(t)− rd. (31)

按照目标姿态角度对应的单位四元数 Qd = qd0 + qd1i + qd2j + qd3k, 定义误差角对应的单位四元数 Qe = qe0 +

qe1i + qe2j + qe3k 满足

QdQe = Q. (32)

向量 qe(t) = (qe0(t), q
⊤
ev(t))

⊤ = (qe0(t), qe1(t), qe2(t), qe3(t))
⊤ 满足

qe0(t) = qd0q0(t) + q⊤
dvqv(t),

qev(t) = qd0qv(t)− q0(t)qdv − q∧
dv(t)qv.

(33)

考虑对应旋转矩阵

Φd =


1− 2(q2d2 + q2d3) 2qd1qd2 − 2qd0qd3 2qd1qd3 + 2qd0qd2

2qd1qd2 + 2qd0qd3 1− 2q2d1 − 2q2d3 2qd2qd3 − 2qd0qd1

2qd1qd3 − 2qd0qd2 2qd2qd3 + 2qd0qd1 1− 2q2d1 − 2q2d2

 . (34)

误差旋转矩阵 Φe(t) 满足

ΦdΦe(t) = Φ(t). (35)

梁上每一点和目标点差记为

Re(s, t) = re(t) +Φ(t) (s, w(s, t), v(s, t))
⊤ −Φd (s, 0, 0)

⊤
. (36)

从而有

∂Re

∂t
(s, t) = ṙe(t) +Φ(t)ϖ∧ (s, w(s, t), v(s, t))

⊤
+Φ(t)

(
0,

∂w

∂t
(s, t),

∂v

∂t
(s, t)

)⊤

. (37)
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利用式 (26) 中边界条件可得 
Re(0, t) = re(t), Ṙe(0, t) = ṙe(t),

∂Re

∂s
(0, t) = Φd(Φe(t)− I)e1.

(38)

按照式 (28),

f̂(s, t) = e1 ·
[
ρAΦ⊤(t)

∂2Re

∂t2
(s, t)−FV (s, t)

]
. (39)

利用式 (26) 和 (27) 得到

m0r̈e(t) = EI

(
∂3Re

∂s3
(0−, t)− ∂3Re

∂s3
(0+, t)

)
−Φ(t)F̂ (t) +Φ(t)F0(t),

q̇e(t) =
1

2

[
−q⊤

ev(t); qe0I3 + q∧
ev(t)

]
ϖ(t),

I0ϖ̇(t) +ϖ∧(t)I0ϖ(t) = e∧1Φ
⊤EI

(
∂2Re

∂s2
(0+, t)− ∂2Re

∂s2
(0−, t)

)
− T̂ (t) + T0(t),

ρA
∂2Re

∂t2
(s, t) +

∂2

∂s2

(
EI

∂2Re

∂s2
(s, t)

)
−Φ(t)FV (s, t) = Φ(t)e1f̂(s, t),

∂2Re

∂s2
(±L

2
, t) = EI

∂3Re

∂s3

(
±L

2
, t

)
= 0.

(40)

考虑如下能量泛函:

E(re(t), θe(t),Re(t)) =
1

2
ρA

∫ L
2

−L
2

∥∥∥∥∂Re

∂t
(s, t)

∥∥∥∥2 ds+ 1

2

∫ L
2

−L
2

∥∥∥∥EI
∂2Re

∂s2
(s, t)

∥∥∥∥2 ds
+Mq

[
(qe0(t)− 1)2 + q⊤

ev(t)qev(t)
]
+

1

2
ϖ⊤(t)I0ϖ(t) +

1

2
m0∥ṙe(t)∥2

+
1

2
M0∥re(t)∥2,

(41)

其中参数 Mq,M0 设计为正. 能量泛函关于时间的导数满足

Ė(t) =

∫ L
2

−L
2

ρA
∂Re

∂t
(s, t) · ∂

2Re

∂t2
(s, t)ds+

∫ L
2

−L
2

∂3Re

∂t∂s2
(s, t) · EI

∂2Re

∂s2
(s, t)ds

+ϖ(t) ·Mqqev(t) +ϖ(t) · (I0ϖ̇(t) +ϖ∧I0ϖ)

+ṙe(t) ·m0r̈e(t) + re(t) ·M0ṙe(t).

(42)

利用式 (40) 得到

Ė(t) =

∫ L
2

−L
2

∂Re

∂t
(s, t) · ΦFV (s, t)ds

+ϖ · {T0(t) +Mqqev(t)}+ ṙe(t) · {Φ(t)F0(t) +M0re(t)} .
(43)

3.1 控制器 I

本节将基于航天器及其柔性结构的位移和速度并按照整体能量耗散方法来设计控制器. 假设误差 re(t) 和

θe(t) 及其导数 ṙe(t) 和 θ̇e(t) 可量测并且系统在 s1 = −L
2 , s2 = L

2 处的惯性坐标系下的速度
∂Re

∂t (si, t) 可量测.

基于式 (19),

FV (s, t) =
2∑

i=1

Fiδ(s− si). (44)
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按照整体能量耗散方法, 控制器选取为
Fi(t) = −ciΦ

⊤ ∂Re

∂t
(si, t),

F0(t) = −M0Φ
⊤(t)re(t)− c0Φ

⊤(t)ṙe(t),

T0(t) = −Mqqev(t)− cqϖ(t),

(45)

其中

∂Re

∂t
(si, t) = ṙe(t) +Φ(t)ϖ∧ (si, w(si, t), v(si, t))

⊤
+Φ(t)

(
0,

∂w

∂t
(si, t),

∂v

∂t
(si, t)

)⊤

. (46)

从而得到如下定理.

定理1 令 c0, c1, c2, cq,M0,Mq > 0. 闭环系统 (40) 和 (45) 是渐近稳定的.

lim
t→+∞

∥Re(·, t)∥L2 = 0, lim
t→+∞

∥qev(t)∥ = 0, lim
t→+∞

∥re(t)∥ = 0. (47)

进一步, 在控制器 (45) 的作用下, 当时间 t → ∞ 时系统 (26) 和 (27) 满足式 (29).

证明 按照式 (43), 在控制器 (45) 的作用下,

Ė(t) = −cq∥ϖ(t)∥2 − c0∥ṙe(t)∥2 −
2∑

i=1

ci

∥∥∥∥∥∂Re

∂t
(si, t)

∥∥∥∥∥
2

. (48)

根据 LaSalle 不变原理 [35] 可以证明, 系统的所有轨线均收敛到

O1 = {(R(s, t), qev, re) | Ė(t) = 0}. (49)

当系统状态处于 O1 时, 有
∂

∂t
Re(si, t) = 0,ϖ(t) = 0, ṙe(t) = 0. 从而

∂

∂t

(
∂Re

∂s
(0, t)× ∂2Re

∂t∂s
(0, t)

)
= R̈e(0, t) = r̈e(t) = q̈v(t) = 0. (50)

从而 
0 = EI

(
∂3Re

∂s3
(0−, t)− ∂3Re

∂s3
(0+, t)

)
−Φ(t)F̂ (t)−M0re(t),

0 = Φ⊤(t)
∂Re

∂s
(0, t)∧EI

(
∂2Re

∂s2
(0+, t)− ∂2Re

∂s2
(0−, t)

)
− T̂ (t)−Mqqev(t).

(51)

令 V (s, t) =
∂Re

∂t
(s, t). 由式 (46), ϖ(t) = 0, ṙe(t) = 0 以及式 (38) 得出 Φ̇(t) = 0, 以及



e1 ·
[
EI

∂4Φ⊤V

∂s4
(s, t)

]
= 0,

e2 ·
[
ρA

∂2Φ⊤V

∂t2
(s, t) +EI

∂4Φ⊤V

∂s4
(s, t)

]
= 0,

e3 ·
[
ρA

∂2Φ⊤V

∂t2
(s, t) +EI

∂4Φ⊤V

∂s4
(s, t)

]
= 0,

∂2V

∂s2

(
±L

2
, t

)
=

∂3V

∂s3

(
±L

2
, t

)
= 0,

V (0, t) =
∂V

∂s
(0, t) = V

(
±L

2
, t

)
= 0.

(52)
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使用线性偏微分方程的变量分离法以及文献 [36] 得出 Φ⊤(t)V (s, t) = 0. 从而
∂Re

∂t
(s, t) = 0 以及

∂w

∂t
(s, t) =

∂v

∂t
(s, t) = 0. 进一步利用系统 (40) 和 (51) 可得到系统状态处于 O1 时,

0 = EI

(
∂3Re

∂s3
(0−, t)− ∂3Re

∂s3
(0+, t)

)
−M0re(t),

0 = Φ⊤(t)
∂Re

∂s
(0, t)∧EI

(
∂2Re

∂s2
(0+, t)− ∂2Re

∂s2
(0−, t)

)
−Mqqev(t),

EI
∂4Re

∂s4
(s, t) =

∂2Re

∂s2

(
±L

2
, t

)
=

∂3Re

∂s3

(
±L

2
, t

)
= 0,

Re(0, t) = re(t),
∂Re

∂s
(0, t) = 0.

(53)

按照式 (36), 直接计算可得系统状态处于 O1 时满足

Re(s, t) = 0, qev(t) = 0, re = 0. (54)

通过式 (36), (37) 以及能量泛函定义 (41), 定理 1 成立.

3.2 控制器 II

本节考虑对航天器柔性结构施加边界阻尼结构, 使得梁方程内部稳定并在刚体上设计相应的跟踪控制器.

仍然使用能量泛函 (41) 及其时间导数 (43), 则

Ė(t) =

∫ L
2

−L
2

∂Re

∂t
(s, t) ·Φ(t)FV (s, t)ds

+ϖ(t) · {T0(t) +Mqqev}+ ṙe(t) · {Φ(t)F0(t) +M0re(t)} .
(55)

注意到式 (37), 设计 Fi, i = 1, 2 满足

Fi = −ci(0, wt(si, t), vt(si, t))
⊤, (56)

其中 s1 = −L
2 , s2 = L

2 . 从而有

FV =
2∑

i=1

−ci

(
0,

∂w

∂t
(si, t),

∂v

∂t
(si, t)

)⊤

δ(s− si). (57)

方程 (26) 中边界条件变为
EIy

∂3w

∂s3

(
−L

2
, t

)
= −c1

∂w

∂t

(
−L

2
, t

)
, EIz

∂3v

∂s3

(
−L

2
, t

)
= −c1

∂v

∂t

(
−L

2
, t

)
,

−EIy
∂3w

∂s3

(
L

2
, t

)
= −c2

∂w

∂t

(
L

2
, t

)
, −EIz

∂3v

∂s3

(
L

2
, t

)
= −c2

∂v

∂t

(
L

2
, t

)
.

(58)

进一步,

Ė(t) = −ci

2∑
i=1

∥∥∥∥∥
(
∂w

∂t
(si, t),

∂v

∂t
(si, t)

)⊤
∥∥∥∥∥
2

+ϖ ·

{
T0(t) +Mqqev(t)

−
2∑

i=1

ci

(
w(si, t)

∂v

∂t
(si, t)−

∂w

∂t
(si, t)v(si, t),−si

∂v

∂t
(si, t), si

∂w

∂t
(si, t)

)⊤
}

+ṙe(t) ·

{
Φ(t)F0(t) +M0re(t)−

2∑
i=1

ciΦ(t)

(
0,

∂w

∂t
(si, t),

∂v

∂t
(si, t)

)⊤
}
.

(59)
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基于能量耗散方法, 选取控制

Fi = −ci

(
0,

∂w

∂t
(si, t),

∂v

∂t
(si, t)

)⊤

,

F0(t) = −M0Φ(t)⊤re(t)− c0Φ(t)⊤ṙe(t) +
2∑

i=1

ci(0,
∂w

∂t
(si, t),

∂v

∂t
(si, t))

⊤,

T0(t) = −Mqqev(t)− cqϖ(t)−
2∑

i=1

ci


w(si, t)

∂v
∂t (si, t)−

∂w
∂t (si, t)v(si, t)

−si
∂v
∂t (si, t)

si
∂w
∂t (si, t)

 .

(60)

定理2 令 c0, c1, c2, cq,M0,Mq > 0. 在控制器 (60) 的作用下, 当 t → ∞ 时系统 (26) 满足式 (29).

证明 在控制器 (60) 的作用下,

Ė(t) 6 −cq∥ϖ∥2(t)− c0∥ṙe(t)∥2 −
2∑

i=1

ci

∥∥∥∥∥
(
∂w

∂t
(si, t),

∂v

∂t
(si, t)

)⊤
∥∥∥∥∥
2

. (61)

定义在控制器 (60) 的作用下,

O2 = {(w(s, t), v(s, t), qe, re) | Ė(t) = 0}. (62)

类似于定理 1 的证明, 我们只需要证明系统 (26) 状态处于 O2 时满足 (29). 当系统状态处于 O2 时, 有
∂w
∂t (±

L
2 , t) =

∂v
∂t (±

L
2 , t) = 0,ϖ = q̇e(t) = 0, ṙe(t) = 0. 由 ϖ(t) = 0, ṙe(t) = 0 可得

ρA

∂2w
∂t2

∂2v
∂t2

+
∂2

∂s2

EIy 0

0 EIz

 ∂2

∂s2

w

v

 = 0,

EIy
∂3w

∂s3

(
±L

2
, t

)
= EIz

∂3v

∂s3

(
±L

2
, t

)
= 0,

∂2w

∂s2

(
±L

2
, t

)
=

∂2v

∂s2

(
±L

2
, t

)
= 0,

∂w

∂s
(0, t) = w(0, t) =

∂v

∂s
(0, t) = v(0, t) = 0,

∂w

∂t

(
±L

2
, t

)
=

∂v

∂t

(
±L

2
, t

)
= 0.

(63)

接下来,使用线性偏微分方程的变量分离法得出对于任意 t, w(s, t) = v(s, t) = 0.从而有 qev = 0, re(t) = 0. 我们

以 w 系统为例, v 系统可进行类似处理. 考虑 w(s, t) = Ψ(s)Λ(t). 由方程 (63) 得出

ρAΨ(s)Λ̈(t) + EIyΨ
(4)(s)Λ(t) = 0,

EIyΨ
(3)

(
±L

2

)
= Ψ(2)

(
±L

2

)
= 0,

Ψ(1)(0) = Ψ(0) = 0, Ψ

(
±L

2

)
Λ̇(t) = 0.

(64)

若 Λ(t) = 0,则 w(s, t) ≡ 0. 考虑 Λ(t) ̸= 0情形, (1)若 Λ̇(t) ≡ 0,则 Λ(t)恒为非零常数,并由式 (64)得 Ψ(4)(s) ≡ 0.

按照边界条件我们得到 Ψ ≡ 0, 从而 w(s, t) ≡ 0. (2) 若 Λ̇(t) ̸= 0, 有 EIyΨ
(4)(s) = −cρAΨ(s), Λ̈(t) = cΛ(t), c 为

非零常数. 以区间 (0, L
2 ) 为例, 证明 Ψ ≡ 0. 首先声称 Ψ(s) 在 (0, L

2 ) 上至少有一个零点. 由 Ψ(0) = Ψ(±L
2 ) = 0

和 Rolle 定理得出存在 ξ1 ∈ (0, L
2 ), Ψ(ξ1) = 0. 结合 Ψ(1)(0) = 0 得到, 存在 ξ2 ∈ (0, ξ1) 使得 Ψ(2)(ξ2) = 0. 再

结合 Ψ(2)(L2 ) = 0 得到, 存在 ξ3 ∈ (ξ2,
L
2 ) 使得 Ψ(3)(ξ3) = 0. 继续结合 Ψ(3)(L2 ) = 0 得到, 存在 ξ4 ∈ (ξ3,

L
2 )

使得 Ψ(4)(ξ4) = 0. 从而 Ψ(ξ4) = 0. 接下来展示若 Ψ(s) 在 (0, L
2 ) 上至少有 n 个零点, 则 Ψ(s) 在 (0, L

2 ) 上
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图 4 (网络版彩图) 控制器 I (45) 作用下航天器柔性梁部分的状态. (a) y 轴方向形变 w(s, t); (b) z 轴方向形变 v(s, t).

Figure 4 (Color online) The state of the flexible beam part under the controller I (45). (a) Deformation in the y axis direction w(s, t);

(b) Deformation in the z axis direction v(s, t).

均有 n + 1 个零点. 假设 0 < ξ1 < ξ2 < · · · < ξn < 1,Ψ(ξj) = 0, j = 1, 2, · · · , n. 由于 Ψ(0) = Ψ(L2 ) = 0, 存

在 ηj , j = 1, 2, · · · , n + 1, 0 < η1 < ξ1 < η2 < ξ2 < · · · < ηn−1 < ξn < ηn+1 < L
2 使得 Ψ(1)(ηj) = 0. 从而结

合 Ψ(1)(0) = 0 得到, 存在 ζj ∈ (0, L
2 ), j = 1, 2, · · · , n + 1 使得 Ψ(2)(ζj) = 0. 再结合 Ψ(2)(L2 ) = 0 得到, 存在

γj ∈ (0, L
2 ), j = 1, 2, · · · , n+ 1 使得 Ψ(3)(γj) = 0. 结合 Ψ(3)(L2 ) = 0 得到, 存在 βj ∈ (0, L

2 ), j = 1, 2, · · · , n+ 1 使

得 Ψ(4)(βj) = 0. 从而有 n + 1 个点 {βj} 满足 Ψ(βj) = 0. 按照数学归纳法, Ψ 在 (0, L
2 ) 上有无穷多个零点. 令

s0 ∈ [0, L
2 ] 是零点的一个聚点. 显然有 Ψ(j)(s0) = 0, j = 0, 1, 2, 3, 4. 按照常微分方程解的唯一性, 在区间 [0, L

2 ]

上, Ψ ≡ 0. 从而通过式 (36), (37) 以及 (41), 我们有

lim
t→+∞

∥∥∥(w(·, t), v(·, t))⊤∥∥∥
L2

= lim
t→+∞

∥∥∥∥∥
(
∂w

∂t
(·, t), ∂v

∂t
(·, t)

)⊤
∥∥∥∥∥
L2

= 0. (65)

4 数值仿真

本节分别对在控制器 (45) 和 (60) 作用下的系统 (26) 的状态进行仿真以验证理论结果. 我们假设 EIy =

EIz = ρA = m0 = 1, I0 = diag{1, 1, 1} 以及 L = 2. 设置位移误差为 re = [3, 2, 1]⊤. 旋转向量和误差角度

设为 a = [−0.2672612, 0.8017837,−0.5345225], ϑ = 160, 则 qe = [0.173648, 0.263201, 0.789603, 0.526402]. 设定

qd = [1, 0, 0, 0]⊤. 控制器参数选取为 c1 = c2 = 1, c0 = cq = 20,M0 = Mq = 100. 图 4 和 5 给出了控制器 (45) 作

用下系统 (26) 的状态. 图 6 和 7 给出了控制器 (60) 作用下系统 (26) 的状态. 从这些模拟中, 可以直观地看到

所有状态都是一致有界的, 角度和位置均可跟踪到参考信号, 从而验证了理论结果.

由旋转矩阵 Φ 的定义, Φ⊤Re(s, t),Φ
⊤ ∂Re

∂t (s, t) 是航天器 s 位置处距离目标点量测误差及其导数在本体坐

标系中向量坐标. 控制器 I 基于航天器中间和两侧位置均可利用自身量测距离目标点误差及其导数进行控制器

设计.控制器 II航天器两侧控制被设计为基于振动速度的反馈,例如可利用施加边界阻尼等方法施加,在航天器

中心控制则利用量测距离目标点误差、导数以及补偿两侧反馈带来的影响实现跟踪控制. 令

EB(t) =
1

2

∫ L
2

−L
2

ρA

∥∥∥∥∂u∂t (s, t)
∥∥∥∥2 ds+ 1

2

∫ L
2

−L
2

∥∥∥∥EI
∂2u

∂s2
(s, t)

∥∥∥∥2 ds, (66)

Eq(t) = Mq

[
(qe0(t)− 1)2 + q⊤

ev(t)qev(t)
]
+

1

2
ϖ⊤(t)I0ϖ(t), (67)

Er(t) =
1

2
m0∥ṙe(t)∥2 +

1

2
M0∥re(t)∥2. (68)

系统分别在控制器 I和控制器 II作用下, (lnEq, lnRr)随时间的变化如图 8所示. 可以看到控制器 I较控制器 II

的作用下 (Eq, Er)衰减速率更快, 表明系统在控制器 I作用下比控制器 II作用下角度和位置能够较快跟踪到参
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图 5 (网络版彩图) 控制器 I (45) 作用下航天器位移和姿态跟踪误差. (a) 位移差 re; (b) 姿态四元数 qe.

Figure 5 (Color online) The displacement and attitude tracking errors of the spacecraft under the controller I (45). (a) Displacement

error re; (b) attitude quaternion qe.

图 6 (网络版彩图) 控制器 II (60) 作用下航天器柔性梁部分的状态. (a) y 轴方向形变 w(s, t); (b) z 轴方向形变 v(s, t).

Figure 6 (Color online) The state of the flexible beam part under the controller II (60). (a) Deformation in the y axis direction
w(s, t); (b) deformation in the z axis direction v(s, t).

图 7 (网络版彩图) 控制器 II (60) 作用下航天器位移和姿态跟踪误差. (a) 位移差 re; (b) 姿态四元数 qe.

Figure 7 (Color online) The displacement and attitude tracking errors of the spacecraft under the controller II (60). (a) Displacement
error re; (b) attitude quaternion qe.
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图 8 (网络版彩图) 控制器作用下系统能量 (lnEr, lnEq). (a) 控制器 I; (b) 控制器 II.

Figure 8 (Color online) The energy (lnEr, lnEq) of controlled system. (a) Controller I; (b) controller II.

图 9 (网络版彩图) 控制器 I (蓝) 与控制器 II (红) 下的系统总能量和振动能量函数. (a) EB(t); (b) lnE(t).

Figure 9 (Color online) Total energy and vibration energy functions of the system under the controllers I (blue) and II (red).
(a) EB(t); (b) lnE(t).

考信号, 也即通过两侧及中心协同实现跟踪控制可以较快跟踪到参考信号. 系统分别在控制器 I 和控制器 II 作

用下, 附件振动的能量 EB 及整体能量 E(t) 如图 9 所示. 从图 9(a)、图 4 以及图 6 的纵轴数据可知, 相比较控

制器 I, 控制器 II 作用下, 即通过两侧控制抑制振动并在中间施加补偿控制时, 航天器附件振动能量最大值与形

变幅度均相对较小. 图 9(b) 表明在当前相同的参数下, 相较于控制器 II 作用的系统, 控制器 I 作用的系统能量

衰减速率更快.

5 总结

本研究针对空间柔性航天器的刚柔耦合动力学控制问题, 建立了三维空间内刚体平移 – 旋转运动与柔性结

构形变耦合的分布参数系统模型. 基于能量耗散原理与解耦方法提出了两种双目标跟踪控制策略: 两端 – 中心

协同跟踪控制 (I) 和边界抑振 – 中心补偿跟踪控制策略 (II). 定理 1 和 2 分别证明了提出的控制率能够实现系

统位移与姿态角的渐近跟踪. 数值仿真验证了控制方案的有效性. 仿真结果表明两端 – 中心协同跟踪控制可以

更快实现跟踪, 而边界抑振 – 中心补偿跟踪控制策略下附件振动能量最大值与形变幅度均相对较小.

值得指出的是, 本研究柔性附件不可伸展, 无外部环境等不确定因素干扰的基本假设, 后续研究将沿着两个

重要方向深入拓展. 通过构建时变域耦合分布参数系统模型, 研究带可展开柔性机构航天器的运动控制与振动
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抑制.针对深空环境的时变特性与多任务需求,需进一步研究具有时变外部扰动、时变参考轨迹及执行器故障等

不确定情形下柔性航天器的振动抑制和跟踪控制.
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Abstract This article considers the tracking control problem of dynamic systems coupled with the overall motion of

spacecraft and the elastic vibration of flexible structures in three-dimensional space. Based on the spacecraft configuration

of a central rigid body and a flexible beam with two ends, a coupled PDE-ODE system model including the coupling

effects of translation, rotation, and elastic vibration is established by Hamilton’s principle. Using the energy dissipation

method, we design an end-center cooperative tracking controller and a boundary vibration suppression-center compensation

tracking controller, respectively, to realize the tracking of spacecraft attitude angle and position, and prove the stability of

the corresponding closed-loop system by Lyapunov functional. Numerical simulations have confirmed the effectiveness of the

proposed controllers.
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