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摘要 针对非严格反馈结构下的柔性关节机器人系统, 本文提出了一种基于强化学习的简化模糊优

化跟踪控制算法, 柔性关节机器人通过非严格反馈形式的四阶动态系统来描述, 采用模糊逻辑系统逼

近未知函数, 并建立一个辅助自适应系统处理输入饱和问题. 基于 actor-critic 的简化强化学习算法设

计模糊最优跟踪控制器. 此外,采用非负函数的负梯度下降法,而非贝尔曼 (Bellman)残差误差平方法

实现优化. 通过 Lyapunov 稳定性分析, 确保整个系统的半全局一致最终有界性. 仿真算法说明了基

于强化学习的模糊跟踪控制策略的有效性.
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器人系统

1 引言

近年来, 实际工业过程中的机器人跟踪轨迹控制问题得到了广泛的关注, 尤其是对于柔性关节机

器人系统 (flexible joint robot systems, FJRS) [1∼6], 与刚性关节机器人系统相比, 它由于轴承变形、谐

波驱动、轴卷绕等因素而具有关节柔性的高性能. 因此, FJRS 的建模和自适应鲁棒稳定性跟踪控制

设计更为困难且极其复杂 [7∼13]. 目前基于这类系统的控制问题主要集中于指令滤波反步顺应执行控

制 [3, 4]、电机驱动的模糊或神经网络全状态约束控制 [4∼9] 以及运动规划协同控制问题. 基于事件触发

机制的 PID 模糊控制在有限时间内的控制问题也推广到 FJRS 中 [10∼12].

同时, 输入饱和 (input saturation, IS) [13] 作为实际控制系统中的一种重要的不确定性输入, 会影

响系统性能 [13∼17], 当 FJRS 系统受到 IS 的影响时, 如何补偿未知 IS 带来的影响意义重大. 针对带

有扰动的自由飞行 FJRS 系统 [14∼17] 分别实现了自适应神经网络混合阻抗控制、神经网络动态面控

制 [16], 以及基于事件触发机制的网络化神经网络控制.上述针对具有输入饱和 FJRS的研究大都基于
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模糊逻辑系统或神经网络逼近的反推 (backstepping) 技术取得了很多成果, 而反推技术在迭代过程中

需要对虚拟控制器进行反复求导数而引起计算膨胀问题, 且大多没有考虑优化控制技术. 这是我们的

研究动机之一.

最优控制理论由 Bellman 和 Pontryagin 在文献 [18, 19] 中首次提出, 不仅可以降低能源消耗还可

以最小化成本函数 [20∼23], 其主要通过求解 HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman)方程 [20] 来实现目标最优,

由于 HJB 方程具有高度非线性, 这使得问题变得极具挑战性. 文献 [21] 提出了一种新型的基于强化

学习 (reinforcement learning, RL)的多智能体系统控制方法以实现最优控制,文献 [22,23]基于识别器

的 actor-critic 优化控制策略应用于非线性仿射系统. Wen 等 [24] 将基于识别的 actor-critic 执行器的

RL 优化反推 (optimized backstepping, OB) 技术应用于严格反馈的非仿射系统中. 随后这种优化控制

策略被推广到更实际的水面舰艇系统 [25]、无人航空器系统 [26], 并对未知动态系统的简化 OB 跟踪控

制技术进行了改进 [27∼32]. 文献 [33,34]实现了非严格反馈结构离散系统的 RL-OB神经网络控制以及

深度神经网络 OB控制.现有成果大多数未考虑柔性关节机器人系统,且大多数基于 FJRSs将其建模

为严格反馈系统 [5∼17], 同时也未考虑基于 actor-critic 的强化学习控制机制. 这是我们研究动机之二.

本文重点研究将一类简化的基于模糊强化学习的 actor-critic 控制方法推广到一类具有不确定饱

和输入的 FJRSs 非严格反馈结构系统, 其中模糊逻辑系统 (fuzzy logic systems, FLSs) 用于逼近不确

定性未知函数, 通过自适应辅助系统处理不确定饱和输入, 基于模糊识别器的 actor-critic 结构实现优

化控制. 与相关文献 [24∼29] 相比, 本文所考虑的非仿射形式下的非严格反馈结构系统更具有一般性,

也更符合实际系统,现有的严格反馈系统和纯反馈系统的自适应反推控制方案不能直接应用于非严格

反馈系统, 同时采用基于强化学习策略的负的正定函数的梯度下降法更新自适应律到最优控制器.

2 系统描述

2.1 问题引入

考虑一个具有 n 个连杆的 FJRS 系统, 其执行器的动态模型由欧拉 – 拉格朗日 (Euler-Lagrange)

方程 [14∼17] 描述, 如下:
N(p1)p̈1 +D(p1, ṗ1)ṗ1 +G(p1, p2) + F (p1, ṗ1)

= K(p2 − p1) + σ1(p1, p2, ṗ1, ṗ2),

Jp̈2 +Bṗ2 +K(p2 − p1) = u(ξ(t)) + σ2(p1, p2, ṗ1, ṗ2),

(1)

其中 p1, ṗ1, p̈1 ∈ Rp 分别表示连杆位置、速度和加速度, N(p1) ∈ Rn×n 是一个非对称的正定矩阵, 表

示连杆惯性矩, F (p1, ṗ1) ∈ Rn, G(p1, p2) ∈ Rn, D(p1, ṗ1) ∈ Rn×n 分别为摩擦项、重力向量和科里

奥利 (Coriolis) – 向心力. p2, ṗ2, p̈2 ∈ Rn 分别为转子的角位置、角速度和角加速度向量, K ∈ Rn×n

表示恒定的柔性关节矩阵, J ∈ Rn×n 是执行器的惯性矩阵, B ∈ Rn×n 是执行器阻尼项的自然矩阵.

σ1, σ2 ∈ Rn ×Rn 表示电机运行中的外部干扰. u(ξ(t)) ∈ Rn 表示具有输入饱和的扭矩输入. ξ(t) ∈ Rn

代表系统输入, u(·) 表示输入饱和, 表示为

u(ξ(t)) = sat(ξ(t)) =

sign(ξ)µm, |ξ| > µm,

ξ, |ξ| < µm,
(2)

其中 um 表示 u(ξ(t))的界. 当 |ξ(t)| = um 时表示一个奇点且满足 ξūµ
= ūµξ+(1− ūµ)η0,选取 η0 = 0,

则上述公式可以重新描述为 ū(ξ) = ūµξ. 因此, 输入饱和函数可以表示为 u(ξ(t)) = ūµξ + η(ξ). 由于

ū(ξ) 是非增函数, 则存在两个正的常数 ū0 和 ū1 满足 0 < ū0 6 ūµ 6 ū1. 因此, ūµ 是有界的, 用于调
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节输入饱和. 假定函数 D(p1, ṗ1), G(p1, p2), F (p1, ṗ1), σ1(p1, p2, ṗ1, ṗ2), σ2(p1, p2, ṗ1, ṗ2) 是未知函数且至

少满足局部 Lipschitz 条件.

注释 1. 在文献 [4∼9] 中, FJRS 系统考虑了具有外部干扰的控制器设计问题, 其外部干扰函数

σ1, σ2 仅是未知有界常数, 此时 FJRS 系统可以被视为严格反馈结构系统. 本文考虑的外部干扰函数

是 p1, p2, ṗ1, ṗ2 未知函数且该系统可以被建模为更一般的非严格反馈非线性系统. 因为非严格反馈系

统更具有一般性也更加符合实际系统,非严格反馈系统结构可用于描述许多实际系统,如调谐振荡器、

生化过程、机械系统、飞机视觉控制系统、质量和弹簧抑制系统、缓冲器、电气机械系统等, 因此控制

非严格反馈非线性系统是一个非常具有挑战性的问题.

为了方便起见, 规定 χ1 = p1, χ2 = ṗ1, χ3 = p2, χ4 = ṗ2. 系统 (1) 重新表述为

χ̇1 = χ2,

χ̇2 = ϕ(χ1, χ2)χ3 + ψ(χ1, χ2, χ3, χ4),

χ̇3 = χ4,

χ̇4 = J−1u(ξ(t)) + ψu(χ1, χ2, χ3, χ4),

(3)

其中 ϕ(χ1, χ2) = −N−1(χ1)D(χ1, χ2), ψ(χ1, χ2, χ3, χ4) = N−1(χ1)[K(χ3 − χ1)−G(χ1, χ3) −F (χ1, χ2)

+σ1(χ1, χ2, χ3, χ4)], ψu(χ1, χ2, χ3, χ4) = J−1[σ2(χ1, χ2, χ3, χ4)−Bχ4 −K(χ3 − χ1)].

假设1 假定连续控制增益函数 ϕ2(χ1, χ2)是有界的,且存在常数 ϕ̄, ϕ,使其满足 ϕ 6 ϕ(χ1, χ2) 6 ϕ̄.

控制目标: 针对 n 连杆柔性关节机器人系统 (1) 设计最优控制器, 使得目标成本函数最优, 系

统输出可以很好地跟踪给定的参考信号 yd, 同时确保系统所有信号满足半全局一致最终有界稳定性

(semi-globally uniformly ultimately bounded, SGUUB).

2.2 模糊逻辑系统

假定未知光滑函数 f(χ)定义在紧集 Ω上,可以采用 FLSs βTω(χ)对其进行逼近.模糊规则为 Rl,

l = 1, 2, . . . , q: 如果 χ1(t) 是 Al1 且如果 χ2(t) 是 Al2 且 · · · 且如果 χm(t) 是 Aln,则 y 是 Bl, 其中 Ali

和 Bl 为模糊隶属函数. FLSs 表述为

y(χ) =

∑q
l=1 ȳ

l(
∏n
i=1 µAl

i
(χi))∑q

l=1

∏n
i=1 µAl

i
(χi)

.

规定 ΘT = [ȳ1, ȳ2, . . . , ȳp]
T, ω(χ) = [ω1, ω2, . . . , ωp]T, ωl(χ) =

∏n
i=1 µFl

i∑p
l=1

∏n
i=1 µFl

i
(χi)

是模糊基函数, 则 FLSs

可以描述为 y(χ) = ΘTω(χ).

引理1 ([35]) 对于任意常数 ε > 0, 以及任意定义在紧集 Ωf 上的连续函数 f(χ), 存在 FLSs 使得

sup
χ∈Ω

|(f(χ)−ΘTω(χ))| 6 ε.

2.3 最优化控制理论

考虑不确定非线性系统: q̇(τ) = f(q(τ))+g(q(τ))u(q(τ)),这里 q(τ) ∈ Rn为系统状态, u(q(τ)) ∈ Rm

为系统输入, f(q(τ)) ∈ Rn, g(q(τ)) ∈ Rn×m 满足 f(0) = 0, g(0) = 0, 为非线性函数 [27]. 性能指标函

数 [24,25] 定义如下:

J(q(0)) =

∫ ∞

0

r(q(τ), u(q(τ)))dτ,

其中 r(q(τ), u(q(τ))) = q(τ)TQq(τ) + uTPu ∈ R 为成本函数, Q = QT ∈ Rn ×Rn 和 P ∈ Rm ×Rm 为

正定矩阵. 则称定义在紧集 Ωq 上的控制函数 u(q(τ)) 是可达的, 满足 u(0) = 0 且 uq ∈ Ωq. 则规定 u∗
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为式 (6) 最优控制器. HJB 函数为

H(q, u∗, J∗) = q(t)TQq(t) + u∗TPu∗ +
dJ∗(q)

dqT
(f(q) + g(q)u∗(q)) = 0.

注释 2. 如果 u∗ 作为最优控制器, 求解 HJB 方程 ∂H(q, u∗, J∗)/∂u∗ = 0, 解得 u∗ = − 1
2P

−1gT(q)

×dJ∗(q)

dq . 由于 dJ∗(q)/dq 是未知且不可用的, 最优控制器 u∗ 是不可行的. 因此, 若将 u∗ 带入 HJB 方

程求解,可以得到 H(q, u∗, J∗) = q(t)TQq(t)+ dJ∗(q)
dqT

(f(q)+ g(q)u∗(q)) = 0.然而由于 HJB方程具有高

度复杂性和非线性, 求解 HJB 方程不切实际, 可以采用基于神经网络的强化学习实现智能识别控制,

本文采用基于模糊强化学习的智能控制识别 actor-critic 策略来解决这个问题, 以克服求解 HJB 方程

的困难.

3 模糊自适应 OB 控制设计过程与分析

本节基于强化学习的 actor-critic 策略实现 n 连杆 FJRS 系统的模糊自适应优化控制方案, 首先

定义系统的坐标变换为 z1(t) = χ1(t)− yd(t),

zi(t) = χi(t)− αi−1(t), i = 2, 3, 4,
(4)

其中 zi(t) 表示跟踪误差向量.

步骤 1. 针对第一个跟踪误差 z1(t) = χ1(t)− yd(t), 并对其进行求导, 得到 ż1(t) = χ̇1(t)− ẏd(t) =

χ2(t)− ẏd(t), 其中 α1 为虚拟控制器, α∗
1 是最优虚拟控制器, 性能指标函数被重新定义为

J∗
1 (z1) = min

α1∈ψ(Ω)

(∫ ∞

0

r1(z1(τ), α1(χ(τ)))

)
dτ

=

∫ ∞

t

r1(z1(τ), α
∗
1(χ(τ)))dτ,

(5)

其中 Ω表示紧集,定义局部成本函数如 r1(z1(τ), α1(χ(τ))) = z1(τ)
2 +α1(χ(τ))

∗2,同时把 χ2 看作最优

控制器 α∗
1. 结合式 (5), HJB 方程可以被描述为

H1

(
z1(t), α

∗
1,

dJ∗
1

dz1

)
= z21 + α∗2

1 +
dJ∗

1

dz1
× (α∗

1 − ẏr) = 0.

则最优控制器 α∗
1 通过求解方程 ∂H1/∂α

∗
1 = 0 可以得到, α∗

1(z1) = −β1z1(t)− 1/2J0
1 (χ1, z1). 为了得

到最优控制器, 规定 dJ∗
1 (z1)/dz1 = 2β1z1(t) + J0

1 (χ1, z1), 其中 β1 为设计参数, J0
1 (χ1, z1) = −2β1 ×

z1(t) +
dJ∗

1

d(z1)
为光滑连续函数. 由于 J0

1 (χ1, z1) 是未知的, 采用 FLSs 对其在紧集 Ω 上进行建模,

J0
1 (χ1, z1) = Θ∗T

J1ωJ1(χ1, z1) + εJ1(χ1, z1),

其中 Θ∗T
J1 ∈ Rq1 表示模糊逻辑系统的最优权重向量, ωJ1(χ1, z1) 表示模糊基向量函数, εJ1 (χ1, z1) 为

有界逼近误差且满足 εJ1(χ1, z1) 6 ε̄J1.由于模糊逻辑系统的最优权重向量是未知的, 最优虚拟控制器

α∗
1 不能直接获得, 需采用 FLSs 的万能逼近性, 通过构建 actor-critic 模糊执行强化学习识别策略实现

最优控制,

dĴ∗
1 (z1)/dz1 = 2β1z1(t) + 2Θ̂T

c1(t)ωJ1(χ1, z1), (6)

α̂∗
1(z1) = −β1z1(t) + 1/2Θ̂T

a1(t)ωJ1(χ1, z1), (7)

其中 dĴ∗
1 (z1)/dz1 ∈ R 用来估计 dJ∗

1 (z1)/dz1, Θ̂
T
c1 ∈ Rn1 且 Θ̂T

a1 ∈ Rn2 表示系统的模糊 actor-critic 参

数向量. 基于模糊逻辑系统 actor-critic 的训练自适应律设计如下:

˙̂
Θc1 = −γc1ωJ1(χ1(τ), z1(t))ω

T
J1(χ1(τ), z1(t))Θ̂c1(t), (8)
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˙̂
Θa1 = −ωJ1(χ1(τ), z1(t))ω

T
J1(χ1(τ), z1(t))× (γa1(Θ̂a1(t)− Θ̂c1(t)) + γc1Θ̂c1(t)), (9)

其中 γa1 > 0, γc1 > 0 为 actor-critic 设计常数, 且 β3 > 3, γa1 >
1
2 , γa1 > γc1 >

γa1

2 .

定义 Bellman 残差 [27] e1(t), 形如 e1(t) = H1(z1, α̂
∗
1,dĴ

∗
1 /dz1) −H1(z1, α

∗
1,dJ

∗
1 /dz1) = H1(z1, α̂

∗
1,

dĴ∗
1 /dz1), 则最优解 α∗

1(z1) 满足 e1(t) = H1(z1, α̂
∗
1,dĴ

∗
1 /dz1) → 0 且 ∂H1(z1,α̂

∗
1 ,dĴ

∗
1 /dz1)

∂Θ̂a1
= 1

2ω
T
J1ω

T
J1 ×

(Θ̂a1 − Θ̂c1(t)). 同时定义如下的非负函数:

ρ1(t) = (Θ̂a1(t)− Θ̂c1(t))
T(Θ̂a1(t)− Θ̂c1(t)),

显然有 ρ1(t) = 0 成立, 通过适当调整自适应参数, 可以确保 ρ1(t) → 0 成立.

注释 3. 上述方程意味着在满足自适应律 (8) 和 (9) 时, ρ1(t) → 0 在最优性能下是允许的.

定义第一个 z1- 子系统的 Lyapunov 能量函数如下:

V1(t) =
1

2
z21(t) +

1

2
Θ̃T
a1(t)Θ̃a1(t) +

1

2
Θ̃T
c1(t)Θ̃c1(t), (10)

其中 Θ̃c1(t) = Θ̂c1(t)−Θ∗
J 为基于模糊逻辑系统的自适应评判器, Θ̃a1(t) = Θ̂a1(t)−Θ∗

J 表示基于 FLSs

的自适应执行器. 则对 Lyapunov 函数 V1(t) 进行求导, 可以得到

V̇1 = z1(z2 + α̂∗
1 − ẏr) + Θ̃T

a1ωJ1 × ωT
J1[γa1(Θ̂a1 − Θ̂c1) + γc1Θ̂c1]− γc1Θ̃

T
c1ωJ1ω

T
J1Θ̂c1. (11)

结合 Young’s 不等式, 可以得到 z2z1 6 1
2z

2
1 + 1

2z
2
2 , z1εJ1 6 1

2z
2
1 + 1

2ε
2
J1, −z1ẏr 6 1

2z
2
1 + 1

2 ẏ
2
r ,

− 1

2
z1Θ̂

T
a1ωJ1 6 1

4
z21 +

1

4
Θ̂T
a1ωJ1ω

T
J1Θ̂a1, (12)

Θ̃T
a1ωJ1ω

T
J1Θ̂a1 6 1

2
Θ̃T
a1ωJ1ω

T
J1Θ̃a1 +

1

2
Θ̂T
a1ωJ1ω

T
J1Θ̂a1 −

1

2
(Θ∗T

J1ωJ1)
2, (13)

Θ̃T
c1ωJ1ω

T
J1Θ̂c1 6 1

2
Θ̃T
c1ωJ1ω

T
J1Θ̃c1 +

1

2
Θ̂T
c1ωJ1ω

T
J1Θ̂c1 −

1

2
(Θ∗T

J1ωJ1)
2, (14)

(γc1 − γa1)Θ̃
T
a1ωJ1ω

T
J1Θ̂c1 6 γc1 − γa1

2
(Θ̃T

a1ωJ1ω
T
J1Θ̃a1 + Θ̂T

c1ωJ1ω
T
J1Θ̂c1). (15)

通过选取恰当的设计参数可以提高系统性能, 其中 β > 7
4 , γa1 >

1
2 , γa1 > γc1 >

γa1

2 , 确保自适应律为

正的. 同时结合式 (13)∼(15), γa1 > γc1 是满足 Lyapunov 不等式 (16) 成立的基本条件,

V̇1 6 −
(
β1 −

7

4

)
z21 +

1

2
z22 +D1 −

γc1
2

Θ̃T
c1ωJ1ω

T
J1Θ̃c1 −

γc1
2

Θ̃T
a1ωJ1ω

T
J1Θ̃a1, (16)

其中 D1(t) =
1
2ε

2
J1 +

1
2 ẏ

2
r +

1
2z

2
2 , 由于

1
2ε

2
J1,

1
2 ẏ

2
r ,

1
2z

2
2 的有界性, 存在一个常数 d1 满足 D1(t) 6 d1. 规

定 λmin
ωJ1
为 ωJ1ω

T
J1 的最小特征值, 得到下列不等式成立:

− Θ̃T
c1ωJ1ω

T
J1Θ̃c1 6 −λmin

ωJ1
Θ̃T
c1Θ̃c1, (17)

− Θ̃T
a1ωJ1ω

T
J1Θ̃a1 6 −λmin

ωJ1
Θ̃T
a1Θ̃a1; (18)

规定 c1 = min{β1 − 7
4 , γc1λ

min
ωJ1

}, 可以推出下列不等式成立:

V̇1 6 −c1V1 + d1 +
1

2
z22 . (19)

步骤 2. 定义第二个跟踪误差如下 z2 = χ2(t)− α̂∗
1(t), α1, α

∗
1 分别为虚拟控制器和最优控制器. 对

其求导得 ż2(t) = χ̇2 − ˙̂α∗
1 = ϕ(χ1, χ2)χ2 + ψ(χ1, χ2, χ3, χ4)− ˙̂α∗

1, 这个子系统的最优性能指标函数可以

设计为

J∗
2 (z2) = min

α2∈ψ(Ω)

(∫ ∞

0

r2(z2(s), α2(z1, z2))

)
ds

=

∫ ∞

t

r2(z2(s), α
∗
2(z1, z2))ds,

(20)
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其中 r2(z2(s), α2(z1, z2)) = z22 + α2(z1, z2)
2 表示成本函数. 规定 χ3(t) 为最优虚拟控制器 α∗

2, HJB 方

程可以重新描述为

H2

(
z2, α

∗
2,

dJ∗
2

dz2

)
= z22 + α∗T

2 + dJ∗
2 /dz2 × (ϕ(χ̄2)α

∗
2 + ψ(χ̄4)− ˙̂α∗

1) = 0.

求解方程 ∂H2(z2, α
∗
2,

dJ∗
2

dz2
)/∂α∗

2 = 0,得到最优控制器为 α∗
2 = ϕ̄(−β2z2(t)−ψ(χ̄4)− (1/2)J0

2 (χ̄4, z2)).分

解梯度项 dJ∗
2 (z2)/dz2, 得到 dJ∗

2 (z2)/dz2 = 2β2z2(t) + 2ψ(χ̄4) + J0
2 (χ̄4, z2), 这里 β2 > 0 为设计参数,

且梯度项表示为 J0
2 (χ̄4, z2) = −2β2z2(t) − 2ψ(χ̄4) +

dJ∗
2 (z2)
dz2

. 由于未知函数 ψ(χ̄4) 和梯度项 J0
2 (χ̄4, z2)

是不可用的, 基于 FLSs 的逼近特性进行补偿,

ψ(χ̄4) = Θ∗T
ψ ωψ(χ̄4) + εψ(χ̄4), (21)

J0
2 (χ̄4, z2) = Θ∗T

J2SJ2(χ̄4, z2) + εJ2(χ̄4, z2), (22)

其中 Θ∗T
ψ ∈ Rp2 , Θ∗T

J2 ∈ Rq2 表示模糊最优逼近向量, ωψ(χ̄4) ∈ Rpi , ωJ2(χ̄4, z2) ∈ Rqi 为模糊基函数且

εψ(χ̄4) ∈ R, εJ2(χ̄4, z2) ∈ R 表示模糊逼近误差. 由于梯度项是未知的, 采用 FLSs 对其进行建模,

dJ∗
2 (z2)

dz2
= 2β2z2 + 2Θ∗T

ψ ωψ(χ̄4) + Θ∗T
J2ωJ2(χ̄4, z2) + ε2,

α∗
2 = ϕ̄

(
−β2z2 −Θ∗T

ψ Sψ(χ̄4)−
1

2
Θ∗T
J2ωJ2(χ̄4, z2)−

1

2
ε2

)
,

其中逼近误差为 ε2 = 2εψ(χ̄4)+ 2εJ2. 由于最优权重 Θ∗T
ψ 和 Θ∗T

J2 都是逼近常数向量,不可以直接用于

逼近函数, 也就是说最优控制器是不可用的. 因此规定 Θ̂∗T
ψ 为 Θ∗T

ψ 的逼近器且
dĴ∗

2 (z2)
dz2

, α̂∗
2 分别表示

dJ∗
2 (z2)
dz2

, α∗
2 的逼近器, 基于强化学习 OB 算法构造自适应 actor-critic 更新器如下:

ψ̂(χ̄2) = Θ̂ψωψ(χ̄2, z2), (23)

dĴ∗
2 (z2)

dz2
= 2β2z2 + 2Θ̂∗T

ψ ωψ(χ̄4) + Θ̂T
c2(t)ωJ2(χ̄4, z2), (24)

α̂∗
2 = ϕ̄

(
−β2z2 − Θ̂T

ψωψ(χ̄4)−
1

2
Θ̂T
a2(t)ωJ2(χ̄4, z2)

)
, (25)

其中 Θ̂∗T
ψ ∈ Rp2 , Θ̂T

c2(t) ∈ Rq2 , Θ̂T
a2(t) ∈ Rq2 分别表示强化学习的模糊识别器权重、评判更新器权重

以及执行更新器权重. 模糊自适应律设计为

˙̂
Θψ(t) = Γ2(ωψ(χ̄4, z2)− γψΘ̂ψ(t)), (26)

˙̂
Θc2(t) = −γc2ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̂c2(t), (27)

˙̂
Θa2(t) = −ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)× (γa2(Θ̂a2(t)− Θ̂c2(t)) + γc2Θ̂c2(t)), (28)

其中, Γ2 表示正定矩阵, γψ > 0 表示设计常数, 且 γa2 > 0, γc2 > 0 分别表示执行评判权重, 选取

恰当的自适应更新参数为 β2 > 3, γa2 > 1
2 , γa2 > γc2 > γa2

2 . 规定 z3 = χ3 − α̂∗
2, 可以得到 ż2 =

ϕ(χ̄2)(z3 + α̂∗
2) + ψ(χ̄4)− ˙̂α∗

1(t). 对于 z2- 子系统, 定义 Lyapunov 能量函数为

V2 = V1 +
1

2
z22 +

1

2
Θ̃T
ψΓ

−1
2 Θ̃ψ +

1

2
Θ̃T
a2Θ̃a2 +

1

2
Θ̃T
c2Θ̃c2, (29)
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其中 Θ̃T
ψ = Θ̂ψ −Θ∗

ψ, Θ̃c2 = Θ̂c2 −Θ∗
J2, Θ̃a2 = Θ̂a2 −Θ∗

J2 分别表示模糊逻辑系统的识别误差、执行和

评判误差. 对 Lyapunov 函数 V2(t) 进行求导得到

V̇2 = V̇1 + z2

(
−β2z2 −

1

2
Θ̂T
a2ωJ2(χ̄4, z2) + εψ(χ̄4)− α̂∗

1 + z3ϕ(χ̄2)

)
− γψΘ̃

T
ψSψ(χ̄4)Θ̂ψ

− γc2Θ̃
T
c2ωJ2(χ̄4, z2)SJ2(χ̄4, z2)

T(χ̄4, z2)Θ̂c2 + Θ̃T
a2[−ωJ2(χ̄4, z2)SJ2(χ̄4, z2)

T

× (γa2(Θ̂a2 − Θ̂c2)) + γc2Θ̂c2].

(30)

结合 Young’s 不等式可以得到 z2εψ 6 1
2z

2
2 + 1

2ε
2
ψ,−z2 ˙̂α∗

1 6 1
2z

2
2 + 1

2
˙̂α∗2
1 , −z2z3ϕ(χ̄2) 6 1

2z
2
2 + 1

2 ϕ̄
2z23 ,

z2Θ̂
T
a2ωJ2(χ̄4, z2) 6 z22 + Θ̂T

a2ωJ2(χ̄4, z2)× ωJ2(χ̄4, z2)
TΘ̂a2, (31)

− γψ2Θ̃
T
ψ2
Θ̂ψ2 6 γψ2

2
Θ̃T
ψ2
Θ̃ψ2 +

γψ2

2
Θ̂T
ψ2
Θ̂ψ2 −

γψ2

2
(Θ∗T

ψ2
Θ∗
ψ2
), (32)

γc2Θ̃
T
c2ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̂c2 6 γc2

2
Θ̃T
c2(t)ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̃c2(t)

+
γc2
2

Θ̂T
c2ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̂c2 −

γc2
2

(Θ∗T
J2ωJ2(χ̄4, z2))

2,
(33)

γa2Θ̃
T
a2ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̂a2 6 γa2

2
Θ̃T
a2ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̃a2

+
γa2
2

Θ̂T
a2ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̂a2 −

γa2
2

(Θ∗T
J2ωJ2(χ̄4, z2))

2,
(34)

(γa2 − γc2)Θ̃
T
a2ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̂c2 6 γa2 − γc2

2
(Θ̃T

a2ωJ2(χ̄4, z2)ω
T
J2(χ̄4, z2)Θ̃a2

+
γa2 − γc2

2
Θ̂T
c2ωJ1(χ̄4, z2)ω

T
J1(χ̄4, z2)Θ̂c2),

(35)

其中 D2 = 1
2ε

2
ψ + 1

2
˙̂α∗2
1 + γ2

2 Θ∗T
ψ Θ∗

ψ + (γa2+γc2)
2 (Θ∗T

J2SJ2(χ̄4, z2))
2 是有界的, 存在 d2 且满足 D2 6 d2.

规定 λmax
Γ−1
2

和 λmin
SJ2
分别为矩阵 Γ−1

2 , SJ2(χ̄4, z2)SJ2(χ̄4, z2)
T 的最大和最小特征值. 将其带入 Lyapunov

函数 (30), 得到下式成立:

V̇2 6 −c1V1 +D1 +

(
−β2 +

9

4

)
z22 +D2 +

1

2
ϕ̄2z23 − γ2

2λmax
Γ−1
2

Θ̃T
ψ2
Θ̃ψ2

− γc2
2
λmin
ωJ2

Θ̃T
c2ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̃c2 −

γc2
2
λmin
ωJ2

Θ̃T
a2ωJ2(χ̄4, z2)ω

T
J2(χ̄4, z2)Θ̃a2.

(36)

基于设计参数 β2 >
9
4 , γa1 >

1
2 , γa1 > γc1 >

γa1

2 , 定义 c2 = min{2(β2 − 9
4 ),

γ2
λmax

Γ
−1
2

, γc2λ
min
ωJ2

}, 则下列公式

成立:

V̇2 6
2∑
j=1

(−cjVj + dj) +
1

2
z23 ϕ̄

2. (37)

步骤 3. 对于动态子系统 z3 = χ3 − α̂∗
2, 规定 α3, α

∗
3 分别为虚拟控制器和最优虚拟控制器. 针对

动态误差模型 ż3 = χ̇3 − ˙̂α∗
2 = χ4 − ˙̂α∗

3. 定义 z3- 子系统的最优性能指标函数,

J∗
3 (z3) = min

α3∈ψ(Ω)

(∫ ∞

t

r3(z3(s), α3(z1, z2, z3))

)
ds

=

∫ ∞

t

r3(z3(s), α
∗
3(z1, z2, z3))ds,

(38)

其中 r3(z3(s), α3(z1, z2, z3)) = z23+α
2
3(z1, z2, z3)为成本函数. 规定 χ4(t)为最优虚拟控制器 α∗

3,则 HJB

方程重新表述为

H3

(
z3, α

∗
3,

dJ∗
3

dz3

)
= z23 + α∗2

3 +
dJ∗

3

dz3
× (α∗

3(t)− ˙̂α∗
2(t)) = 0.
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解方程 ∂H3(z3, α
∗
3,

dJ∗
3

dz3
)/∂α∗

3 = 0, 可以得到最优控制器 α∗
3 为 α∗

3 = −β3z3 − (1/2)J0
3 (χ̄4, z3), 定义梯度

dJ∗
3 (z3)/dz3 为

dJ∗
3 (z3)
dz3

= 2β3z3 + J0
3 (χ̄4, z3), 其中 β3 > 0 为设计参数且 J0

3 (χ̄4, z3) = −2β3z3 +
dJ∗

3 (z3)
dz3

.

由于 J0
3 (χ̄4, z3) 是不可用的, 采用 FLSs 对其进行逼近,

J0
3 (χ̄4, z3) = Θ∗T

J3SJ3(χ̄4, z3) + εJ3(χ̄4, z3),

其中 Θ∗T
J3 ∈ Rq1 为模糊逻辑系统的最优权重向量, SJ3(χ̄4, z3) 是模糊基函数且 εJ3(χ̄4, z3) 是逼近误差

εJ3(χ̄4, z3) 6 ε̄J3. 因此, 结合最优虚拟控制器和梯度得到

dJ∗
3 (z3)

dz3
= 2β3z3(t) + Θ∗T

J3SJ3(χ̄4, z3) + εJ3(χ̄4, z3),

α∗
3(z3) = −β3z3(t) +

1

2
Θ∗T
J3SJ3(χ̄4, z3) + εJ3(χ̄4, z3).

由于 FLSs 的最优权重向量 Θ∗T
J3 是逼近向量, 基于 RL 识别器, actor-critic 算法设计为

dĴ∗
3 (z3)/dz3 = 2β3z3(t) + Θ̂T

c3ωJ3(χ̄4, z3), (39)

α̂∗
3(z3) = −β3z3(t) +

1

2
Θ̂T
a3ωJ3(χ̄4, z3), (40)

其中 dĴ∗
3 (z3)
dz3

∈ R 表示 dJ∗
3 (z3)
dz3

的估计量, Θ̂T
c3 ∈ Rn1 和 Θ̂T

a3(t) ∈ Rn2 表示模糊 actor-critic 权重, 设计

如下:
˙̂
Θc3 = −γc3ωJ3(χ̄4, z3)ω

T
J3(χ̄4, z3)Θ̂c3(t), (41)

˙̂
Θa3 = −ωJ3(χ̄4, z3)ω

T
J3(χ̄4, z3)× (γa3(Θ̂a3(t)− Θ̂c3(t)) + γc3Θ̂c3(t)), (42)

γa3 > 0, γc3 > 0 为执行评判器设计常数.

定义 z3- 子系统的动态误差 Lyapunov 函数 ż4 = χ̇4 − ˙̂α∗
3 如下:

V3 = V1 + V2 +
1

2
z23 +

1

2
Θ̃T
a3Θ̃a3 +

1

2
Θ̃T
c3Θ̃c3, (43)

其中 Θ̃c3 = Θ̂c3 −Θ∗
J , Θ̃a3 = Θ̂a3 −Θ∗

J , 表示基于 FLSs-RL 的执行评判器向量. 对其 V3 进行求导,

V̇3 = V̇1 + V̇2 + z3(z4 + α̂∗
3 − ˙̂α∗

2) + Θ̃T
a3ωJ3(χ̄3, z3)ω

T
J3(χ̄3, z3)

× [γa3(Θ̂a3 − Θ̂c3) + γc3Θ̂c3]− γc3Θ̃
T
c3SJ3(χ̄3, z3)ω

T
J3(χ̄3, z3)Θ̂c3.

(44)

基于 Young’s 不等式得到下列不等式:

z3z4 6 1

2
z23 +

1

2
z24 ,−z3 ˙̂α∗

2 6 1

2
z23 +

1

2
˙̂α∗
2, z3εJ3 6 1

2
z23 +

1

2
ε2J3,

− z3Θ̂
T
a3ωJ3(χ̄3, z3) 6 z23 + Θ̂T

a3ωJ3(χ̄3, z3)ω
T
J1(χ̄3, z3)Θ̂a3, (45)

Θ̃T
a3ωJ3(χ̄3, z3)ω

T
J3(χ̄3, z3)Θ̂a3

6 Θ̃T
a3ωJ3(χ̄3, z3)ω

T
J3(χ̄3, z3)Θ̃a3 + Θ̂T

a3ωJ3(χ̄3, z3)ω
T
J3(χ̄3, z3)Θ̂a3 − (Θ∗T

J3ωJ3(χ̄3, z3))
2,

(46)

Θ̃T
c3ωJ3(χ̄3, z3)ω

T
J3(χ̄3, z3)Θ̂c3

6 Θ̃T
c3ωJ3(χ̄3, z3)ω

T
J3(χ̄3, z3)Θ̃c3 +

1

2
Θ̂T
c3(t)ωJ3(χ̄3, z3)ω

T
J3(χ̄3, z3)Θ̂c3 − (Θ∗T

J3ωJ3(χ̄3, z3))
2,

(47)

(γc1 − γa3)Θ̃
T
a3(t)ωJ3(χ̄3, z3)ω

T
J3(χ̄3, z3)Θ̂c3(t)

6 γc3(t)− γa1
2

(Θ̃T
a3(t)ωJ3(χ̄3, z3)ω

T
J3(χ̄3, z3)Θ̃a3(t) + Θ̂T

c3(t)ωJ3(χ̄3, z3)ω
T
J3(χ̄3, z3)Θ̂c3(t)).

(48)
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将这些不等式带入 Lyapunov 函数 (44), 得到

V̇3 6
2∑
j=1

(−cjVj + dj) +

(
−β3 +

7

4

)
z23 +D3 +

z24
2

− γc3
2
λmin
ωJ3

Θ̃T
c3ωJ3(χ̄4, z3)ω

T
J3(χ̄4, z3)Θ̃c3 −

γc3
2
λmin
ωJ3

Θ̃T
a3ωJ3(χ̄4, z3)ω

T
J3(χ̄4, z3)Θ̃a3,

(49)

其中 D3 = 1
2ε

2
J3 + 1

2
˙̂α∗2
2 + (γa3+γc3)

2 (W ∗T
J3 ωJ3(χ̄4, z3))

2 是有界的且存在常数 d3 满足 D3 6 d3. 基于

这些不等式 β3 >
7
4 , γa3 >

1
4 , γa3 > γc3 >

γa3

2 , 定义 λmin
ωJ3
为 ωJ3(χ̄4, z3), ωJ3(χ̄4, z3)

T 的特征值, 规定

c3 = min{2(β3 − 7
4 ), γc3λ

min
ωJ3(χ̄4,z3)

}, 则下列不等式成立:

V̇3 6
2∑
j=1

(−c3Vj + dj) +
1

2
z24 . (50)

步骤 4. 在这一步设计实际的控制器 u(ξ), z4 = χ4 − α̂∗
3, 动态误差 z4 设计为 ż4 = χ̇4 − ˙̂α∗

3 =

J−1u(ξ) + ψ4(χ1, χ2, χ3, χ4)− ˙̂α∗
3, 规定 u∗(ξ(t)) 为最优控制器, 设计积分型最优成本函数为

J∗
4 (z4) = min

u∈ψ(Ω)

(∫ ∞

t

r4(z4(τ), u(ξ(t), z4))

)
dτ

=

∫ ∞

t

r4(z4(τ), u
∗(ξ(t), z4))dτ,

(51)

其中 r4(z4(τ), u
∗(ξ, z4)) = z24 + u∗(ξ(τ), z4)

2 表示成本函数. HJB 方程可以描述为

H4

(
z4, u

∗(ξ, z4),
dJ∗

4

dz4

)
= z24 + u∗(ξ, z4) +

dJ∗
4

dz4
× (J−1u(ξ) + ψ4(χ̄4)− ˙̂α∗

3) = 0. (52)

求解方程 ∂H4(z4, u
∗(ξ),

dJ∗
4

dz4
)/∂u∗(ξ) = 0, 得到 u∗(ξ) = −J−1β4z4 − J−1ψu(χ̄4) − J−1

2 J0
4 (χ̄4, z4). 规

定梯度函数 dJ∗
4 (z4)/dz4 为

dJ∗
4 (z4)
dz4

= 2β4z4 + 2ψ4(χ̄4) + J0
4 (χ̄4, z4), 其中 β4 > 0 表示设计参数且

J0
4 (χ̄4, z4) = −2β4z4(t)− 2ψ4(χ̄4) +

dJ∗
4 (z4)
dz4

. 由于 J−1ψu(χ̄4) 和 J−1J0
4 (χ̄4, z4) 不可用, 采用 FLSs 逼近

这些不可用函数如下:

ψu(χ̄4) = Θ∗T
ψu
ωψu(χ̄4) + εψu(χ̄4), (53)

J0
4 (χ̄4, z4) = Θ∗T

J4SJ4(χ̄4, z4) + εJ4(χ̄4, z4), (54)

其中 Θ∗T
ψu

∈ Rp2 , Θ∗T
J4 ∈ Rq2 表示模糊最优权重, ωψu(χ̄4) ∈ Rpi , ωJ4(χ̄4, z4) ∈ Rqi 是模糊基向量函数,

εψu(χ̄4) ∈ R, εJ4(χ̄4, z4) ∈ R 表示逼近误差. 由于梯度项未知, 采用 FLSs 对其进行建模,

dJ∗
4 (z4)

dz4
= 2β4z4 + 2Θ∗T

ψu
Sψu(χ̄4) + Θ∗T

J4SJ4(χ̄4, z4) + ε4,

u∗(ξ) = Jβ4z4 −
J

2
Θ∗T
ψu
ωψu(χ̄4)−

J

2
Θ∗T
J4ωJ4(χ̄4, z4)−

ε4
2
,

其中 ε4 = 2εψu(χ̄4) + 2εJ4. 由于最优权重 Θ∗T
ψu
和 Θ∗

J4 作为逼近常数是不可用的, 此时最优控制器是

不可行的. 因此, 基于 actor-critic-RL 算法设计有效的最优控制器,

ψ̂u(χ̄4) = Θ̂ψuωψu(χ̄4, z4), (55)

dĴ∗
4 (z4)

dz4
= 2β4z4 + 2Θ̂ψuωψ4(χ̄4, z4) + Θ̂T

c4(t)ωJ4(χ̄4, z4), (56)

û∗(ξ) = −Jβ4z4 − JΘ̂T
ψu
ωψu(χ̄4)−

1

2
JΘ̂T

a4ωJ4(χ̄4, z4), (57)
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其中 ψ̂u(χ̄4),
dĴ∗

4 (z4)
dz4

, Θ̂ψu ∈ Rqn , Θ̂T
c2(t) ∈ Rq2 , Θ̂T

a2(t) ∈ Rq2 分别表示基于 FLSs-RL 的识别权重、梯

度、识别器、执行器与评判器. 其中模糊自适应识别器、执行器和评判器设计如下:

˙̂
Θψu = Γψu(ωψu(χ̄4, z4)− γψuΘ̂ψu), (58)

˙̂
Θc4 = −γc4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̂c4, (59)

˙̂
Θa4 = −ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)× (γa4(Θ̂a4 − Θ̂c4) + γc4Θ̂c4), (60)

参数 Γ4 为正定矩阵和 γψ4 > 0, γa4 > 0, γc4 > 0 分别为识别器参数、评判参数和执行参数且满足

β4 >
7
4 , γa4 >

1
2 , γa4 > γc4 >

γa4

2 .

构造 Lyapunov 函数如下:

V4 =
3∑
j=1

Vj +
1

2
z24 +

1

2
Θ̃T
ψ4
Γ−1
4 Θ̃ψ4 +

1

2
Θ̃T
a4Θ̃a4 +

1

2
Θ̃T
c4Θ̃c4, (61)

其中 Θ̃T
ψ4

= Θ̂ψ4 −Θ∗
ψ4
, Θ̃c4 = Θ̂c4 −Θ∗

J4, Θ̃a4 = Θ̂a4 −Θ∗
J4, 分别表示模糊权重误差, 执行器和评判器

误差. 对 Lyapunov 函数 V4(t) 求导, 结合式 (58)∼(60), 得到 Lyapunov 函数如下:

V̇4 =
3∑
j=1

V̇j + z4

(
−β4z4 −

1

2
Θ̂T
a4ωJ4(χ̄4, z4) + εψ4(χ̄4)− ˙̂α∗

3

)
+ Θ̃T

ψ4
[ωψ4(χ̄4, z4)− γψ4Θ̂ψ4 ]− Θ̃T

c4[−γc4ωJ4(χ̄4, z4)ω
T
J4(χ̄4, z4)(χ̄4, z4)Θ̂c4]

+ Θ̃T
a4[−ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)× (γa4(Θ̂a4 − Θ̂c4)) + γc4Θ̂c4].

(62)

结合 Young’s 不等式, 有 z4εψ4 6 1
2z

2
4 + 1

2ε
2
ψ4
,−z4 ˙̂α∗

3 6 1
2z

2
4 + 1

2
˙̂α∗2
3 ,

− 1

2
z4Θ̂

T
a4ωJ4(χ̄4, z4) 6

1

4
z24 +

1

4
Θ̂T
a4ωJ4(χ̄4, z4)ωJ4(χ̄4, z4)

TΘ̂a4, (63)

− γψ4Θ̃
T
ψ4
Θ̂ψ4 6 γψ4

2
Θ̃T
ψ4
Θ̃ψ4 +

γψ4

2
Θ̂T
ψ4
Θ̂ψ4 −

γψ4

2
(Θ∗T

ψ4
Θ∗
ψ4
), (64)

γc4Θ̃
T
c4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̂c4 =

γc4
2

Θ̃T
c4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̃c4

+
γc4
2

Θ̂T
c4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̂c4 −

γc4
2

(Θ∗T
J4ωJ4(χ̄4, z4))

2,
(65)

γa4Θ̃
T
a4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̂a4 =

γa4
2

Θ̃T
a4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̃a4

+
γa4
2

Θ̂T
a4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̂a4 −

γa4
2

(Θ∗T
J4ωJ4(χ̄4, z4))

2,
(66)

(γa4 − γc4)Θ̃
T
a4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̂c4

6 γa4 − γc4
2

(Θ̃T
a4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̃a4 +

γa4 − γc4
2

Θ̂T
c4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̂c4).

(67)

将这些不等式 (63)∼(67) 带入 Lyapunov 函数 (62), 得到

V̇4 6
3∑
j=1

(V̇j +Dj) +

(
−β4 +

9

4

)
z24 − γ4

2λmax
Γ−1
4

Θ̃T
ψu

Θ̃ψu +D4

− γc4
2
λmin
ωJ4

Θ̃T
c4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̃c4

− γc4
2
λmin
ωJ4

Θ̃T
a4ωJ4(χ̄4, z4)ω

T
J4(χ̄4, z4)Θ̃a4,

(68)

其中 D4 = 1
2ε

2
ψu

+ 1
2
˙̂α∗2
3 + γ4

2 Θ∗T
ψu

Θ∗
ψu

+ (γa4+γc4)
2 (Θ∗T

J4ωJ4(χ̄4, z4))
2是有界的且存在常数 d4满足 D4 6 d4.
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规定 λmax
Γ−1
4

和 λmin
ωJ4
分别为 Γ−1

4 , ωJ4(χ̄4, z4)ωJ4(χ̄4, z4)
T 的最大特征值和最小特征值, 基于设计参

数 β4 >
9
4 , γa4 >

1
2 , γa4 > γc4 >

γa4

2 . 定义 c4 = min{2(β4 − 9
4 ),

γ4
λmax

Γ
−1
4

, γc4λ
min
ωJ4

}, 得到

V̇4(t) 6
4∑
j=1

(−cj(t)Vj(t) + dj(t)). (69)

注释 4. 通常情况下, 最优控制的 RL 通过同时训练评价器和执行器进行更新迭代, 控制器设计

较为复杂,在已有最优控制 [21∼23] 方案中,主要基于贝尔曼 (Bellman)残差误差的平方来设计,但由于

该方程的复杂非线性特性, 不可避免地增加了控制器设计的复杂性. 本文结合文献 [24] 中基于 RL 的

actor-critic 学习策略, 采用简单的非负函数设计, 等同于 HJB 方程来减少控制器设计的复杂性.

4 仿真实验

本节通过仿真来说明基于 RL 优化模糊 actor-critic 跟踪控制技术对柔性关节机器人进行跟踪控

制分析的有效性, 其动态模型具体描述为

χ̇1 = χ2,

χ̇2 =
K

ML2
(χ3 − χ1) +

g

L
sinχ1 −

1

ML2
(cosχ4 − sinχ2),

χ̇3 = χ4,

χ̇4 =
1

J
u(ξ(t))− K

J
(χ3 − χ1) +Bχ4 + χ1 sinχ4,

(70)

系统参数为 K = 0.5 N/A, L = 5 m, g = 9.8 m/s2, J = 1 kg·m2, B = 1 N·m·s/rad, 模型的跟踪信号选
取为 yr = 4 sin(0.5t), 初始参数选取为 χ1(0) = χ2(0) = χ3(0) = χ4(0) = 0.5.

首先选取设计参数: β1 = 3.4, γa1 = 3.4, γc1 = 3.5, Γ2 = 4.5, γa2 = 2.3, γc2 = 2.4, γa3 = 3, γc3 = 2.4,

J = 1, β4 = 4, γψu = 4.3, γa4 = 4.5, γc4 = 5,Γ4 = 6, γa4 = 8.3, γc4 = 4.4. 最优虚拟控制器和最优实际控

制器, 基于强化学习的模糊识别器、评判器、执行训练器的设计和选取如第 3 节所示.

其次选取相关模糊向量参数及其初值 Θa1 = Θc1 = [0.1, . . . , 0.1]T ∈ R6×1,模糊规则数量为 6,模糊

基函数选取为 ωJ1(z1) = [
µF1 (z1)∑6
l=1 µFl (z1)

, . . . ,
µF6 (z1)∑6
l=1 µFl (z1)

], 模糊隶属度函数选取为 µF l(z1) = exp[−(z1 +

µl)
2/η2l ], 其中心 µl = 2l− 9 在区间 [−6, 6] 上均匀分布且模糊隶属度函数宽度为 ηl = 4, l = 1, 2, . . . , 6.

Θψ = [0.5, . . . , 0.5]T ∈ R8×1, FLSs 参数向量初值选取为 Θa2 = Θc2 = [0.5, . . . , 0.5]T ∈ R8×1, 模糊

规则数量为 8, 选取模糊基函数为 ωψ(χ̄4) = [
µF1 (χ2)µF1 (χ4)∑8
l=1 µFl (χ2)µFl (χ4)

, . . . ,
µF6 (χ2)µA6 (χ4)∑8
l=1 µFl (χ2)µFl (χ4)

], ωJ2(χ̄4) =

[

∏4
j=1 µFl

j
(χj)∑8

l=1

∏4
j=1 µFl

j
(χj)

, . . . ,

∏4
j=1 µFl

j
(χj)∑8

l=1

∏4
j=1 µFl

j
(χj)

]. 对于步骤 3, 模糊隶属度函数选取为 µF l
j
(χj) = exp[−(χj +

µl)
2/η2l ], l = 1, 2, . . . , 8, j = 1, 2, 3, 4, 中心 µl = 2l − 11 在区间 [−8, 8] 上均匀分布且模糊隶属度函数

宽度选取 ηl = 4. FLSs 参数向量初值选取为 Θa3 = Θc3 = [0.6, . . . , 0.6]T, 模糊规则数量为 6, 且模糊

基函数选取为 ωJ3(z3) = [
µF1 (z3)∑8
l=1 µFl (z3)

, . . . ,
µF6 (z3)∑8
l=1 µFl (z3)

]. 模糊隶属度函数选取为 µAl(z3) = exp[−(z3 +

µl)
2/η2l ], l = 1, 2, . . . , 10, 其中心 µl = 2l − 13 在区间上 [−10, 10] 均匀分布且模糊隶属度函数的宽度为

ηl = 4.

对于步骤 4, 模糊参数向量初值 Θψu = [0.1, . . . , 0.1]T ∈ R6×1, Θa4 = Θc4 = [0.1, . . . , 0.1]T ∈
R6×1, 模糊规则数量为 6, 模糊基函数选取为 ωψu(χ̄4) = [

µF1 (χ1)µF1 (χ4)∑6
i=1 µFl (χ1)µFl (χ4)

, . . . ,
µF6 (χ1)µF6 (χ4)∑6
i=1 µFl (χ1)µFl (χ4)

],

ωJ4(χ̄4) = [

∏4
j=1 µFl

j
(χj)∑6

i=1

∏4
j=1 µFl

j
(χj)

, . . . ,

∏4
j=1 µFl

j
(χj)∑6

i=1

∏4
j=1 µFl

j
(χj)

]. 模糊隶属度函数为 µF l
j
(χj) = exp[−(χj + µl)

2/η2l ],

l = 1, 2, . . . , 6, j = 1, 2, 3, 4, 其中心 µl = 2l − 13 在区间上 [−8, 8] 均匀分布且模糊隶属度函数的宽度为

ηl = 4.
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图 1 (网络版彩图) 系统输出 y 和参考信号 yr 的轨迹.

Figure 1 (Color online) Trajectories of output y and
reference signal yr.

图 2 (网络版彩图) 步骤 1 中的 actor-critic 模糊自

适应调节参数.

Figure 2 (Color online) Actor-critic FLS parameters for

the 1st step.

图 3 (网络版彩图) 步骤 2 中的 actor-critic 模糊自

适应调节参数.

Figure 3 (Color online) Actor-critic FLS parameters for
the 2nd step.

图 4 (网络版彩图) 步骤 3 中的 actor-critic 模糊自

适应调节参数.

Figure 4 (Color online) Actor-critic FLS parameters for
the 3rd step.

图 1 显示了系统输出和系统参考信号的轨迹的稳定性, 图 2∼5 为系统在每一步迭代更新中模糊

执行评判参数图示. 图 6 显示了模糊向量识别器参数的有界性. 成本函数 r1(z1(τ), α1), r2(z2(τ), α2),

r3(z3(τ), α3), r4(z4(τ), u) 的轨迹在图 7 和 8 中给出. 基于图 1∼8 可以得到基于强化学习的 OB 最优

控制策略用于柔性关节机器人系统的稳定性控制问题的有效性. 与文献 [13∼17, 21∼23] 相比, 基于模

糊识别器的 actor-critic 结构实现了柔性关节机器人系统的模糊优化控制问题, 设计过程更简化.

5 结论

本文研究了具有饱和输入的柔性关节机器人非严格反馈系统的模糊跟踪强化学习优化跟踪控制

问题, 基于 actor-critic 设计策略实现优化控制, 采用模糊逻辑系统为非线性系统进行建模, 辅助自适

应系统用于处理输入饱和问题,基于 RL的 OB技术通过采用执行评判器迭代更新结构设计最优虚拟

和实际控制器, 采用非负函数的负梯度下降法, 而非 BRS 平方法, 其中评判器用于评估控制行为并将
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图 5 (网络版彩图) 步骤 4 中的 actor-critic 模糊自

适应调节参数.

Figure 5 (Color online) Actor-critic FLS parameters for

the 4th step.

图 6 (网络版彩图) 步骤 2 和 4 中的模糊自适应识别

器调节参数.

Figure 6 (Color online) Identifier of FLS parameters for

the 2nd, 4th steps.

图 7 (网络版彩图) 成本函数 r1, r2 的轨迹.

Figure 7 (Color online) Trajectories of cost functions
r1, r2.

图 8 (网络版彩图) 成本函数 r3, r4 的轨迹.

Figure 8 (Color online) Trajectories of cost functions
r3, r4.

评估反馈给执行器,最后基于 Lyapunov理论证明了整个系统中的信号是 SGUUB,仿真示例说明了所

提出的基于 RL的 OB模糊跟踪控制策略的有效性和可行性. 下一步将继续探讨基于强化学习的非线

性切换系统的状态反馈和输出反馈跟踪控制问题.
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Abstract This article focuses on a fuzzy optimized backstepping (OB) practical tracking control algorithm for

flexible-joint robot systems (FJRS) based on reinforcement learning (RL) scheme. Since FJRS can be described

by fourth-order dynamic systems in non-strict feedback form, uncertainties of this form are approximated by

fuzzy logic systems, an auxiliary system is established to handle the input saturation, and we apply the identifier-

actor-critic technique based on a simplified RL algorithm to design optimal controllers, in addition, designing

the negative gradient descent (GD) for positive function, rather than adopting the GD of the Bellman residual

error’ square. Semi-global uniformly ultimately boundedness (SGUUB) of the whole system is guaranteed through

Lyapunov stability analysis. A simulation example demonstrated the effectiveness of the presentation RL-based

OB fuzzy tracking control strategy.

Keywords optimized backstepping (OB), fuzzy logic systems (FLSs), reinforcement learning (RL), non-strict-

feedback form systems (NSFFS), actor-critic actuator, flexible-joint robot sysems (FJRS)


