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摘要 多样性公平 k-中位问题在数据摘要等对聚类中心选取方式的公平性要求较高的聚类应用领域

发挥重要作用. 给定一个用户集合、ℓ 个设施集合以及正整数 k, 该问题的目标是在每个设施集合中

开设一个规模受限的子集, 使得开设设施数量不超过 k, 且每个用户与距离最近的开设设施之间具有

较高的相似度. 本文将多样性公平 k-中位问题实例映射为低维空间中的小规模实例, 并围绕实例中

的点划分空间以估计最优解中开设设施的位置. 基于这一思路, 本文在 d-维欧氏空间中为多样性公平

k-中位问题提出了时间复杂度为 O(nd log n) + 2ℓk+(kε−1)O(1)

nO(1) 的 (1 + ε)-近似算法, 其中, n 为设

施与用户数量之和.该结果改进了此前人们在更一般化的度量空间中利用相近的固定参数时间得到的

(1 + 2e−1 + ε)-近似比.
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1 引言

k-中位 (k-median)问题是一个被广泛研究的聚类问题.给定度量空间中的一个用户集合和一个设

施集合以及正整数 k, k-中位问题要求选取最多 k 个开设设施 (或称为聚类中心) 并将每个用户连接

到距离最近的开设设施, 使得用户的连接费用之和最小, 其中, 每个用户的连接费用为该用户与对应

设施之间的距离. 大量研究工作致力于 k-中位问题求解算法的设计和分析. 目前, 关于该问题的最好

近似结果是 Gowda等 [1] 通过调整实例的亚可行解得到的 (2.613+ ε)-近似比. 当实例中的点位于更特

殊的高维欧氏空间时, Cohen-Addad 等 [2] 利用空间性质得到了 (2.406 + ε)-近似比. 此外, 在维度为常

数的低维欧氏空间中, 人们为 k-中位问题提出了一系列 (1 + ε)-近似算法 [3∼5].
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在 k-中位问题的解中, 用户与对应的开设设施之间具有较高的相似度. 这些开设设施可以作为用

户集合的代表性数据点. 因此, k-中位问题的求解算法被广泛应用在数据摘要 (data summarization)领

域.然而,通过求解 k-中位问题得到的摘要在很多情况下缺乏公平性. 例如:在构造职业图像搜索结果

时, 人们基于数据摘要方法在数据库中选取代表性图像; k-中位问题旨在使图像数据对应的用户集合

有最小的连接费用之和, 无法保证所选取的开设设施集合能公平地反映数据中性别、年龄等属性的分

布情况 [6]. 鉴于此, Thejaswi 等 [7] 提出了多样性公平 k-中位 (diversity-aware k-median) 问题. 给定 ℓ

个设施集合, 该问题要求在每个集合中开设数量不小于给定下限的设施, 以保证每个集合在开设设施

数量上的公平性.

定义1 (多样性公平 k-中位问题) 多样性公平 k-中位问题的一个实例 (ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, k, r) 包
含正整数 ℓ、度量空间中的 ℓ 个设施集合 F1, . . . ,Fℓ 和一个用户集合 C、不超过 |

∪ℓ
i=1 Fi| 的正整数 k

和 ℓ 个非负整数组成的向量 r = (r1, . . . , rℓ). 该实例的一个可行解是一个满足 |S| 6 k, S ⊆
∪ℓ

i=1 Fi

和 |S ∩ Fi| > ri ∀ i ∈ {1, . . . , ℓ} 的设施集合 S, 其费用为
∑

c∈C minf∈S ∆(c, f), 其中, ∆(c, f) 是 c 与 f

之间的距离. 多样性公平 k-中位问题的目标是找到费用最低的可行解.

人们基于动态规划、随机舍入等技术为多样性公平 k-中位问题提出了一系列启发式算法 [8]. 然

而, 这些算法缺乏可被证明的近似保证. 在实例中的设施集合互不相交的假设下, Thejaswi 等 [7] 证明

了在每轮迭代中交换 O(1) 个设施的局部搜索算法在 ℓ = 2 时是关于多样性公平 k-中位问题的 O(1)-

近似算法. 在此基础上, Zhang 等 [9] 进一步证明了在每轮迭代中交换 O(ℓ) 个设施的局部搜索算法有

不高于 O(ℓ)的近似比. Hotegni等 [10] 基于相同假设为多样性公平 k-中位问题提出了具有常数近似保

证的线性规划舍入算法. 然而, 在不满足这一假设条件的情况下, 多样性公平 k-中位问题的求解难度

明显提升: Thejaswi 等 [7] 基于支配集 (dominating set) 问题实例给出的归约结果说明, 即使是判定多

样性公平 k-中位问题的给定实例是否有可行解也是 NP-难的.

在涉及多样性公平 k-中位问题的实际应用中,开设设施数量上限 k和设施集合数量 ℓ通常明显小

于实例规模. 因此,假设 k 和 ℓ取值较小是松弛该问题的可行手段. 在这一松弛条件下, Thejaswi等 [8]

以 k 和 ℓ 作为固定参数, 基于次模最大化方法为多样性公平 k-中位问题提出了固定参数时间 (即

h(k, ℓ, ε)nO(1) 时间, 其中, h 为任意正值函数, n 为用户与设施数量之和) 的 (1 + 2e−1 + ε)-近似算法.

1.1 主要结果

关于多样性公平 k-中位问题的参数复杂性结果表明, 人们无法基于现有技术改进 Thejaswi 等 [8]

提出的固定参数时间近似比: 当 k 和 ℓ 为固定参数时, Thejaswi 等 [8] 证明了多样性公平 k-中位问题

是 W[2]-难问题,这说明不存在关于该问题的固定参数时间精确算法; Cohen-Addad等 [11] 以间隙指数

时间假设 [12] 成立为条件, 证明了即使在 k 为固定参数且 ℓ = 1 的情况下, 多样性公平 k-中位问题固

定参数时间算法的近似比也不可能小于 1+2e−1 − ε. 然而,这些复杂性结果只在一般化的度量空间中

成立. 由于聚类问题在实际应用中的大部分实例分布在更特殊的欧氏空间中, 在该类空间中为多样性

公平 k-中位问题提出更好的近似结果是一个值得探索的方向.

实际上, 当实例位于欧氏空间中且设施可以被开设在空间中的任意位置时 (即设施集合等同于

Rd),人们已经为 k-中位问题提出了一系列时间复杂度为 (nd)O(1)h(k, ε)的 (1+ε)-近似算法 [13∼16]. 给

定用户子集 C′ ⊂ Rd, 这些算法将满足
∑

c∈C′ ||c− f || = minf ′∈Rd

∑
c∈C′ ||c− f ′|| 的集合中位点 f 作为

与 C′ 对应的最优开设设施. 然而, 在设施开设位置受限的多样性公平 k-中位问题中, 由于集合中位点

无法作为可行解中的开设设施, 如何有效利用欧氏空间的性质提出比 1 + 2e−1 + ε 更好的固定参数时

间近似结果还是未知的. 本文基于不同的思路求解多样性公平 k-中位问题, 在欧氏空间中提出了近似

比为 1 + ε 的固定参数时间近似算法, 如定理 1 所述.
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定理1 给定常数 ε ∈ (0, 1) 以及满足
∪ℓ

i=1 Fi ∪ C ⊂ Rd 和 |
∪ℓ

i=1 Fi ∪ C| = n 的多样性公平 k-中

位问题实例 I = (ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, k, r), 我们可以在不超过 O(2ℓknk) 的时间内判定 I 是否有可行解.

此外, 如果 I 有可行解, 则存在时间复杂度为 O(nd logn) + 2ℓk+(kε−1)O(1)

nO(1) 且近似比为 1 + ε 的随

机近似算法.

1.2 基本定义及引理

令 ϵ 表示 (0, 1
2 ) 内的一个常数. 给定整数 i > 1, 令 [i] = {1, . . . , i}. 给定欧氏空间中的两个点 x

和 y 以及一个集合 Z, 令 ∆(x, y) = ||x− y|| 表示 x 和 y 之间的距离, 并令 ∆(x,Z) = minz∈Z ∆(x, z)

表示 Z 中的点与 x之间的最小距离. 令 I = (ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, k, r)表示多样性公平 k-中位问题的一

个实例, 其中,
∪ℓ

i=1 Fi ∪ C ⊂ Rd 且 |
∪ℓ

i=1 Fi ∪ C| = n. 给定设施 f ∈
∪ℓ

i=1 Fi, 本文将满足 f ∈ Fi 的整

数 i 称为 f 的类别.

本文基于以下引理分析算法的时间复杂度.

引理1 给定大于 1 的实数 i 和 j, 不等式 logj i 6 max{i, jO(j)} 成立.

证明 当 j > log i
log log i 时, 不等式 logj i 6 jO(j) 成立, 而当 j < log i

log log i 时, 不等式 logj i <

log
log i

log log i i = i 成立. 由此可知, 引理 1 正确.

本文基于约翰逊 – 林登施特劳斯变换 (Johnson-Lindenstrauss transform) 将高维欧氏空间中的实

例映射到低维空间中.

引理2 (约翰逊 – 林登施特劳斯变换 [17]) 给定集合 X ⊂ Rd 和常数 ϵ ∈ (0, 1
2 ), 可以在不超过

O(d|X | log |X |) 的时间内构造满足 d̃ = O(ϵ−2 log |X |) 的映射 g : Rd → Rd̃, 使得任意 x, y ∈ X 都满足
∆(g(x), g(y)) ∈ [1, 1 + ϵ]∆(x, y).

以下引理是 Narayanan 和 Nelson [18] 针对约翰逊 – 林登施特劳斯变换提出的加强版.

引理3 ([18]) 给定集合 X ⊂ Rd和常数 ϵ ∈ (0, 1
2 ),可以在不超过 (d|X |)O(1)的时间内构造满足 d̃ =

O(ϵ−2 log |X |)的映射 g : Rd → Rd̃,使得任意 x ∈ X 和 y ∈ Rd 都满足 ∆(g(x), g(y)) ∈ [1, 1+ ϵ]∆(x, y).

与约翰逊 – 林登施特劳斯变换 (引理 2) 相比, 引理 3 中算法的时间复杂度更高, 但该引理在更大

范围内保证了原空间与其低维映射之间的距离相似性. 具体来说, 当以集合 X ⊂ Rd 为输入时, 引理 2

只能保证 X 中任意两点之间的距离在映射前后的相似性, 而引理 3 能保证 X 中任意一点与 Rd 中任

意一点之间的距离在映射前后的相似性. 本文假设引理 2 和 3 构造的映射 g : Rd → Rd̃ 都是单映射.

这一假设不失一般性: 本文可以通过复制 Rd̃ 中有多个原像的点区分 Rd 中每个点的像.

本文还将基于 Chen [13] 提出的核心集构造方法压缩实例规模. 以下引理是该方法的性能保证.

引理4 ([13]) 给定集合 X ⊂ Rd、常数 ϵ ∈ (0, 1
2 )和正整数 k,可以在 O(|X |dk)时间内构造带有权

重函数 w : X ′ → [1,+∞) 且满足
∑

c∈X ′ w(c) = |X | 和 |X ′| 6 d(kϵ−1 log |X |)O(1) 的加权子集 X ′ ⊆ X ,

使得任意规模不超过 k 的集合 S ⊂ Rd 都满足
∑

c∈X ′ w(c)∆(c,S) ∈ [1− ϵ, 1 + ϵ]
∑

c∈X ∆(c,S).

本文基于算法 1 判定实例 I 是否有可行解. 算法 1 首先生成设施类别集合 [ℓ] 的幂集 L 及其
k 次笛卡尔乘积 (Cartesian product) [L]k, 其中, [L]k 中的每个子集组合都对应 k 个开设设施的类别.

对于每个子集组合, 算法 1 在第 5 步验证其对应的设施类别是否满足实例的公平性约束条件, 并在第

9 步检查实例中是否存在满足其类别要求的设施集合. 如果 [L]k 中存在满足所有条件的子集组合, 则

算法 1 返回 Ture, 否则, 该算法返回 False. 以下引理给出了算法 1 的时间复杂度和正确性.

引理5 给定多样性公平 k-中位问题的实例 I = (ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, k, r), 算法 1 的时间复杂度为

O(2ℓk|
∪ℓ

i=1 Fi|k). 此外, 当且仅当算法 1 返回 True 时, 实例 I 有可行解.

证明 令 L为集合 [ℓ]的幂集,并令 [L]k 表示 L的 k次笛卡尔乘积.可以得出, |[L]k| = |L|k = 2ℓk.

对于 [L]k 中的每个子集组合, 算法 1 在第 5 步花费 O(ℓk) 时间验证其中的设施类别是否满足公平性
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算法 1 多样性公平 k-中位问题的可行解存在性判定算法.

输入: 多样性公平 k-中位问题的实例 I = (ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, k, r);
输出: 布尔值 bool ∈ {True, False};
1: bool← False;

2: 令 L 为 [ℓ] 的幂集;

3: 令 [L]k 为笛卡尔乘积 L× . . .× L︸ ︷︷ ︸
k

;

4: for each (L1, . . . ,Lk) ∈ [L]k do

5: if |{i ∈ [k] : j ∈ Li}| > rj ∀ j ∈ [ℓ] then

6: for each i ∈ [k] do

7: 令 γ(i) 为 (L1, . . . ,Lk) 中与 Li 相等的集合数量;

8: end for

9: if |(
∩

j∈Li
Fj)\(

∪
j∈[ℓ]\Li

Fj)| > γ(i)∀ i ∈ [k] then

10: bool← True;

11: end if

12: end if

13: end for

14: return bool.

约束条件, 并在第 9 步花费 O(|
∪ℓ

i=1 Fi|k) 时间验证是否存在满足其类别要求的设施集合. 由此可知,

算法 1 的时间复杂度为 O(2ℓk|
∪ℓ

i=1 Fi|k).
下面分析算法 1的正确性. 在算法 1返回 True的情况下,令 (L1, . . . ,Lk) ∈ [L]k 为满足算法 1中

两个判定条件的一个子集组合. 由算法 1 第 9 步中的判定条件可知, 存在一个满足

{j ∈ [ℓ] : fi ∈ Fj} = Li ∀ i ∈ [k] (1)

且不包含重复元素的设施集合 {f1, . . . , fk} ⊆
∪ℓ

i=1 Fi. 可以得出, 每个整数 j ∈ [ℓ] 都满足

|{f1, . . . , fk} ∩ Fj | = |{i ∈ [k] : j ∈ Li}| > rj , (2)

其中, 第 1 步根据等式 (1) 得出, 第 2 步根据算法 1 第 5 步中的判定条件得出. 不等式 (2) 说明

{f1, . . . , fk} 是实例 I 的可行解. 由此可知, 当算法 1 返回 True 时, 实例 I 有可行解.

在实例 I 有可行解的情况下, 不等式 k 6 |
∪ℓ

i=1 Fi| 说明实例 I 有一个规模为 k 的可行解

{f1, . . . , fk} ⊆
∪ℓ

i=1 Fi. 给定整数 i ∈ [k], 令 Li = {j ∈ [ℓ] : fi ∈ Fj}, 并令 γ(i) 表示 (L1, . . . ,Lk)

中与 Li 相等的集合数量. 由 Li 的定义以及 {f1, . . . , fk} 的可行性可知, 每个整数 j ∈ [ℓ] 都满足

|{i ∈ [k] : j ∈ Li}| = |{f1, . . . , fk} ∩ Fj | > rj . (3)

此外, 给定整数 i ∈ [k], Li 和 γ(i) 的定义说明∣∣∣∣∣∣
 ∩

j∈Li

Fj

\ ∪
j∈[ℓ]\Li

Fj

∣∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣
 ∩

j∈Li

Fj

\ ∪
j∈[ℓ]\Li

Fj

 ∩ {f1, . . . , fk}

∣∣∣∣∣∣ = γ(i). (4)

结合不等式 (3) 和 (4) 可知, 子集组合 (L1, . . . ,Lk) 满足算法 1 第 5 步和第 9 步中的判定条件. 因此,

当实例 I 有可行解, 算法 1 返回 True.

综上所述, 当且仅当算法 1 返回 True 时, 实例 I 有可行解. 因此, 引理 5 成立.

2 求解思路

本文基于 Cohen-Addad 等 [11] 提出的算法设计框架求解多样性公平 k-中位问题. 该框架首先在

用户集合中搜索与最优解中的开设设施距离较近的一组引导点 (leaders), 然后在以引导点为中心、半
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径接近于引导点与对应设施之间距离的一组环形空间中选取候选开设设施.人们已经利用这一框架为

一系列 k-中位相关问题设计了固定参数时间的求解算法 [8, 19∼22], 其中包括 Thejaswi 等 [8] 为多样性

公平 k-中位问题提出的 (1 + 2e−1 + ε)-近似算法. 本文在求解多样性公平 k-中位问题时, 结合欧氏空

间的性质进一步压缩候选开设设施的选取范围, 在固定参数时间内得到了更好的近似比.

在为多样性公平 k-中位问题构造近似解时, Thejaswi 等 [8] 在以引导点为中心的整组环形空间中

基于次模最大化方法选取开设设施.通过这一方式构造的近似解与最优解之间费用的差值可能与环形

空间的直径相关. 本文提出的算法改进策略是将环形空间划分为一组规模较小的网格单元; 对于最优

解中的每个开设设施,本文将其所在网格单元的中心点作为近似解中的开设设施.在该过程中,本文构

造以下定义中的数据网 (data net).

定义2 (数据网 [23]) 给定集合 X ⊂ Rd、距离参数 τ > 0 和子集 N ⊆ X , 如果任意 x ∈ N 都满足
∆(x,N\{x}) > τ 且任意 x ∈ X 都满足 ∆(x,N ) < τ , 则称 N 为 X 的 τ -数据网.

Har-Peled 和 Mendel [24] 证明了当给定集合位于低维空间时, 可以在近线性时间内为其构造数据

网, 如引理 6 所述.

引理6 ([24]) 给定集合 X ⊂ Rd 和距离参数 τ > 0, 可以在 |X | log |X |2O(d) 时间内为 X 构造规模
不超过 max{|X |,

(
ϵ−1 maxx,y∈X ∆(x, y)

)d} 的 τ -数据网.

数据网的定义为本文划分环形搜索空间并选取开设设施提供了明确的思路. 对于每个引导点和

以其为中心的环形空间,本文根据实例的公平性约束条件选取空间中包含最优开设设施的一个设施子

集,并根据空间直径确定距离参数、为该子集构造数据网. 由数据网的定义可知,当考虑上述数据网对

应的维诺图 (Voronoi diagram) 时, 最优解中的每个设施与所在维诺单元的中心点之间都有较短的距

离. 通过将数据网中的每个设施作为候选开设设施, 本文可以保证候选开设设施集合有一个与最优解

较为接近的子集.

在基于数据网构造近似解时,本文面对的一个问题是现有数据网构造方法的时间复杂度及其构造

的数据网规模都对空间维度有指数级依赖. 为了保证求解算法的时间复杂度在高维欧氏空间中是关

于 k 和 ℓ 的固定参数时间, 本文基于约翰逊 – 林登施特劳斯变换和核心集构造方法将实例 I 映射为
O(log k+ log log n)-维空间中用户数量不超过 (k log n)O(1) 的小规模实例. 结合这一实例消减方法与基

于数据网选取开设设施的求解思路, 本文为多样性公平 k-中位问题提出了固定参数时间的 (1 + ε)-近

似算法.

3 实例消减

如前文所述, 本文通过构造设施集合的数据网压缩开设设施搜索范围. 为了降低数据网规模、保

证算法的时间复杂度为固定参数时间, 本节将实例 I 映射为低维空间中的小规模实例. 在该过程中,

本节考虑用户带有权重的加权多样性公平 k-中位问题.

定义3 (加权多样性公平 k-中位问题) 给定正整数 ℓ, 度量空间中的 ℓ 个设施集合 F1, . . . ,Fℓ 和

一个用户集合 C、权重函数 w : C → [1,+∞)、正整数 k 和 ℓ个非负整数组成的向量 r = (r1, . . . , rℓ),多

样性公平 k-中位问题的加权实例 (ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, w, k, r) 与非加权实例 (ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, k, r) 之
间唯一的区别是加权实例以

∑
c∈C w(c)∆(c,S) 作为解 S ⊆

∪ℓ
i=1 Fi 的费用.

当以用户集合作为输入调用引理 3 中的算法时, 我们可以在不明显改变每对用户与设施之间距

离的前提下, 将实例映射到维度与用户数量呈对数相关的低维空间中. 这一结论为本节提供了可行的

实例消减思路. 本节首先利用引理 4 压缩用户集合规模, 然后以被压缩的用户集合作为输入调用引

理 3 中的降维算法. 此外, 由于引理 4 构造的用户子集规模与空间维度相关, 本节在使用引理 4 之

前先基于引理 2 在近线性时间内将实例 I 映射到维度与 d 无关的低维空间中. 算法 2 中给出了本
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算法 2 多样性公平 k-中位问题实例消减方法.

输入: 常数 ϵ ∈ (0, 1
2
) 以及满足

∪ℓ
i=1 Fi ∪ C ⊂ Rd 的实例 I = (ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, k, r);

输出: 映射 g : Rd → Rd̃ 以及满足
∪ℓ

i=1 F̃i ∪ C̃ ⊂ Rd̃ 和 F̃i = {g(f) : f ∈ Fi} ∀ i ∈ [ℓ] 的加权实例

(ℓ, {F̃1, . . . , F̃ℓ}, C̃, w, k, r);

1: 令 g1 : Rd → Rd′ 为基于引理 2 为常数 ϵ 和集合
∪ℓ

i=1 Fi ∪ C 构造的映射;

2: 令 C′ 为基于引理 4 为常数 ϵ、集合 {g1(c) : c ∈ C} 和正整数 k 构造的加权集合, 并令 w′ : C′ → [1,+∞) 为权重函

数;

3: 令 g2 : Rd′ → Rd̃ 为基于引理 3 为常数 ϵ 和集合 C′ 构造的映射;

4: C̃ ← {g2(c) : c ∈ C′};
5: for each c ∈ C̃ do

6: w(c)← w′(g−1
2 (c));

7: end for

8: 令 g : Rd → Rd̃ 为复合映射 g2 ◦ g1;
9: for each i ∈ [ℓ] do

10: F̃i ← {g(f) : f ∈ Fi};
11: end for

12: return g : Rd → Rd̃, (ℓ, {F̃1, . . . , F̃ℓ}, C̃, w, k, r).

节提出的实例消减方法. 该算法首先基于引理 2 构造 O(logn)-维欧氏空间, 然后在该空间中利用引

理 4 中的核心集构造方法将实例的用户集合规模压缩为 (k log n)O(1), 最后利用引理 3 将实例映射到

O(log k + log log n)-维欧氏空间中. 以下引理给出了算法 2 的性能保证.

引理7 给定满足
∪ℓ

i=1 Fi ∪ C ⊂ Rd 和 |
∪ℓ

i=1 Fi ∪ C| = n 的多样性公平 k-中位问题实例 I =

(ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, k, r) 和常数 ϵ ∈ (0, 1
2 ), 算法 2 可以在 O(nd log n + (kϵ−1n)O(1)) 时间内构造满足

d̃ = ϵ−O(1)(log k + log log n) 的映射 g : Rd → Rd̃ 以及满足
∪ℓ

i=1 F̃i ∪ C̃ ⊂ Rd̃,
∑

c∈C̃ w(c) = |C| 和 |C̃| 6
(kϵ−1 log n)O(1) 的加权实例 (ℓ, {F̃1, . . . , F̃ℓ}, C̃, w, k, r), 使得任意规模不超过 k 的集合 S ⊆

∪ℓ
i=1 Fi 都

满足
∑

c∈C̃ w(c)∆(c, {g(f) : f ∈ S}) ∈ [1− ϵ, 1 + 5ϵ)
∑

c∈C ∆(c,S).

证明 令 g1 : Rd → Rd′
表示算法 2 在第 1 步中构造的映射, 令 C′ 和 w′ : C′ → [1,+∞) 分别表

示算法 2 在第 2 步构造的加权集合和权重函数, 令 g2 : Rd′ → Rd̃ 表示算法 2 在第 3 步构造的映射,

并令 g : Rd → Rd̃ 和 (ℓ, {F̃1, . . . , F̃ℓ}, C̃, w, k, r) 分别表示算法 2 返回的映射和加权实例. 可以得出∑
c∈C̃

w(c) =
∑
c∈C̃

w′(g−1
2 (c)) =

∑
c∈C′

w′(c) = |{g1(c) : c ∈ C}| = |C|, (5)

其中,第 1步基于算法 2在第 6步中的操作得出,第 2步基于 C̃ = {g2(c) : c ∈ C′}这一事实得出,第 3步

基于引理 4 得出, 第 4 步基于引理 2 构造的映射为单映射这一假设得出. 此外, 由引理 2 和 4 可知,

d′ = O(ϵ−2 log n), (6)

且

|C̃| = |C′| 6 d′(kϵ−1 log |C|)O(1) 6 (kϵ−1 log n)O(1). (7)

结合等式 (6) 和 (7) 以及引理 2∼4 可知, 算法 2 的时间复杂度不超过

O(nd log n+ |C|d′k + |C′|d′ log |C′|) 6 O(nd log n+ (kϵ−1n)O(1)), (8)

且

d̃ = O(ϵ−2 log |C′|) 6 O(ϵ−2 log(kϵ−1 logn)) = ϵ−O(1)(log k + log log n). (9)
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给定一个满足 |S| 6 k 的集合 S ⊆
∪ℓ

i=1 Fi, 可以得出∑
c∈C̃

w(c)∆(c, {g(f) : f ∈ S}) ∈ [1, 1 + ϵ]
∑
c∈C′

w(c)∆(c, {g1(f) : f ∈ S})

⊆ [1− ϵ, (1 + ϵ)2]
∑
c∈C

∆(g1(c), {g1(f) : f ∈ S})

⊆ [1− ϵ, (1 + ϵ)3]
∑
c∈C

∆(c,S)

⊆ [1− ϵ, 1 + 5ϵ)
∑
c∈C

∆(c,S), (10)

其中,第 1步基于引理 3得到,第 2步基于引理 4得到,第 3步基于引理 2得到,第 4步基于 ϵ ∈ (0, 1
2 )

这一事实得出. 由式 (5)∼(10) 可知, 引理 7 正确.

4 小规模加权实例求解算法

本节通过构造设施集合的数据网求解多样性公平 k-中位问题在低维欧氏空间中的小规模加权实

例. 下面给出本节中使用的一些定义.令 g : Rd → Rd̃和 Ĩ = (ℓ, {F̃1, . . . , F̃ℓ}, C̃, w, k, r)分别表示基于算
法 2构造的映射和加权实例,其中,

∪ℓ
i=1 F̃i∪ C̃ ⊂ Rd̃,且 F̃i = {g(f) : f ∈ Fi} ∀ i ∈ [ℓ]. 令 F̃ =

∪ℓ
i=1 F̃i.

由于 Ĩ 和 I 有相同的设施类别分布, 这两个实例的可行解存在性是一致的. 在 I 和 Ĩ 有可行解的情
况下, 令 S̃∗ = {f∗

1 , . . . , f
∗
k} ⊆ F̃ 表示 Ĩ 的一个最优解, 并令 opt =

∑
c∈C̃ w(c)∆(c, S̃∗)表示 S̃∗ 的费用.

给定整数 i ∈ [k], 定义 L∗
i = {j ∈ [ℓ] : f∗

i ∈ F̃j}, 并令 Hi =
∩

j∈L∗
i
F̃j . 令 ∆max = maxc∈C̃ ∆(c, S̃∗). 由

w(c) > 1∀ c ∈ C̃ 这一事实可知,

∆max 6
∑
c∈C̃

w(c)∆(c, S̃∗) = opt. (11)

如第 2 节中所述, 本节以 S̃∗ 中设施附近的用户为中心构造开设设施的环形搜索空间. 给定整

数 i ∈ [k] 和实数 α > 0, 令 ci 表示集合 C̃ 中与 f∗
i 距离最近的用户, 并定义 Bi(α) = {f ∈ F̃ :

∆(ci, f) 6 α}. 给定整数 i ∈ [k] 和 j ∈ [⌈ϵ−2 logn⌉], 令 D(i, 0) = Bi(ϵ∆maxn
−1), 并令 D(i, j) =

Bi(ϵ(1 + ϵ)j∆maxn
−1)\Bi(ϵ(1 + ϵ)j−1∆maxn

−1). ∆max 的定义说明

ϵ(1 + ϵ)⌈ϵ
−2 logn⌉∆maxn

−1 > ∆max > max
i∈[k]

∆(ci, f
∗
i ). (12)

由不等式 (12)以及 D(i, j)和 Hi 的定义可知,给定任意整数 i ∈ [k],都存在满足 f∗
i ∈ D(i, j)∩Hi 的整

数 j ∈ [0, ⌈ϵ−2 log n⌉]. 令 Di表示上述包含 f∗
i 的集合 D(i, j)∩Hi. 本节将开设设施的搜索范围限制在集

合 D1, . . . ,Dk 的成员中. 以下引理说明,通过将实例 Ĩ 求解算法的时间复杂度乘以 2ℓk(kϵ−1)O(k)nO(1),

可以假设 D1, . . . ,Dk 的成员是已知的.

引理8 给定加权实例 (ℓ, {F̃1, . . . , F̃ℓ}, C̃, w, k, r) 和常数 ϵ ∈ (0, 1
2 ), 集合 {D1, . . . ,Dk} 的取值不

超过 2ℓk(kϵ−1)O(k)nO(1) 种.

证明 我们首先分析集合 {D(1, 0)∩H1, . . . ,D(k, ⌈ϵ−2 log n⌉)∩Hk}的取值.由 D(i, j)的定义可知,

{D(1, 0)∩H1, . . . ,D(k, ⌈ϵ−2 log n⌉)∩Hk}的取值取决于实数∆max以及集合 {c1, . . . , ck}和 {H1, . . . ,Hk}
的取值. 由 ∆max, ci 和 Hi 的定义可知: ∆max 的取值不超过 |F̃ ||C̃| 种; {c1, . . . , ck} 的取值不超过 |C̃|k

种; {H1, . . . ,Hk}的取值不超过 2ℓk 种. 有上述论证可知,集合 {D(1, 0)∩H1, . . . ,D(k, ⌈ϵ−2 log n⌉)∩Hk}
最多有 2ℓk|C̃|k+1|F̃ | 种取值.

由 Di 的定义可知, 每个整数 i ∈ [k] 都满足 Di ∈ {D(i, 0) ∩Hi, . . . ,D(i, ⌈ϵ−2 logn⌉) ∩Hi}. 结合这
一事实与上文中关于 {D(1, 0) ∩H1, . . . ,D(k, ⌈ϵ−2 log n⌉) ∩Hk} 取值的分析可知, {D1, . . . ,Dk} 的取值
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算法 3 加权实例求解算法.

输入: 常数 ϵ ∈ (0, 1
2
) 和加权实例 Ĩ = (ℓ, {F̃1, . . . , F̃ℓ}, C̃, w, k, r);

输出: 实例 Ĩ 的近似解 S†;
1: S← ∅;
2: 令 D 为基于引理 8 为集合 {D1, . . . ,Dk} 确定的取值范围;

3: for each {D′
1, . . . ,D′

k} ∈ D do

4: for j ← 1 to kk do

5: U ← ∅;
6: for each f ∈

∪k
i=1D′

i do

7: 令 γ(f) 为在 [k] 中随机选取的一个整数;

8: end for

9: for j ← 1 to k do

10: D′
i ← {f ∈ D′

i : γ(f) = i};
11: if |D′

i| > 1 then

12: 基于引理 6 构造 D′
i 的 maxx,y∈D′

i
ϵ∆(x, y)-数据网 Ni;

13: U ← U ∪Ni;

14: else

15: U ← U ∪ D′
i;

16: end if

17: end for

18: for each S ⊆ U do

19: if |S ∩ F̃i| > ri ∀ i ∈ [ℓ] 且 |S| 6 k then

20: S← S ∪ {S};
21: end if

22: end for

23: end for

24: end for

25: return S† ← argminS∈S
∑

c∈C̃ w(c)∆(c,S).

不超过 2ℓk|C̃|k+1|F̃ |(ϵ−2 log n+ 1)k 种. 可以得出

2ℓk|C̃|k+1|F̃ |(ϵ−2 log n+ 1)k 6 2ℓk|F̃ |(kϵ−1 log n)O(k)

6 2ℓk|F̃ |(kϵ−1)O(k)nO(1)

= 2ℓk(kϵ−1)O(k)nO(1), (13)

其中, 第 1 步基于 |C̃| = (kϵ−1 log n)O(1) 这一事实 (引理 7) 得出, 第 2 步基于引理 1 得出, 第 3 步根

据 |F̃ | = |F| < n 这一事实 (由 F̃ 的定义得出) 得出. 不等式 (13) 说明引理 8 成立.

算法 3 是本节为加权实例 Ĩ 提出的求解算法. 该算法在引理 8 给出的取值范围中寻找集合

D1, . . . ,Dk. 给定满足 fi ∈ Di ∀ i ∈ [k] 且不包含重复元素的集合 {f1, . . . , fk} ⊆ F̃ , 由 Di ⊆ Hi ∀ i ∈ [k]

这一事实以及 Hi 的定义可知, 每个整数 i ∈ [ℓ] 都满足

|{f1, . . . , fk} ∩ F̃i| > |S̃∗ ∩ F̃i| > ri. (14)

不等式 (14)说明 {f1, . . . , fk}是实例 Ĩ 的可行解. 该不等式为算法 3构造满足实例公平性约束条件的

解提供了明确的设施搜索范围. 对于每个整数 i ∈ [k], 算法 3 在集合 Di 中选取与 f∗
i 较为接近的设施

作为候选开设设施. 然而, 当集合 D1, . . . ,Dk 之间存在交集时, 满足 fi ∈ Di ∀ i ∈ [k] 的解 {f1, . . . , fk}
可能会因为包含重复元素而违反不等式 (14) 以及实例的公平性约束条件. 为了避免上述问题, 算法 3

在第 7 步和第 10 步中基于彩色编码 (color coding) 技术去除集合 D1, . . . ,Dk 之间的交集. 给定整

数 i ∈ [k], 算法 3 在 7 步为每个设施 f ∈ Di 在 [k] 内随机选取一个标签 γ(f). 可以得出, 等式

γ(f∗
i ) = i∀ i ∈ [k] 成立的概率不低于 k−k. 由于算法 3 在第 4 步的循环中重复执行 kk 次, 该等式在
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至少一次循环中成立的概率可以被提升为 1 − (1 − k−k)k
k

> 1 − e−1. 在第 10 步中, 为了保证集合

D1, . . . ,Dk 之间不存在交集, 算法 3从 Di 中移除标签不为 i的设施.在等式 γ(f∗
i ) = i∀ i ∈ [k]成立的

情况下, 算法 3 的第 10 步操作不会影响 f∗
i ∈ Di ∀ i ∈ [k] 这一事实. 在去除集合 D1, . . . ,Dk 之间的交

集以后, 算法 3 为规模大于 1 的每个集合构造数据网, 并将数据网中的设施添加到候选开设设施集合

U 中. 最后, 算法 3 基于候选开设设施集合构造候选解集合 S, 并返回 S 中费用最低的解. 令 S† 表示

算法 3 返回的解.

以下引理给出了算法 3 的时间复杂度.

引理9 算法 3 的时间复杂度为 2ℓk+(kϵ−1)O(1)

nO(1).

证明 令 D 表示算法 3 在第 2 步中基于引理 8 为集合 {D1, . . . ,Dk} 确定的取值范围. 给定 F̃
的 k 个子集 D′

1, . . . ,D′
k, 令 U ′ 表示算法 3 在第 5∼17 步中构造的候选开设设施集合. 令 J = {i ∈ [k] :

|D′
i| > 1}. 给定整数 i ∈ J ,算法 3根据 D′

i 中设施之间的最大距离构造 maxx,y∈D′
i
ϵ∆(x, y)-数据网 N ′

i ,

并将 N ′
i 中的设施添加到 U ′ 中. 由引理 6 可知, 该过程所需时间不超过∑

i∈J

2O(d̃)|D′
i|O(1) 6 2O(d̃)k|F̃ |O(1) < 2O(d̃)knO(1). (15)

此外, 由 N ′
i 的定义和引理 6 可知, 每个整数 i ∈ J 都满足

|N ′
i | 6

(
maxx,y∈D′

i
∆(x, y)

ϵmaxx,y∈D′
i
∆(x, y)

)d̃

= ϵ−d̃. (16)

结合不等式 (16) 与 U ′ 的构造过程可知

|U ′| =
∑
i∈J

|N ′
i |+ k − |J | 6 kϵ−d̃. (17)

算法 3在第 18∼22步的循环中枚举 U ′ 的规模不超过 k 的子集,并将其中的可行解添加到候选解

集合 S 中. 由算法 3 将第 5∼22 步中的操作重复执行 |D|kk 次这一事实可知

|S| 6 |D|kk|U ′|k 6 |D|kO(k)ϵ−d̃k, (18)

其中, 第 2 步基于不等式 (17) 得出. 此外, 不等式 (15) 和 (17) 说明构造 S 所需时间不超过

|D|kk(2O(d̃)knO(1) + |U ′|k) 6 |D|kO(k)(2O(d̃)nO(1) + ϵ−d̃k). (19)

构造候选解集合 S 以后, 算法 3 在 S 中花费 |S||C̃|d̃k 6 |D|kO(k)ϵ−d̃k|C̃|d (不等式 (18)) 时间寻找费用

最小的解. 结合这一事实与不等式 (19) 可知, 算法 3 的时间复杂度为

|D|kO(k)(2O(d̃)nO(1) + ϵ−d̃k|C̃|d) 6 2ℓk(kϵ−1)O(k)nO(1)ϵ−O(d̃k)

6 2ℓk(kϵ−1)O(k)nO(1)(k log n)(kϵ
−1)O(1)

6 2ℓk(kϵ−1)(kϵ
−1)O(1)

nO(1)

= 2ℓk+(kϵ−1)O(1)

nO(1), (20)

其中, 第 1 步基于不等式 |D| 6 2ℓk(kϵ−1)O(k)nO(1) (引理 8) 和 |C̃| 6 (ϵ−1k log n)O(1) (引理 7) 得出, 第

2 步基于等式 d̃ = ϵ−O(1)(log k + log log n) (引理 7) 得出, 第 3 步基于引理 1 得出. 不等式 (20) 说明引

理 9 成立.

以下引理说明, S† 有较高的常数概率是实例 Ĩ 的 (1 + 5ϵ)-近似解.

引理10 不等式
∑

c∈C̃ w(c)∆(c,S†) < (1 + 5ϵ)opt 成立的概率不低于 1− e−1.
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证明 如前文所述, 以下事件成立的概率不低于 1− e−1: 算法 3 能基于彩色编码技术构造 k 个

互不相交的设施集合 D∗
1 , . . . ,D∗

k, 使得每个整数 i ∈ [k] 都满足 D∗
i ⊆ Di 和 f∗

i ∈ D∗
i . 令 U 表示算

法 3 在第 9∼17 步中基于 D∗
1 , . . . ,D∗

k 构造的候选开设设施集合. 给定整数 i ∈ [k], 本文分别考虑以下

3 种情况: (1) |D∗
i | = 1; (2) |D∗

i | > 1 且 D∗
i ⊆ D(i, 0); (3) |D∗

i | > 1 且存在满足 D∗
i ⊆ D(i, j) 的整数

j ∈ [⌈ϵ−2 log n⌉].
在情况 (1) 中, 算法 3 在第 15 步将 D∗

i 中的设施添加至 U 中. 由 f∗
i ∈ D∗

i 这一事实可知, 等式

{f∗
i } = D∗

i ⊆ U (21)

在情况 (1) 中成立.

下面分析 |D∗
i | > 1 的情况. 在该情况中, 算法 3 在第 13 步将 D∗

i 的 maxx,y∈D∗
i
ϵ∆(x, y)-数据网

Ni 中的设施添加到 U 中. Ni ⊆ D∗
i 这一事实说明 D∗

i ∩ U ≠ ∅. 在情况 (2) 中, 令 fi 为 D∗
i ∩ U 中的一

个设施. 可以得出

∆(fi, f
∗
i ) 6 ∆(ci, fi) + ∆(ci, f

∗
i ) 6 2 max

f∈D∗
i

∆(ci, f) 6
2ϵ

n
∆max 6 2ϵ

n
opt, (22)

其中,第 1步基于三角不等式1)得到,第 2步基于 {fi, f∗
i } ⊆ D∗

i 这一事实得出,第 3步根据 D∗
i ⊆ D(i, 0)

这一假设以及 D(i, 0) 的定义得出, 第 4 步基于不等式 (11) 得出.

在情况 (3) 中, 令 fi 为 Ni 中与 f∗
i 距离最近的设施. 可以得出

∆(fi, f
∗
i ) 6 ϵ max

x,y∈D∗
i

∆(x, y) 6 2ϵ max
f∈D∗

i

∆(ci, f) 6 2ϵ(1 + ϵ)∆(ci, f
∗
i ), (23)

其中, 第 1 步根据 Ni 是 D∗
i 的 maxx,y∈D∗

i
ϵ∆(x, y)-数据网这一事实以及数据网的定义得出, 第 2 步根

据三角不等式得出, 第 3 步基于存在满足 D∗
i ⊆ D(i, j) 的整数 j ∈ [⌈ϵ−2 logn⌉] 这一假设以及 D(i, j)

的定义得出.

由等式 (21)、不等式 (22) 和 (23) 可知, 候选开设设施集合 U 有一个对于任意整数 i ∈ [k] 都满足

以下不等式的子集 S = {f1, . . . , fk}:

∆(fi, f
∗
i ) 6

2ϵ

n
opt + 2ϵ(1 + ϵ)∆(ci, f

∗
i ). (24)

给定整数 i ∈ [k], 定义 C̃∗
i = {c ∈ C̃ : argminf∈S̃∗ ∆(c, f) = f∗

i }. 可以得出

k∑
i=1

∑
c∈C̃∗

i

w(c)∆(fi, f
∗
i ) 6

k∑
i=1

∑
c∈C̃∗

i

w(c)

(
2ϵ

n
opt + 2ϵ(1 + ϵ)∆(ci, f

∗
i )

)

< 2ϵ · opt + 2ϵ(1 + ϵ)
k∑

i=1

∑
c∈C̃∗

i

w(c)∆(ci, f
∗
i )

6 2ϵ · opt + 2ϵ(1 + ϵ)
k∑

i=1

∑
c∈C̃∗

i

w(c)∆(c, f∗
i )

= 2ϵ · opt + 2ϵ(1 + ϵ)
∑
c∈C̃

w(c)∆(c, S̃∗)

< 5ϵ · opt, (25)

其中,第 1步基于不等式 (24)得出,第 2步基于
∑

c∈C̃ w(c) = |C| < n这一事实 (引理 7)得出,第 3步

基于 ci 是 C̃ 中与 f∗
i 距离最近的用户这一事实得出,第 4步根据 C̃∗

i 的定义得出,第 5步根据 ϵ ∈ (0, 1
2 )

1) 欧氏空间中的任意 3 个点 x, y 和 z 都满足 ∆(x, z) 6 ∆(x, y) + ∆(y, z).
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算法 4 多样性公平 k-中位问题的求解算法.

输入: 常数 ϵ ∈ (0, 1
2
) 以及满足

∪ℓ
i=1 Fi ∪ C ⊂ Rd 的实例 I = (ℓ, {F1, . . . ,Fℓ}, C, k, r);

输出: 布尔值 False 或实例 I 的近似解 S‡;
1: 令 bool 为算法 1 为实例 I 给出的判定结果;

2: if bool = False then

3: return False;

4: else

5: 令 g : Rd → Rd̃ 和 Ĩ = (ℓ, {F̃1, . . . , F̃ℓ}, C̃, w, k, r) 为基于算法 2 为 ϵ 和 I 构造的映射和加权实例;

6: 令 S† 为基于算法 3 为 ϵ 和 Ĩ 构造的集合;

7: return S‡ ← {g−1(f) : f ∈ S†};
8: end if

这一事实得出. 由此可知,∑
c∈C̃

w(c)∆(c,S) =
k∑

i=1

∑
c∈C̃∗

i

w(c)∆(c,S)

6
k∑

i=1

∑
c∈C̃∗

i

w(c)
(
∆(c, f∗

i ) + ∆(f∗
i ,S)

)

6
k∑

i=1

∑
c∈C̃∗

i

w(c)
(
∆(c, f∗

i ) + ∆(f∗
i , fi)

)

=
∑
c∈C̃

w(c)∆(c, S̃∗) +

k∑
i=1

∑
c∈C̃∗

i

w(c)∆(f∗
i , fi)

< (1 + 5ϵ)opt, (26)

其中, 第 2 步基于三角不等式得到, 第 4 步根据 C̃∗
i 的定义得出, 第 5 步根据不等式 (25) 得出.

由 fi ∈ D∗
i ∀ i ∈ [k]这一事实和 D∗

1 , . . . ,D∗
k 的定义可知,集合 S = {f1, . . . , fk}中不包含重复元素,

且 fi ∈ Di ∀ i ∈ [k]. 结合这一事实与不等式 (14)可知, S 是实例 Ĩ 的可行解,且算法 3会在第 18∼22步

中将 S 添加到候选解集合 S 中. 由此可知,∑
c∈C̃

w(c)∆(c,S†) = min
S′∈S

∑
c∈C̃

w(c)∆(c,S ′) 6
∑
c∈C̃

w(c)∆(c,S) < (1 + 5ϵ)opt,

其中, 第 3 步基于不等式 (26) 得到.

5 多样性公平 k-中位问题的求解算法

本节基于第 3 节中给出的实例消减方法和第 4 节中给出的小规模加权实例求解算法为实例 I 构
造近似解, 如算法 4 所述. 给定常数 ϵ 和实例 I, 算法 4 首先基于算法 1 判定实例 I 的可行解存在性.

在实例 I 有可行解的情况下, 算法 4 利用算法 2 构造映射 g : Rd → Rd̃ 以及满足
∪ℓ

i=1 F̃i ∪ C̃ ⊂ Rd̃ 和

F̃i = {g(f) : f ∈ Fi} ∀ i ∈ [ℓ] 的加权实例 Ĩ = (ℓ, {F̃1, . . . , F̃ℓ}, C̃, w, k, r), 并基于算法 3 求解加权实例

Ĩ. 该算法将 Ĩ 的解在映射 g 下的原像集合作为实例 I 的近似解. 下面通过分析算法 4的性能证明定

理 1 的正确性.

证明 (定理 1) 由引理 5 可知, 算法 4 调用算法 1 以判定实例 I 可行解存在性所需时间不超过
O(2ℓknk). 在实例 I 有可行解的情况下, 令 S‡ 表示算法 4 返回的设施集合, 并令 S† 表示算法 4 调用

算法 3 为加权实例 Ĩ 构造的近似解. 可以得出, 每个整数 i ∈ [ℓ] 都满足

|S‡ ∩ Fi| = |{g(f) : f ∈ S‡ ∩ Fi}| = |S† ∩ F̃i| > ri, (27)
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其中, 第 1 步根据引理 2 和 3 构造的映射都是单映射这一假设得出, 第 2 步基于 S† = {g(f) : f ∈ S‡}
和 F̃i = {g(f) : f ∈ Fi} 这一事实得出, 第 3 步根据 S† 是 Ĩ 的可行解这一事实得出. 不等式 (27) 说

明 S‡ 是实例 I 的可行解. 下面分析 S‡ 的近似比. 令 S∗ 和 S̃∗ 分别表示实例 I 和加权实例 Ĩ 的最
优解. 在引理 10 中声明的不等式成立的情况下, 可以得出∑

c∈C

∆(c,S‡) 6 1

1− ϵ

∑
c∈C̃

w(c)∆(c,S†)

<
1 + 5ϵ

1− ϵ

∑
c∈C̃

w(c)∆(c, S̃∗)

6 1 + 5ϵ

1− ϵ

∑
c∈C̃

w(c)∆(c, {g(f) : f ∈ S∗})

<
(1 + 5ϵ)2

1− ϵ

∑
c∈C

∆(c,S∗)

< (1 + 47ϵ)
∑
c∈C

∆(c,S∗), (28)

其中,第 1和 4步基于引理 7得出,第 2步基于引理 10得出,第 5步基于 ϵ ∈ (0, 1
2 )这一事实得出.由

不等式 (28) 可知, 当引理 10 中声明的不等式成立时 (其概率不低于 1− e−1), 算法 4 返回的解近似比

为 (1+ 47ϵ). 通过重复运行算法 4并返回费用最低的解,我们可以将得到 (1+ 47ϵ)-近似解的概率提升

为任意小于 1的常数. 此外,引理 7和 9说明算法 4的时间复杂度为 O(nd log n)+ 2ℓk+(kϵ−1)O(1)

nO(1).

令 ϵ = ε
47 , 则上述论证表明, 算法 4 是时间复杂度为 O(nd log n) + 2ℓk+(kε−1)O(1)

nO(1) 的 (1 + ε)-近似

算法.

6 总结

本文为多样性公平 k-中位问题提出了时间复杂度为 O(nd log n)+2ℓk+(kε−1)O(1)

nO(1) 的 (1+ ε)-近

似算法, 在欧氏空间中改进了 Thejaswi 等 [8] 在相近的固定参数时间内给出的 (1 + 2e−1 + ε)-近似结

果.本文给出的实例消减技术和基于数据网的开设设施选取方法为求解欧氏空间中的设施选址型问题

实例提供了新的求解思路. 基于这一技术处理其他相关问题是一个值得进一步研究的方向.
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Abstract The diversity-aware k-median problem holds significant importance across various fields related

to clustering, particularly in scenarios where clustering centers need to be fairly selected, such as in data

summarization. Given a set of clients, ℓ sets of facilities, and a positive integer k, the problem aims to open

a constrained number of facilities from each facility set, ensuring that the number of opened facilities is no more

than k, and each client has a high similarity with the nearest opened facility. In this paper, we reduce the

considered instance of the problem to a small-size one located in a low-dimensional space, and partition the space

based on the points from the reduced instance to estimate the locations of the facilities opened in an optimal

solution. This yields a (1 + ε)-approximation algorithm running in O(nd logn) + 2ℓk+(kε−1)O(1)

nO(1) time in d-

dimensional Euclidean space, where n is the number of clients and facilities. This improves upon the previously

known (1+2e−1+ε)-approximation ratio obtained within a similar fixed-parameter tractable running time, despite

the latter being applicable in a more general metric space.

Keywords parameterized algorithm, approximation algorithm, k-median, facility location, sampling


