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摘要 本文主要研究有向图中含弹性关节多机械臂系统的一致性问题, 利用模型参考自适应一致性

方法,将含弹性关节多机械臂系统的一致性问题转化成参考模型的一致性和单个机械臂系统的轨迹跟

踪问题两个子问题. 考虑到机械臂的相对角速度信息难以获取的情况, 提出了无需相对角速度信息的

线性参考模型. 在轨迹跟踪算法设计上, 利用反步法对单个机械臂系统设计了跟踪控制算法, 使得系

统达到关节角度趋于一致的结果.
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1 引言

在过去的二十年里, 多智能体系统的协同控制问题受到了各领域学者的广泛关注. 目前关于多智

能体系统的研究主要包括一致性、编队、协同探索、分布式优化等 [1∼3]. 其中,一致性问题作为多智能

体系统协同控制的基本问题之一得到了深入的研究.多智能体系统一致性的目的是利用智能体间的局

部信息交互使得智能体状态收敛到同一终值. 多智能体系统的一致性算法与编队、聚集、合围控制等

算法有着紧密的联系.

早期关于多智能体系统一致性的结果往往集中在线性模型 [4], 而实际系统本质上都是非线性的.

其中, 多机械臂系统的一致性得到了学者们的广泛关注. 在以往多机械臂系统的一致性控制问题上,

通常利用二阶 Euler-Lagrange 方程对系统动力学进行建模. Ren [5] 在无向图中针对多 Euler-Lagrange

系统提出了一种分布式控制律, 并研究了速度信息未知和存在输入饱和的情形, 利用无向图的对称性

构造了 Lyapunov函数,进一步证明了系统的稳定性. 由于 Euler-Lagrange系统的本质非线性,有向图

中多机械臂系统的一致性问题具有较大的挑战.常用方法是引入分布式滑模变量 [6∼18],其目的是使每

个智能体的状态收敛到设计好的滑模面上, 当智能体的状态在滑模面上时, 智能体的状态将趋于一致.

引用格式: 孟祥正, 吴爱国, 梅杰, 等. 有向图中含弹性关节多机械臂系统的分布式一致性. 中国科学: 信息科学, 2023, 53: 81–96,

doi: 10.1360/SSI-2021-0349
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针对一般有向图下的一致性问题, Nuno 等 [6] 在存在通信时延的情况下, 分别研究了无领航者一致性

问题和分布式跟踪问题. 考虑到实际情况下相对速度信息难以精确获取的情况, Mei 等 [7] 提出了无需

相对速度信息的一致性算法. Cheng 等 [8] 考虑了运动学不确定性下的机械臂系统末端的一致性问题.

Zhang 等 [9] 提出了一种时变采样数据策略, 实现了多 Euler-Lagrange 系统的无领导一致性控制. 当系

统存在参数不确定性和有界外部扰动的情况下, Liu 等 [10] 设计了有向图中带有扰动补偿的自适应算

法. Wang [11] 设计了一种有向图中存在通信时延的多 Euler-Lagrange系统一致性算法. Miao等 [12] 考

虑了存在随机外界扰动的情形, 在无循环划分网络中提出了分组一致性算法. Cao 等 [13] 提出了无需

相对速度信息的分组一致性, 组内智能体的状态趋于一致, 组间状态可以保持不同. Min 等 [14] 分别给

出了动态一致性和静态一致性两种算法, 并且讨论了在切换拓扑图下静态一致性算法的稳定性. Chen

等 [15] 针对不确定多机械臂系统设计了全分布式算法, 实现了有限时间跟踪. Meng 等 [16] 针对存在领

航者的异质多 Lagrange系统,设计了一种自适应协同跟踪控制律,且避免了智能体邻居速度信息的使

用. Zou 等 [17] 考虑了分布式优化问题, 设计了自适应算法使得多 Lagrange 系统在状态实现一致的同

时最小化全局代价函数. Wang等 [18] 将特征建模方法拓展到了多智能体系统领域,从而提出了离散时

间下多机械臂系统的一致性算法.

以上结果中均用二阶 Euler-Lagrange 系统对机械臂进行建模, 适用于刚性机械臂. 而刚性机械臂

通常建造得大而重以获得较大的关节刚性, 从而达到抑制振荡的目的. 相对于刚性机械臂, 含弹性关

节机械臂具有质量轻、承载比大、生产效率高等优点. 其关节弹性主要来源于关节中的弹性驱动器等

部件. 但弹性部件在提高关节承载比的同时也带来了机械臂在运动时的振荡问题, 从而造成系统控制

精度降低. 现有针对单个含弹性关节机械臂系统的控制算法已经发展得比较成熟, 控制目标主要包括

关节位置/速度控制、末端执行器位置/速度跟踪控制以及有限时间控制等. 所用到的控制方法主要包

括: PD 控制方法 [19]、自适应控制 [20]、奇异摄动控制 [21] 和反步法 [22] 等.

总结上述文献可以发现, 关于含弹性关节机械臂的研究大多是针对单个机械臂系统的. 然而, 对

于含弹性关节多机械臂系统的协同控制问题, 相关结果比较少, 其主要原因是考虑弹性关节后系统动

力学阶次增加, 且存在非匹配的非线性项. Nuño 等 [23] 针对有领航者和无领航者两种情况, 提出了无

向图中含弹性关节多机械臂系统的一致性算法, 在补偿重力项的同时保证关节角度一致性, 然而该算

法需要假设各个含弹性关节机械臂的动力学参数完全相同. Avila-Becerril 等 [24] 考虑了有向图中存在

未知通信时延的含弹性关节多机械臂系统的一致性问题,并将关节空间中的一致性算法拓展到任务空

间中,然而该算法需要用到邻居系统状态的各阶导数信息.针对上述问题,本文研究有向图中含弹性关

节多机械臂系统的一致性, 设计了仅交互相对关节角度信息的分布式算法, 所设计算法无需任何全局

信息, 是完全分布式的. 最后, 通过仿真验证了算法的有效性.

与文献 [6∼18] 中研究的二阶机械臂系统相比, 本文考虑了机械臂关节存在弹性的情况, 因此所用

动力学模型更复杂, 阶次也更高, 而且文献 [6∼18] 中的算法无法直接应用到本文所研究的含弹性关节

多机械臂一致性问题上; 与文献 [23] 中研究无向图中的含弹性关节多机械臂系统的一致性相比, 本文

考虑了非对称有向图的情况, 仅要求其含有有向生成树, 因此更具一般性; 与文献 [24] 相比, 本文的一

致性算法无需用到相对关节角速度和相对关节角加速度信息, 提高了算法效率.

2 背景知识和问题描述

2.1 代数图论

对一包含 N 个智能体的多智能体系统, 智能体之间的信息交互可通过拓扑图建模. 首先对用到
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的代数图论知识进行介绍. 图是由节点和连接节点的边构成的集合, 记为 GN = (VN , EN ,AN ), 其中

点集 VN = {1, . . . , N} 代表所有节点组成的集合, 边集 EN ⊆ VN × VN 为连接各个节点的所有边构

成的集合, AN = [aij ] ∈ RN×N 代表邻接矩阵, DN = diag(d1, . . . , dN ) ∈ RN×N 代表入度矩阵, 入度

di =
∑N

j=1 aij . 如果图 GN 的边是单向的, 那么称该图为有向图; 反之, 如果图 GN 的边是双向的, 则

该图为无向图. 在有向图中, 边 (i, j) ∈ EN 表示智能体 j 能够接收到智能体 i 的信息, 节点 j 为节点

i 的子节点, 节点 i 为节点 j 的父节点. 邻接矩阵的元素 aij 的计算方式为: 当 (j, i) ∈ EN 时, aij > 0;

否则 aij = 0. 有向图的路径是一个采取 (i1, i2), (i2, i3), . . . , (ik−1, ik) 形式的边的有限序列, 其中任意

一条边 (im, im+1) ∈ EN . 通常情况下假设一个节点不需要和自身进行通信, 即 aii = 0,∀i ∈ VN .

有向图的 Laplacian 矩阵为 LN = [lij ] ∈ RN×N , 其中, lii =
∑N

j=1,j ̸=i aij , 对于 i ̸= j, lij = −aij .

那么可以得到

N∑
j=1

lij = 0, i = 1, . . . , N. (1)

定义一个特殊的 (N − 1)×N 矩阵 QN 如下 [25]:

QN =



−1 + (N − 1)υ 1− υ −υ · · · −υ

−1 + (N − 1)υ −υ 1− υ
. . .

...

...
...

. . .
. . . −υ

−1 + (N − 1)υ −υ · · · −υ 1− υ


,

其中 υ = N−
√
N

N(N−1) . 则矩阵 QN 具有以下性质:

QN1N = 0N−1, (2)

QNQT
N = IN−1, (3)

QT
NQN = IN − 1

N
1N1T

N . (4)

引理1 ([26]) 在有向图 GN 包含一个有向生成树的情况下, QNLNQT
N 的所有特征根均有正实部,

其中, LN ∈ RN×N 为有向图 GN 对应的 Laplacian 矩阵.

定义1 ([27]) 考虑系统

ẋ = f(t, x, u), (5)

其中, f : [0,∞)×Rn ×Rm → Rn 关于 t 分段连续, 并且关于 x 和 u 是局部 Lipschitz 的. 输入 u(t) 对

于所有 t > 0 分段连续且有界. 如果存在一个 KL 类函数 β 和一个 K 类函数 γ, 使得对于任意初始状

态 x(t0) 和任意有界输入 u(t), 解 x(t) 对所有 t > t0 均存在, 并且满足

∥x(t)∥ 6 β(∥x(t0)∥, t− t0) + γ

(
sup

t06τ6t
∥u(τ)∥

)
, (6)

那么称该系统是输入到状态稳定的 (input-to-state stable, ISS).

引理2 ([27]) 如果系统 (5) 是输入到状态稳定的, 那么对任意有界输入 u(t), 状态 x(t) 有界. 随

着时间 t 的增加, 状态 x(t) 最终关于 K 类函数 γ 有界. 如果 limt→∞ u(t) = 0, 那么 x(t) 同样会收敛

至零.
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2.2 动力学模型

由于对摩擦力、电机阻尼等因素的考虑不同, 含弹性关节机械臂系统的建模各不相同, 通常根据

实验需求的精度和复杂度选择相应模型. 本文使用 Spong [28] 提出的简化动力学模型, 有如下两个基

本假设.

假设1 转子的动能主要和自身的旋转有关,也就是说,转子的运动是相对于惯性坐标系的简单旋

转运动;

假设2 转子/齿轮的惯性关于转子的旋转轴对称.

基于以上假设, 可以将关节弹性等效成弹性系数为 Ki 的弹簧, 同时这个弹簧具有阻尼 Bi, 把每

个关节的转子等效成 “虚拟连杆”, 则一个 p 连杆含弹性关节机械臂的动力学方程可以写作

Mi(qi)q̈i + Ci(qi, q̇i)q̇i + gi(qi) = Ki(θi − qi), (7)

Jiθ̈i +Biθ̇i +Ki(θi − qi) = ui, i = 1, . . . , n, (8)

其中, qi ∈ Rp, θi ∈ Rp 是关节角度和转子角度, Mi(qi) ∈ Rp×p 是机械臂惯量矩阵, Ci(qi, q̇i) ∈ Rp×p 是

科氏力和中心力矩阵, gi(qi) ∈ Rp 是重力项, ui ∈ Rp 是转子输入力矩, Ki, Ji, Bi ∈ Rp×p 分别是关节

刚度矩阵、转子惯量矩阵和转子阻尼矩阵. 含弹性关节机械臂的动力学模型具有以下性质 [29].

性质1 有界性: 惯量矩阵 Mi(qi) 是对称正定矩阵, 并且满足 y ∈ Rp,

mi∥y∥2 6 yTMi (qi) y 6 m̄i∥y∥2,

其中, mi, m̄i ∈ R 是正常数.

性质2 反对称性: Ṁi(qi)− 2Ci(qi, q̇i) 是反对称矩阵.

性质3 参数线性化: Mi(qi)χ+Ci(qi, q̇i)γ + gi(qi) = Yi(qi, q̇i, χ, γ)θsi, ∀χ, γ ∈ Rp. 其中, 回归矩阵

Yi(qi, q̇i, χ, γ) ∈ Rp×pθ 是已知的, θsi ∈ Rpθ 是由第 i 个机械臂的连杆长度、重心、惯量等参数构成的

常数矩阵.

性质4 Ki, Ji, Bi 是弹性关节机械参数构成的常对角正定矩阵.

含弹性关节机械臂的动力学可以看成是 Euler-Lagrange 方程和转子动力学方程级联组成的动力

学方程. 定义 xi,1 = θi, xi,2 = θ̇i, 并将其代入动力学 (7) 中, 可得

Mi (qi) q̈i + Ci (qi, q̇i) q̇i + gi (qi) +Kiqi = Kixi,1, (9)

ẋi,1 = xi,2, (10)

ẋi,2 = J−1
i ui − J−1

i Bixi,2 − J−1
i Ki (xi,1 − qi) . (11)

由式 (9)∼(11) 可见, 含弹性关节机械臂系统不同于二阶 Euler-Lagrange 系统, 其动力学中考虑了关节

转子带来的影响, 因此无法在真实控制输入 ui 中直接针对式 (9) 设计一致性算法.

3 分布式一致性算法设计

由于含弹性关节机械臂系统的非线性和强耦合性,很难直接针对其动力学设计一致性算法. 最近,

Mei等 [30] 提出了一种模型参考自适应一致性方法,用于解决智能体动力学中存在不确定性的问题.受
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文献 [30] 的启发, 通过对每个机械臂系统设计参考模型, 可以将含弹性关节多机械臂系统的一致性问

题转化成参考模型的一致性和单个含弹性关节机械臂系统的跟踪问题两个子问题. 其中, 参考模型是

一个具有恒定参数的线性系统, 输入是多机械臂系统关节角度的一致性误差. 参考模型的作用是根据

关节角度的一致性误差输出参考轨迹,而机械臂通过设计控制算法对该参考轨迹进行跟踪. 一般来说,

参考模型设计为与系统动力学模型阶次相同的线性系统,以便于进行参考模型的一致性分析以及单系

统的轨迹跟踪算法设计.

3.1 参考模型设计

本小节将首先设计合适的线性参考模型. 考虑最具一般性的有向图, 即有如下假设.

假设3 智能体之间的信息交互拓扑图是包含有向生成树的有向图.

注意到含弹性关节机械臂系统具有四阶动力学模型, 在应用模型参考一致性方法时, 需要采用四

阶的线性参考模型, 该模型以机械臂系统的关节角度一致性误差 τi , −
∑n

j=1 aij(qi − qj) 作为输入.

定义参考模型的状态为 (zi, żi, z̈i, z
(3)
i ) ∈ R4p. 对于机械臂 i, 选取如下的线性参考模型:

z
(4)
i + ai,3z

(3)
i + ai,2z̈i + ai,1żi + ai,0zi = biτi, i = 1, . . . , n, (12)

其中 ai,0, ai,1, ai,2, ai,3, bi 是待设计的参数. 接下来通过设计合适的参数 ai,j , j = 0, 1, 2, 3 和 bi 便于参

考模型 (12) 的一致性分析. 定义跟踪误差为

ei = qi − zi.

定义堆栈向量 Z = (zT1 , z
T
2 , . . . , z

T
n )

T, q = (qT1 , q
T
2 , . . . , q

T
n )

T, τ = (τT1 , τT2 , . . . , τTn )T, e = (eT1 , e
T
2 , . . . , e

T
n )

T.

定义 A0 = diag(a1,0, a2,0, . . . , an,0), A1 = diag(a1,1, a2,1, . . . , an,1), A2 = diag(a1,2, a2,2, . . . , an,2), A3 =

diag(a1,3, a2,3, . . . , an,3), B = diag(b1, b2, . . . , bn). 则式 (12) 的向量形式可以写为

Z(4) + (A3 ⊗ Ip)Z
(3) + (A2 ⊗ Ip)Z̈ + (A1 ⊗ Ip)Ż + (A0 ⊗ Ip)Z = (B ⊗ Ip)τ. (13)

定义如下辅助变量 ξi,l = (ξi,l1, ξi,l2, . . . , ξi,lp)
T ∈ Rp, l = 1, . . . , 4:

ξi,1 = zi,

ξi,l =
1

ki
ξ̇i,l−1 + ξi,l−1, l = 2, 3, 4, (14)

其中 ki 为正常数增益. 通过式 (14) 可以得到 ξi,4 的表达式为

ξi,4 = zi +
3

ki
żi +

3

k2i
z̈i +

1

k3i
z
(3)
i . (15)

对式 (15) 求导可得

ξ̇i,4 = żi +
3

ki
z̈i +

3

k2i
z
(3)
i +

1

k3i
z
(4)
i . (16)

定义列向量 ξ∗,l = (ξT1,l, ξ
T
2,l, . . . , ξ

T
n,l)

T ∈ Rnp, l = 1, 2, 3, 4, 和矩阵 K̃ = diag(k1, k2, . . . , kn). 注意

到式 (14) 和 (16) 可以写为

ξ̇∗,l =− (K̃ ⊗ Ip)(ξ∗,l − ξ∗,l+1), l = 1, 2, 3,
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ξ̇∗,4 = Ż + 3(K̃−1 ⊗ Ip)Z̈ + 3(K̃−2 ⊗ Ip)Z
(3) + (K̃−3 ⊗ Ip)Z

(4). (17)

式 (17) 可以写为

ξ̇∗,4 = Ż + 3(K̃−1 ⊗ Ip)Z̈ + 3(K̃−2 ⊗ Ip)Z
(3) + (K̃−3 ⊗ Ip)Z

(4)

− [(K̃−1D)⊗ Ip]ξ∗,4 + [(K̃−1A)⊗ Ip]ξ∗,1 + [(K̃−1L)⊗ Ip]ξ∗,1

+ [(K̃−1D)⊗ Ip](ξ∗,4 − ξ∗,1), (18)

其中 L,D,A 分别是多机械臂系统的 Laplacian 矩阵、入度矩阵和邻接矩阵. 将式 (13) 和 (15) 代入

式 (18) 中可得

ξ̇∗,4 =− [(K̃−3A1 − 3K̃−2D)⊗ Ip − Inp]Ż − [(K̃−3A2 − 3K̃−1 − 3K̃−3D)⊗ Ip]Z̈

− [(K̃−3A3 − 3K̃−2 − K̃−4D)⊗ Ip]Z
(3) + [(K̃−3A0)⊗ Ip]Z

− [(K̃−3BL)⊗ Ip]q + [(K̃−1L)⊗ Ip]ξ∗,1 − [(K̃−1D)⊗ Ip]ξ∗,4 + [(K̃−1A)⊗ Ip]ξ∗,1. (19)

那么选取 A0 = 0, A1 = K̃3 + 3K̃D, A2 = 3K̃2 + 3D, A3 = 3K̃ + K̃−1D, B = K̃2, 即 ai,0 = 0,

ai,1 = k3i +3ki
∑n

j=1 aij , ai,2 = 3k2i +3
∑n

j=1 aij , ai,3 = 3ki + k−1
i

∑n
j=1 aij , bi = k2i ,则式 (19)可以写为

ξ̇∗,4 =− [(K̃−1D)⊗ Ip]ξ∗,4 + [(K̃−1A)⊗ Ip]ξ∗,1 + [(K̃−1L)⊗ Ip]e. (20)

定义堆栈向量 ξ =
(
ξT∗,1, ξ

T
∗,2, ξ

T
∗,3, ξ

T
∗,4

)T
, 则式 (17) 可以写为

ξ̇ = −(L̃ ⊗ Ip)ξ +He, (21)

其中,

L̃ =


K̃ −K̃ 0n×n 0n×n

0n×n K̃ −K̃ 0n×n

0n×n 0n×n K̃ −K̃

−K̃−1A 0n×n 0n×n K̃−1D

 , (22)

H , (0np×np, 0np×np, 0np×np, −LTK̃−1 ⊗ Ip)
T. 对矩阵 L̃, 可以看出其行的和为零, 对角元素全部为

正, 且非对角线元素为非正, 那么 L̃ 可以看作是一个包含 4n 个智能体的有向图 G̃ 对应的 Laplacian

矩阵. 因为 L̃ 由 L和增益矩阵 K̃ 计算得到, 因此当 K̃ 确定时, 有向图 G 和 G̃ 是一一对应的. 参考模

型的动力学 (21) 可以看作是由 4n 个一阶线性智能体构成的多智能体系统. 其中, 智能体的状态为 ξ,

He 可以看作是外部扰动.

因此对式 (12), 参考模型可设计为

z
(4)
i +

3ki + k−1
i

n∑
j=1

aij

 z
(3)
i +

3k2i + 3

n∑
j=1

aij

 z̈i +

k3i + 3ki

n∑
j=1

aij

 żi = −k2i

n∑
j=1

aij(qi − qj),

(23)

其初值可以设定为 zi(0) = qi(0), żi(0) = 0p, z̈i(0) = 0p, z
(3)
i (0) = 0p. 可以看出, 式 (23) 所示的参考模

型为四阶线性系统, 其输入为机械臂系统关节角度的一致性误差, 输出为系统的状态 (zi, żi, z̈i, z
(3)
i ).
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New graph G
~

图 1 一个由 3 节点构成的且包含有向生成树的有向图 (左) 通过矩阵变换产生的新图 (右)

Figure 1 A directed graph with a directed spanning tree composed of 3 nodes (left) and a new graph generated by matrix

transformation (right)

在上述框架下, 本文接下来的分析分成两步进行. 第 1 步是针对线性参考模型动力学 (21) 的分

析, 其关键在于图 G̃ 的连通性; 第 2 步是设计控制算法完成单机械臂对线性参考模型输出的跟踪. 在

固定拓扑结构下,一阶多积分器系统可以达成一致的充分必要条件是智能体间的信息交互拓扑图包含

有向生成树. 至此, 关于图 G̃ 的连通性有以下主要结论.

引理3 如果原图 G 是包含有向生成树的有向图, 那么新图 G̃ 同样是包含有向生成树的有向图.

证明 先根据分块矩阵的定义将智能体分为 4 组, 第 1 组为节点 V1 = {1, . . . , n}, 第 2 组为节点

V2 = {n+ 1, . . . , 2n}, 第 3 组为节点 V3 = {2n+ 1, . . . , 3n}, 第 4 组为节点 V4 = {3n+ 1, . . . , 4n}, 新图
G̃ 对应的邻接矩阵 Ã 如下所示:

Ã =



0n×n K̃ 0n×n 0n×n

0n×n 0n×n K̃ 0n×n

0n×n 0n×n 0n×n K̃

K̃−1A 0n×n 0n×n 0n×n


. (24)

如果原图是包含有向生成树的有向图, 那么在原图 G 中存在根节点 i, 任取节点 j, j = 1, . . . , n且

j ̸= i, 存在有向路径 (i, i1), (i1, i2), . . . , (ik, j), 其中 i1, i2, . . . , ik 是路径经过的节点. 那么在新图 G̃ 中,

则有一条新的路径与其对应: (i + 3n, i + 2n), (i + 2n, i + n), (i + n, i), (i, i1 + 3n), (i1 + 3n, i1 + 2n),

(i1 +2n, i1 +n), (i1 +n, i1), (i1, i2 +3n), . . . , (ik +3n, ik +2n), (ik +2n, ik +n), (ik +n, ik), (ik, j+3n),

因此对于第 4 组智能体中的节点 i+ 3n, 任取节点 j + 3n, j = 1, . . . , n 且 j ̸= i, 可以找到一条有向路

径通向节点 j + 3n, 即节点 i+ 3n 存在有向路径通向第 4 组节点中的其余任意节点.

实际上由第 4组智能体出发的路径 (i+3n, i+2n), (i+2n, i+n), (i+n, i), (i, i1+3n)和 (j+3n, j+2n),

(j +2n, j + n), (j + n, j)可以发现, 节点 i+3n 存在有向路径通向其他所有节点, 也就是说节点 i+3n

实际上是新图 G̃ 的一个根节点, 所以新图 G̃ 是一个包含有向生成树的有向图.

例如在图 1 中, 原连通图 G 是一个包含有向生成树的有向图, 节点数 n = 3, 其中 1 号节点是根

节点. 根据原图 G 和增益矩阵 K̃ 可以计算出新连通图 G̃ 的邻接矩阵 Ã, 进而画出新连通图 G̃. 那么
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图 2 第 i 个含弹性关节机械臂系统在模型参考自适应一致性下的流程图

Figure 2 Block diagram of the ith manipulator in the multi-agent system with a model-reference adaptive consensus

scheme

根据引理 3, 1 + 3n 号节点, 即 10 号节点也是根节点. 可以看出, 10 号节点存在有向路径通向 G̃ 中的
其余节点.

3.2 轨迹跟踪控制算法设计

接下来设计状态反馈跟踪算法, 使得含弹性关节机械臂的关节角度跟踪参考模型的状态 zi, 即

qi − zi → 0p. 以式 (23) 为参考模型, 模型参考一致性的控制流程图如图 2 所示.

定义以下辅助变量:

q̇ri = żi − Λi,1ei,

si = q̇i − q̇ri = ėi + Λi,1ei, (25)

其中 Λi,1 是正定对称的常数对角矩阵. 针对系统 (9)选择虚拟输入为 xi,1, 对其设计虚拟控制律 xi,1d:

xi,1d = αi,1 (qi, q̇i, zi, żi, z̈i)

= qi +Ki
−1[Yi(qi, q̇i, q̈ri, q̇ri)θsi −KDisi], (26)

其中 KDi 是正定对称的常数对角矩阵.

然而, 式 (9) 的输入并非 xi,1d, 由此定义如下误差:

wi,1 = xi,1 − xi,1d, (27)

将式 (27) 代入式 (9) 中可得

Mi (qi) ṡi + Ci (qi, q̇i) si +KDisi = Kiwi,1. (28)

对式 (28) 选取 Lyapunov 候选函数:

Vi,1 =
1

2
sTi Mi (qi) si, (29)

求导可得

V̇i,1 =
1

2
sTi Ṁi (qi) si + sTi Mi (qi) ṡi

=
1

2
sTi Ṁi (qi) si + sTi [−KDisi − Ci (qi, q̇i) si +Kiwi,1]

= −sTi KDisi + sTi Kiwi,1 +
1

2
sTi

[
Ṁi (qi)− 2Ci (qi, q̇i)

]
si

= −sTi KDisi + sTi Kiwi,1. (30)
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注意到 xi,1 不是含弹性关节机械臂系统的实际输入. 对 wi,1 求导可得

ẇi,1 = ẋi,1 − α̇i,1

= xi,2 −
∂αi,1

∂qi
q̇i −

∂αi,1

∂q̇i
q̈i −

∂αi,1

∂zi
żi −

∂αi,1

∂żi
z̈i −

∂αi,1

∂z̈i
z
(3)
i . (31)

上式中 q̈i 可以通过式 (9) 计算得到:

q̈i = Mi
−1 (qi) [−Ci (qi, q̇i) q̇i − gi (qi) +Ki (xi,1 − qi)] . (32)

将式 (32) 代入式 (31) 可得

ẇi,1 = xi,2 − ρi,1

(
qi, q̇i, zi, żi, z̈i, z

(3)
i , xi,1

)
, (33)

其中,

ρi,1 =
∂αi,1

∂q̇i
Mi

−1 (qi) [−Ci (qi, q̇i) q̇i − gi (qi) +Ki (xi,1 − qi)]

+
∂αi,1

∂qi
q̇i +

∂αi,1

∂zi
żi +

∂αi,1

∂żi
z̈i +

∂αi,1

∂z̈i
z
(3)
i . (34)

对式 (33) 选取虚拟控制输入 xi,2d:

xi,2d = αi,2

(
qi, q̇i, zi, żi, z̈i, z

(3)
i , xi,1

)
= −si − Λi,2wi,1 + ρi,1, (35)

其中 Λi,2 是常对角正定矩阵. 定义如下误差:

wi,2 = xi,2 − αi,2, (36)

并代入到式 (33) 可得

ẇi,1 = −si − Λi,2wi,1 + wi,2. (37)

对式 (37) 选择如下的 Lyapunov 候选函数:

Vi,2 = Vi,1 +
1

2
wT

i,1Kiwi,1. (38)

对式 (38) 求导可得

V̇i,2 = V̇i,1 + wT
i,1Kiẇi,1

= −sTi KDisi + sTi Kiwi,1 + wT
i,1Ki (−si − Λi,2wi,1 + wi,2)

= −sTi KDisi − wT
i,1KiΛi,2wi,1 + wT

i,1Kiwi,2. (39)

然而, xi,2 不是系统的实际输入. 对 wi,2 求导可以得到

ẇi,2 = ẋi,2 − α̇i,2

= J−1
i ui − J−1

i Bixi,2 − J−1
i Ki (xi,1 − qi)−

∂αi,2

∂qi
q̇i −

∂αi,2

∂q̇i
q̈i −

∂αi,2

∂zi
żi
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− ∂αi,2

∂żi
z̈i −

∂αi,2

∂z̈i
z
(3)
i − ∂αi,2

∂z
(3)
i

z
(4)
i − ∂αi,2

∂xi,1
ẋi,1

= J−1
i ui − ρi,2, (40)

其中,

ρi,2 =
∂αi,2

∂qi
q̇i +

∂αi,2

∂zi
żi +

∂αi,2

∂żi
z̈i +

∂αi,2

∂z̈i
z
(3)
i +

∂αi,2

∂z
(3)
i

z
(4)
i +

∂αi,2

∂xi,1
ẋi,1

+
∂αi,2

∂q̇i
Mi

−1 (qi) [−Ci (qi, q̇i) q̇i −gi (qi)−Ki (qi − xi,1)]

+ J−1
i Bixi,2 + J−1

i Ki(xi,1 − qi). (41)

对式 (40) 选择如下 Lyapunov 候选函数:

Vi,3 = Vi,2 +
1

2
wT

i,2KiJiwi,2. (42)

对式 (42) 求导可得

V̇i,3 = V̇i,2 + wT
i,2KiJiẇi,2

=− sTi KDisi − wT
i,1KiΛi,2wi,1 + wT

i,1Kiwi,2 + wT
i,2Ki(ui − Jiρi,2). (43)

因此含弹性关节机械臂的控制输入 ui 可设计为如下形式:

ui = −wi,1 − Λi,3wi,2 + Jiρi,2, (44)

其中 Λi,3 是常对角正定矩阵.

3.3 稳定性分析

在控制算法 (44) 的作用下, 有如下主要结论.

定理1 在假设 3成立的情况下,对系统 (9)∼(11),在控制算法 (44)的作用下,含弹性关节多机械臂

系统的关节角度将会达到一致,并且关节角速度趋于零,即 limt→∞ [qi(t)− qj(t)] = 0p , limt→∞ q̇i(t) =

0p, ∀i, j = 1, 2, . . . , n, 且机械臂最终关节角度和转子角度由机械臂的初始状态、增益矩阵 K̃, 以及原

图 G 的拓扑结构共同决定.

证明 将控制输入 (44) 代入到式 (43) 中可得

V̇i,3 =− sTi KDisi − wT
i,1KiΛi,2wi,1 − wT

i,2KiΛi,3wi,2. (45)

从式 (42) 和 (45) 中可以发现 Vi,3 正定, 且 V̇i,3 负定. 由 Lyapunov 稳定性理论可知, 平衡点 si =

0p, wi,1 = 0p, wi,2 = 0p 是指数稳定的. 根据式 (25) 可得, 当滑模面 si 趋于零, 跟踪误差 limt→∞ ei =

0p, limt→∞ ėi = 0p, 从而 limt→∞ e = 0np,∀i = 1, 2, . . . , n.

定义矩阵 Q⊗ = Q⊗Ip,其中 Q ∈ R(4n−1)×4n,如引理 1所示,由式 (4)可得 QT
⊗Q⊗ = (QTQ)⊗Ip =

I4np − 1
4n (14n1

T
4n)⊗ Ip. 将式 (21) 左乘矩阵 Q⊗ 可得

˙̂
ξ =−Q⊗(L̃⊗Ip)Q

T
⊗ξ̂ +Q⊗He (46)

= P ξ̂ +Q⊗He,
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其中, ξ̂ , Q⊗ξ, P = −Q⊗(L̃⊗Ip)Q
T
⊗. 在假设 3 成立的条件下, 由引理 3 可知, L̃ 的新图 G̃ 也包含

有向生成树. 注意到矩阵 P = −(Q⊗Ip)(L̃⊗Ip)(Q
T⊗Ip) = −(QL̃QT) ⊗ Ip, 由引理 1 可知, P 是一个

Hurwitz 矩阵, 其特征值均具有负实部. 对式 (46) 积分可得

ξ̂(t) = ePtξ̂(0) +

∫ t

0

e−P (τ−t)Q⊗He(τ)dτ, (47)

存在常数 ω, δ > 0 使得 ∥ePt∥ 6 δe−ωt, 那么 ∥ξ̂(t)∥ 满足

∥ξ̂(t)∥ 6 δe−ωt∥ξ̂(0)∥+ δ

∫ t

0

e−ω(τ−t)∥Q⊗H∥e(τ)dτ 6 δe−ωt∥ξ̂(0)∥+ c sup
06τ6t

∥e(τ)∥, (48)

其中常数 c = ω−1δ∥Q⊗H∥. 那么定义 β(∥ξ̂(0)∥, t) = δe−ωt∥ξ̂(0)∥, γ(r) = cr,则 β(∥ξ̂(0)∥, t)和 γ(r)分别

是 KL类和 K类函数. 根据定义 1可得,系统 (46)是一个以 e为输入, ξ̂为状态的输入到状态稳定的系

统.又由 limt→∞ e(t) = 0np的结果和引理 2可知, limt→∞ ξ̂(t) = 04(n−1)p,即 limt→∞ Q⊗ξ(t) = 04(n−1)p.

由于矩阵 Q 具有由向量 1n 张成的零空间, 因此 limt→∞ [ξi,l(t)− ξj,m(t)] = 0p, ∀i, j = 1, 2, . . . , n,

l,m = 1, 2, 3, 4. 将其代入到式 (14)可以得到 limt→∞ [zi(t)− zj(t)] = 0p, limt→∞ żi, z̈i, z
(3)
i = 0p,由于机

械臂的关节角度跟踪误差和关节角速度跟踪误差都趋于零, 因此可以得到 limt→∞ [qi(t)− qj(t)] = 0p,

limt→∞ q̇i(t) = 0p, ∀i, j = 1, 2, . . . , n.

接下来计算多机械臂系统最终的收敛关节角度位置, 令 ν0 ∈ Rn 为 L 零特征值对应的左特征向
量, 定义向量 νp = (νp,1, . . . , νp,n)

T ∈ Rn, p = 1, 2, 3, 4, ν∗ = (νT1 , ν
T
2 , ν

T
3 , ν

T
4 )

T ∈ R4n, 满足

L̃Tν∗ = 04n. (49)

由式 (22) 可知 νp = K̃−1Dν0, p = 1, 2, 3, ν4 = K̃ν0, 可以发现 ν∗ 是由原图 G 的拓扑结构和增益矩阵
K̃ 共同决定的. 将式 (21) 左乘 (νT∗ ⊗ Ip) 可得

(νT∗ ⊗ Ip)ξ̇ = (νT∗ ⊗ Ip)L̃⊗ξ + (νT∗ ⊗ Ip)Hei = 0p. (50)

那么对式 (50) 积分可得 (νT∗ ⊗ Ip)ξ(t) = (νT∗ ⊗ Ip)ξ(0), 又因为 limt→∞[ξi,l(t) − ξj,m(t)] = 0, ∀i, j =

1, 2, . . . n, l,m = 1, 2, 3, 4 , 从而计算出参考模型的最终一致性位置:

limt→∞ ξi,1(t) =

∑4
l=1

∑n
j=1 νl,jqi(0)∑4

l=1

∑n
j=1 νl,j

. (51)

由跟踪误差 limt→∞ ei = 0p 可得 limt→∞ qi(t) = limt→∞ ξi,1(t), 由式 (51) 可以看出机械臂的最终关

节角度是由机械臂的初始关节角度、增益矩阵 K̃, 以及原图 G 的拓扑结构共同决定的. 平衡点 si =

0p, wi,1 = 0p, wi,2 = 0p 是指数稳定的,因此根据式 (27)和 (36)可得转子的最终状态为 limt→∞ xi,1 =

limt→∞ K−1
i gi(qi), limt→∞ ẋi,1 = 0p.

4 仿真验证

本节通过 2组含弹性关节机械臂组成的系统仿真验证算法的有效性,仿真中所用的含弹性关节机

械臂的动力学参数如下所示 [31]:

Mi(qi) =

 3.31 + 0.21ci,2 0.10 + 0.10ci,2

0.10 + 0.10ci,2 0.10

 N ·m · s2/rad,
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图 3 例 1 中描述信息交互的拓扑图

Figure 3 Topological graph describing the information interaction in Example 1

Ci(qi, q̇i) =

−0.10si,2q̇i,2 −0.10si,2 (q̇i,1 + q̇i,2)

0.10si,2q̇i,1 0

 N ·m · s/rad,

gi(qi) =

 51.07ci,1 + 2.57ci,12

2.57ci,12

 N ·m,

Ki = diag{150, 18} N ·m/rad, Ji = diag{1.22, 0.16} N ·m · s2/rad,

Bi = diag{1.25, 0.11} N ·m · s/rad,

其中, ci,2 代表 cos(qi,2), si,2 代表 sin(qi,2), ci,12 代表 cos(qi,1 + qi,2). qi,1 和 qi,2 分别是机械臂的第 1

个弹性关节和第 2 个弹性关节的角度. xi,11, xi,12 分别是第 1 个电机转子和第 2 个电机转子的角度.

例1 考虑 6 个二连杆含弹性关节机械臂组成的系统, 机械臂间的信息交互拓扑图如图 3 所示.

其中, 节点 Ai 代表第 i 个含弹性关节机械臂, i = 1, . . . , 6.

机械臂初始状态选择为 qi(0) = (i, i)T, q̇i(0) = 02, xi,1(0) = qi(0) +K−1
i gi(qi(0)), ẋi,1(0) = 02. 对

于参考模型, 初始状态设定为 zi(0) = qi(0), żi(0) = 02, z̈i(0) = 02, z
(3)
i (0) = 02, i = 1, . . . , 6. 在控制增

益的选取上, 选择 K̃ = I6, KDi = I2, Λi,1 = 5I2, Λi,2 = I2, Λi,3 = I2, i = 1, . . . , 6.

图 4(a) 和 (b) 分别是关节角度 qi,1 和 qi,2 的轨迹, 图 4(c) 和 (d) 分别是转子角度 xi,11 和 xi,12

的轨迹, 从仿真结果可以看出, 在控制算法 (44) 的作用下, 各含弹性关节机械臂的各个关节角度在

一段时间后趋于一个相同的值, 并且各个关节转子的角度趋于常值, 根据式 (51) 可以计算出机械臂

关节角度的最终一致性位置 limt→∞ qi(t) = (4.13, 4.13)T, 转子角度的最终位置为 limt→∞ xi,1(t) =

limt→∞ K−1
i gi(qi(t)) = (4.02, 4.58)T, 这与仿真结果相一致.

例2 考虑 10 个二连杆含弹性关节多机械臂系统, 机械臂间的信息交互拓扑图如图 5 所示.

其中机械臂初始状态选为 qi(0) = (0.5i, 0.5i)T, q̇i(0) = 02, xi,1(0) = qi(0) +K−1
i gi(qi(0)), ẋi,1(0) =

02. 参考模型的初始状态选为 zi(0) = qi(0), żi(0) = 02, z̈i(0) = 02, z
(3)
i (0) = 02, i = 1, . . . , 10. 控制增

益选择为 K̃ = I10, KDi = I2, Λi,1 = 5I2, Λi,2 = I2, Λi,3 = I2, i = 1, . . . , 10.

图 6(a)和 (b)分别是关节角度 qi,1和 qi,2的轨迹,图 6(c)和 (d)分别是转子角度 xi,11和 xi,12的轨

迹, 与例 1 中的步骤类似, 可以计算出机械臂关节角度的最终一致性位置 limt→∞ qi(t) = (2.85, 2.85)T,

转子角度的最终位置为 limt→∞ xi,1(t) = limt→∞ K−1
i gi(qi(t)) = (2.87, 2.58)T, 由此可以看出, 仿真结

果与计算结果相一致.

5 结论

本文主要研究了有向图中含弹性关节多机械臂系统的分布式一致性问题.与已有的多机械臂系统
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图 4 (网络版彩图) 例 1 中 qi,1 (a), qi,2 (b), xi,11 (c), xi,12 (d) 的轨迹

Figure 4 (Color online) Trajectories of qi,1 (a), qi,2 (b), xi,11 (c), and xi,12 (d) in Example 1
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图 5 例 2 中描述信息交互的拓扑图

Figure 5 Topological graph describing the information interaction in Example 2
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图 6 (网络版彩图) 例 2 中 qi,1 (a), qi,2 (b), xi,11 (c), xi,12 (d) 的轨迹

Figure 6 (Color online) Trajectories of qi,1 (a), qi,2 (b), xi,11 (c), and xi,12 (d) in Example 2

一致性算法相比, 本文所提的算法考虑了弹性关节带来的影响且无需使用相对速度信息. 通过模型参

考自适应一致性的方法, 构建了线性参考模型并证明了参考模型的一致性. 之后, 针对单个含弹性关

节机械臂系统的跟踪控制问题, 利用反步法设计了跟踪控制算法. 在所提分布式控制律的作用下, 处

于不同初始状态的机械臂的关节角度最终趋于一致, 且关节角速度趋于零. 最后, 通过仿真验证了所

提算法的有效性.

参考文献

1 Chen F, Ren W. On the control of multi-agent systems: a survey. FnT Syst Control, 2019, 6: 339–499

2 Qin J, Ma Q, Shi Y, et al. Recent advances in consensus of multi-agent systems: a brief survey. IEEE Trans Ind

Electron, 2017, 64: 4972–4983

3 Sun J C, Wang J L, Chen J, et al. Cooperative communication based on swarm intelligence: vision, model, and key

technology. Sci Sin Inform, 2020, 50: 307–317 [孙佳琛, 王金龙, 陈瑾, 等. 群体智能协同通信: 愿景、模型和关键技

术. 中国科学: 信息科学, 2020, 50: 307–317]

4 Olfati-Saber R, Murray R M. Consensus problems in networks of agents with switching topology and time-delays.

IEEE Trans Automat Contr, 2004, 49: 1520–1533

5 Ren W. Distributed leaderless consensus algorithms for networked Euler-Lagrange systems. Int J Control, 2009, 82:

94



中国科学 :信息科学 第 53 卷 第 1 期

2137–2149

6 Nuno E, Ortega R, Basanez L, et al. Synchronization of networks of nonidentical Euler-Lagrange systems with uncertain

parameters and communication delays. IEEE Trans Automat Contr, 2011, 56: 935–941

7 Mei J, Ren W, Chen J, et al. Distributed adaptive coordination for multiple Lagrangian systems under a directed

graph without using neighbors’ velocity information. Automatica, 2013, 49: 1723–1731

8 Cheng L, Zeng G H, Min T. Decentralized adaptive consensus control for multi-manipulator system with uncertain

dynamics. In: Proceedings of IEEE International Conference on Systems, Man and Cybernetics, Singapore, 2016.

2712–2717

9 Zhang W, Tang Y, Huang T, et al. Consensus of networked Euler-Lagrange systems under time-varying sampled-data

control. IEEE Trans Ind Inf, 2018, 14: 535–544

10 Liu Y, Jia Y. Adaptive consensus control for multiple Euler-Lagrange systems with external disturbance. Int J Control

Autom Syst, 2017, 15: 205–211

11 Wang H. Consensus of networked mechanical systems with communication delays: a unified framework. IEEE Trans

Automat Contr, 2014, 59: 1571–1576

12 Miao Z H, Liu J, Wang G Q, et al. Group consensus in uncertain networked Euler-Lagrange systems with stochastic

disturbances. Sci Sin Inform, 2016, 46: 1608–1620 [苗中华, 刘军, 王国强, 等. 随机扰动下不确定网络化 Euler-

Lagrange 系统的分群一致性. 中国科学: 信息科学, 2016, 46: 1608–1620]

13 Cao R, Mei J. Group consensus for networked Euler-Lagrange systems under a directed graph without relative velocity

information. Acta Autom Sin, 2018, 44: 44–51 [曹然, 梅杰. 有向图中网络 Euler-Lagrange 系统无需相对速度信息

的群一致性. 自动化学报, 2018, 44: 44–51]

14 Min H B, Liu Z G, Liu Y, et al. Coordination control of networked Euler-Lagrange systems with possible switching

topology. Acta Autom Sin, 2013, 39: 1003–1010 [闵海波,刘志国,刘源,等. 切换网络拓扑下 Euler-Lagrange系统的

分布式协调控制. 自动化学报, 2013, 39: 1003–1010]

15 Chen G, Song Y D, Guan Y F. Terminal sliding mode-based consensus tracking control for networked uncertain

mechanical systems on digraphs. IEEE Trans Neural Netw Learn Syst, 2018, 29: 749–756

16 Meng Z Y, Dimarogonas D V, Johansson K H. Leader-follower coordinated tracking of multiple heterogeneous Lagrange

systems using continuous control. IEEE Trans Robot, 2014, 30: 739–745

17 Zou Y, Meng Z Y, Hong Y G. Adaptive distributed optimization algorithms for Euler-Lagrange systems. Automatica,

2020, 119: 109060

18 Wang L J, Meng B. Characteristic model-based consensus of networked heterogeneous robotic manipulators with

dynamic uncertainties. Sci China Tech Sci, 2016, 59: 63–71

19 Kim M J, Chung W K. Disturbance-observer-based PD control of flexible joint robots for asymptotic convergence.

IEEE Trans Robot, 2015, 31: 1508–1516

20 Meng Q, Lai X, Yan Z, et al. Motion planning and adaptive neural tracking control of an uncertain two-link rigid-

flexible manipulator with vibration amplitude constraint. IEEE Trans Neural Netw Learn Syst, 2022, 33: 3814–3828

21 Kim J, Croft E A. Full-state tracking control for flexible joint robots with singular perturbation techniques. IEEE

Trans Contr Syst Technol, 2017, 27: 63–73

22 Petit F, Daasch A, Albu-Schaffer A. Backstepping control of variable stiffness robots. IEEE Trans Contr Syst Technol,

2015, 23: 2195–2202

23 Nuño E, Valle D, Sarras I, et al. Leader-follower and leaderless consensus in networks of flexible-joint manipulators.

Eur J Control, 2014, 20: 249–258
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Consensus of multiple manipulators with elastic joints under a
directed graph
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Abstract We investigate the consensus problem of multiple manipulators with elastic joints under a directed

graph in this paper. We use model reference adaptive consensus to transform the consensus problem into two

subproblems: reference model consensus and trajectory tracking for a single manipulator. We then propose a

linear reference model without relative velocity information because determining relative joint angular velocity

information among agents is difficult. We finally develop a trajectory tracking algorithm based on the backstepping

method and demonstrate that the joint angles of the manipulators asymptotically achieve consensus.

Keywords manipulator with elastic joints, consensus, distributed control, multi-agent systems, directed graph
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