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摘要 无线信号交汇定位是最常见的几何定位技术,在通信与定位领域具有广泛的应用. 然而人们对

无线信号交汇定位所产生的奇异解问题本质认识不足, 对相关解决方法缺少基础和深入的研究. 针对

上述问题, 本文基于最小二乘法推导了相关一维/二维/三维定位的解析式, 从新的角度发现了用来表

征奇异解的八条几何拓扑约束关系, 并提出了参数微调法和空时自调节法来解决奇异解相关问题. 实

验结果表明所提出的几何拓扑约束关系是可信的, 使奇异解问题易表征、可解释; 此外, 所提出的解决

方法可实现对奇解问题的高效解决, 且有高精度定位近似解. 总之, 该工作对几何定位、基站布设、奇

异解表征和鲁棒定位算法设计等提供了有益指导.
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1 引言

终端用户 (user equipment, UE) 可与多个基站 (base station, BS) 进行通信, 获得时间、距离或角

度相关信息, 形成一组超定方程, 进而可通过无线信号交汇定位技术 [1] 如到达时间 (time of arrival,

TOA) [2]、达到时间差 (time difference of arrival, TDOA) [3]、到达角 (angle of arrival, AOA) [4] 等进行

定位. 针对一组超定方程的求解, 最常见的是使用最小二乘法 (least square method, LSM) [5, 6], 然而

LSM 在进行位置估计时涉及到矩阵求逆运算, 会出现定位奇异解问题.

虽然已有广义逆矩阵 [7]、奇异值分解 [8] 等技术手段可以解决某些条件下的矩阵奇异问题,但这里

所述的定位解奇异问题是典型的方阵无逆情况, 不能通过常规的变换进行求逆, 因此该问题或被认为

无解、或被长期忽略、或缺少系统深入研究悬而未决. 对其进一步解释如下: 当前人们普遍接受的观

点是该问题已在数学上被定性为无解, 其数学本质是逆矩阵不存在, 遇到该问题人们往往会直接放弃

引用格式: 刘公绪, 李龙, 路建民, 等. 无线信号交汇定位的奇异解问题表征与解决. 中国科学: 信息科学, 2022, 52: 1992–2010, doi:

10.1360/SSI-2022-0127

Liu G X, Li L, Lu J M, et al. Representation and solution of singular positioning issues from wireless signal intersection

location technology (in Chinese). Sci Sin Inform, 2022, 52: 1992–2010, doi: 10.1360/SSI-2022-0127



中国科学 :信息科学 第 52 卷 第 11 期

那些导致方程无解的量测值,用新量测值去进行定位. 对该问题的深入认识和解决方法还几乎没有过.

因此, 本文针对无线信号交汇定位的奇异解相关问题开展研究, 主要工作与贡献总结如下: (1) 从数理

一体化分析的角度, 对无线信号交汇定位的奇异解问题进行表征, 并得出了 TOA, TDOA, AOA 等定

位技术下用来表征定位奇异解的八条几何拓扑约束关系. (2) 针对 LSM 奇异解与近似奇异解问题, 分

析其物理本质是不满足几何拓扑约束关系或近似满足几何拓扑约束关系, 并提出了参数微调方法, 该

方法对定位场景中可通信基站进行监控,根据可参与定位的基站数和几何拓扑约束关系的判断进行降

维估计、局部参数微调和全局参数微调, 有效解决了定位奇异解或近似奇异解问题, 并获得了可信的

和高精度的定位结果. (3) 针对 LSM 近似奇异解问题和定位误差的轴相关性问题, 提出空时自调节方

法, 即在进行定位求解时, 先对空间尺度进行非线性映射, 使各坐标轴均匀地映射到一个新的空间, 然

后自适应调节定位算法中时间相关的参数,进行定位求解,最后再把定位解反映射回真实物理空间,所

提出的方法能够有效解决近似奇异解问题,或在正常解时基本消除坐标轴间尺度差异对定位误差带来

的影响, 并改善了定位精度. 本文的研究工作对通导一体化中基站布设、奇异解表征和鲁棒定位算法

设计等提供了有益指导.

2 奇异解问题与几何拓扑约束关系

2.1 LSM 的推导与满秩分析

这里首先从矩阵运算的角度来推导最小二乘法. 定义系数矩阵 A 如下所示:

R(A) = {Ax|x ∈ Rn}, A ∈ Rn×n, (1)

则最小二乘的矩阵约束形式为

∃b /∈ R(A), b ∈ Rn, min
x∈Rn

= ||Ax− b||2, (2)

其中 b 为偏置矩阵. 由于 2-范数与 2-范数的平方对状态量 x 的约束等价, 目标函数可以改为

min
x∈Rn

= ||Ax− b||22. (3)

对式 (3) 关于状态量 x 求偏导, 最优解在导数为零时取得, 即

∂||Ax− b||22
∂x

= 2ATAx− 2ATb = 0, (4)

进一步得状态量 x:

x = (ATA)−1ATb. (5)

从式 (5) 和系数矩阵 A 的定义不难看出, 状态量 x 有解的条件是

tr(ATA) = n, (6)

即 ATA 满秩, 此时 ATA 存在逆矩阵, 状态量 x 有解. 然而针对多基站定位, 满足式 (6) 的物理意义

何在? 以及不满足式 (6) 时又该如何进行位置估计呢? 这两个问题及其延伸问题将结合具体的技术在

下面探讨. 为便于讨论,定义如下概念: 奇异解空间、近似奇异解空间和正常解空间,从数值角度来看,

3 个空间是无缝衔接的. 通常奇异解或绝大多数近似奇异解都显著偏离真值, 且缺少意义或可解释性,

当然也存在某些近似奇异解与真值很接近. 本文要解决的不仅是奇异、近似奇异的表征问题, 还包括

奇异、近似奇异问题的解决方法. 从解空间的角度来说, 本文工作是把解从奇异解空间、近似奇异解

空间拉到正常解空间, 或者拉到非常靠近正常解空间的近似奇异解空间.
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图 1 (网络版彩图) (a) TOA 定位原理示意图; (b) TDOA 定位原理示意图; (c) AOA 定位原理示意图

Figure 1 (Color online) Schematic diagrams of (a) TOA, (b) TDOA, and (c) AOA

2.2 基于 TOA 的 LSM 多基站位置估计 (TOA-LSM)

如图 1(a) 所示, 设共有 n 个 BS 参与定位, BSi 与 UE 之间信号单向传播时间为 ti, 电磁波在自

由空间的传播速度为 c, i ∈ [1, 2, . . . , n] 表示 BS 的序号, BSi 与 UE 之间距离 di 为

di = cti. (7)

设 BSi 的坐标为 (xi, yi, zi), UE 的坐标为 (x, y, z), 则 BSi 与 UE 之间的距离为

di =
√
(xi − x)2 + (yi − y)2 + (zi − z)2. (8)

BSi 到原点的距离为

ri = ||(xi, yi, zi)||2 =
√
xi2 + yi2 + zi2. (9)

UE 到原点的距离为

r = ||(x, y, z)||2 =
√
x2 + y2 + z2. (10)

将式 (7) 代入式 (8), 两边平方后整理得

− 2xix− 2yiy − 2ziz + r2 = c2ti
2 − ri

2. (11)

结合式 (5) 即可得到最优解, 其中

x = (x, y, z, r2)T,

A =


−2x1 −2y1 −2z1 1

...
...

...
...

−2xi −2yi −2zi 1

 ,

b =


c2t1

2 − r1
2

...

c2ti
2 − ri

2

 .
(12)
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进一步分析可得如下结论. (1) 在进行 TOA 三维 (3D) 位置估计时, 此时 tr(ATA) = 4, 满秩, 至

少需要 4 个 BS 才能进行 LSM 求解; 将 zi, z ≡ 0 代入式 (8)∼(12), 则退化为 TOA 二维 (2D) 位置估

计, 此时 tr(ATA) = 3, 满秩, 则至少需要 3 个 BS 才能进行 LSM 求解; 进一步地将 yi, y, zi, z ≡ 0 代

入式 (8)∼(12), 则退化为 TOA 一维 (1D) 位置估计, 此时 tr(ATA) = 2, 满秩, 则至少需要 2 个 BS 才

能进行 LSM求解. 最少 BS数总比要求解的位置维度大 1是因为状态量 x引入了 1个额外的中间状

态量.

(2)考虑到 ATA所对应的矩阵不满秩的数学操作总可以通过初等行/列变换使某行/列全为 0;矩

阵初等行/列变换所对应的物理解释是所布设 BS、待定位的 UE在选定坐标系中的存在某种几何拓扑

结构关系. 进而有以下结论: 需要满足 3D 位置估计时, 每 4 个 BS 不共面; 或 2D 位置估计时, 每 3 个

BS不共线;或 1D位置估计时,每 2个 BS不共点. BS几何拓扑结构不满足上述约束关系则 tr(ATA)

不满秩, 用 LSM 求解状态量 x 时出现奇异解; 基站几何拓扑结构近似满足上述约束关系则在求解时

出现近似奇异解. 理论上, 传统稀疏布站中该情况不易出现, 但针对多密集基站定位则出现概率会明

显增加. 值得注意的是, 有一种特殊情况是 tr(ATA) 满秩, 但 b = 0, 此时与上述拓扑关系无关, 且此

时状态量 x 只有零解, 这除了 UE 在坐标原点这一种极端情况基本可以认为无解.

(3)当实际 BS数 n > tr(ATA),对所有 BS的拓扑约束关系进行遍历,发现有 m个 BS不满足 (2)

中的几何拓扑约束关系,则实际参与定位的 BS数等效为 n−m个.若 n−m个 BS所对应的 tr(ATA)

满秩则正常用 LSM 求解, 否则就需要额外的方法去处理, 将在 3.1 小节介绍.

2.3 基于 TDOA 的 LSM 多基站位置估计 (TDOA-LSM)

如图 1(b) 所示, 以 BSj 为参考 BS. 设 tij 为 UE 发出的信号到达 BSi 和 BSj 的时间差, 则 BSi

和 BSj 的距离差为 dij :

dij = di − dj = ctij . (13)

由式 (8) 和 (9) 得

d2i − d2j = r2i − r2j − 2(xi − xj)x− 2(yi − yj)y − 2(zi − zj)z. (14)

联立式 (13) 和 (14) 得

(xi − xj)x+ (yi − yj)y + (zi − zj)z + ctijdj = 0.5(ri
2 − rj

2 − c2tij
2). (15)

结合式 (5) 即可得到最优解, 其中

x = (x, y, z, dj)
T,

A =


x1 − xj y1 − yj z1 − zj ct1j

...
...

...
...

xi − xj yi − yj zi − zj ctij

 , i ̸= j,

b = 0.5


r1

2 − rj
2 − c2t1j

2

...

ri
2 − rj

2 − c2tij
2

 .
(16)

不失一般地, 若依次将参与定位解算的 BS 作为参考 BS, 则式 (16) 可以拓展为式 (17).
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与 2.2 小节分析类似, 可以得到位置估计与布设 BS 的几何拓扑约束关系如下: 3D 位置估计时每

5 个 BS不共面、2D位置估计时每 4个 BS不共线、1D位置估计时每 3个 BS不共点, 且 UE位置只

能在由 3 个 BS 一维坐标点形成的线段内被非奇异估计 (不含线段端点). 与 TOA 位置估计不同, 在

进行 TDOA位置估计时, 需要选定一个 BS作为参考 BS,并将其作为状态量, 同时在系数矩阵中包含

其他 BS 与各参考 BS 的相对位置量, 使得有效量测方程总比 BS 数少 1 (将每个参考 BS 与待估计位

置协同来看), 在进行各维位置估计时, 所需要的最少 BS 总数总比 TOA 的多 1. 也正是由于 TDOA

本身考虑的是信号到达两 BS 的时间差, 在进行 1D 位置估计时, 3 个 BS 点形成的线段以外的区域被

等效消除了, 也就是说线段以外的区域是位置估计的盲区; 此时用户位置只能在线段覆盖的区域且不

包括线段两端点才能被正确估计.



x = (x, y, z, d1, d2, . . . , dj , . . . )
T,

A =



x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1 ct21 0 0

...
...

...
...

...
...

xi − x1 yi − y1 zi − z1 cti1 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1 − xj y1 − yj z1 − zj 0 ct1j 0

...
...

...
...

...
...

xi − xj yi − yj zi − zj 0 ctij 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .



, i ̸= j,

b = 0.5


r1

2 − rj
2 − c2t1j

2

...

ri
2 − rj

2 − c2tij
2

 , i ̸= j.

(17)

2.4 基于 AOA 的 LSM 多基站位置估计 (AOA-LSM)

设 BSi 与 UE 之间信号方位角为 ψi ∈ (−π,π], 俯仰角为 θi ∈ (−π,π], 如图 1(c) 所示, 则满足以

下关系:

x− xi = di sin θi cosψi, (18)

y − yi = di sin θi sinψi, (19)

z − zi = di cos θi. (20)

联立式 (18) 和 (19) 可得

x sinψi − y cosψi = xi sinψi − yi cosψi. (21)
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结合式 (5) 即可得到最优解, 其中

x = (x, y)T,

A =


sinψ1 − cosψ1

...
...

sinψi − cosψi

 ,

b =


x1 sinψ1 − y1 cosψ1

...

xi sinψi − yi cosψi

 .
(22)

由式 (20) 和 (22) 进一步求得 z:

z =



1

m

m∑
i=1

(zi + di(z = zi) cot θi), θi ̸= 0,

1

m′

m′∑
i=1

zi, θi = 0,

2 6 m+m′ 6 n, (23)

其中 di(z = zi) 表示 di 在水平面上的投影模值. 这样处理的问题是对 UE 垂直距离 z 的估计耦合了

x, y 的误差; 但优点是只需两个 BS 以及知道 BS 与 UE 之间的方向关系, 就可以获得 3D 位置估计.

值得注意的是, 为了使 A 或 b 在 ψ 取任意值时都有物理意义, A 或 b 的元素应避免用正切或余切函

数来表示; 同时为避免 A 或 b 奇异, |ψi| 不全为 π/2.

下面将给出另外一种方法, 直接对 UE 进行三维位置估计. 联立式 (18)∼(20), 消去 di, 同时保留

x, y, z 的相关项, 可得

x sinψi cos θi − 2y cosψi cos θi + 0.5z sin 2ψi sin θi

= xi sinψi cos θi − 2yi cosψi cos θi + 0.5zi sin 2ψi sin θi. (24)

结合式 (5) 即可得到最优解, 其中

x = (x, y, z)T,

A =


sinψ1 cos θ1 −2 cosψ1 cos θ1 0.5 sin 2ψ1 sin θ1

...
...

...

sinψi cos θi −2 cosψi cos θi 0.5 sin 2ψi sin θi

 ,

b =


x1 sinψ1 cos θ1 − 2y1 cosψ1 cos θ1 + 0.5z1 sin 2ψ1 sin θ1

...

xi sinψi cos θi − 2yi cosψi cos θi + 0.5zi sin 2ψi sin θi

 .
(25)

值得注意的是, 为了使 A 或 b 在 ψ 和 θ 取任意值时都有物理意义, A 或 b 的元素应避免用正切

或余切函数来表示; 同时为避免 A或 b奇异, |ψi|不全为 π/2,且 |θi|不全为 π/2. 式 (25)可以同时估
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计 3D位置,但至少需要 3个 BS,相比于式 (22)和 (23)复杂度要高一些. 同时式 (25)的兼容性 (通过

对 3D 位置估计对应的 LSM 参数进行简化, 使其适合 2D 位置估计或 1D 位置估计) 不好, 并不能通

过对 θi 或 ϕi 的赋值使其退化为 2D 或 1D 位置估计. 总之, AOA 进行 3D 位置估计时至少需要 3 个

BS (3D 位置信息同时估计, 需要 UE 与各 BSi 间的俯仰角和航向角信息) 或 2 个基站 (先估计 2D 位

置, 再根据俯仰角和航向角信息估计第 3 个维的位置); AOA 进行 2D 位置估计时至少需要 2 个 BS

(含航向角或俯仰角信息); AOA 进行一维位置估计时至少需要 1 个 BS (含角度约束). 从数学和物理

概念上来看, 无论是式 (22)/(23), 还是式 (24), 都有多种表现形式. 基于式 (18)∼(20), 可以得到 AOA

3D, 2D, 1D 位置估计的关系如下:

θi ≡ π/2, 2D position representation in the XOY plane,

ψi ≡ 0, 2D position representation in the XOZ plane,

ψi ≡ π/2, 2D position representation in the Y OZ plane,

θi ≡ π/2 and ψi ≡ 0, 1D position representation in the X axis,

θi ≡ π/2 and ψi ≡ π/2, 1D position representation in the Y axis,

θi ≡ 0, 1D position representation in the Z axis.

(26)

与 2.2小节分析类似, 可以得到位置估计与布设 BS的几何拓扑结构关系,由于 AOA位置估计时

引入了角度信息,使得最小 BS数均有所下降. 相应的结论如下: 针对 AOA 3D位置估计, UE与任 3个

BS 形成的向量两两作 Hadamard 积, 所得的 3 个向量不共面 (UE 在任意 BS 的正上/下方除外); 或

AOA 2D位置估计时, UE与任两 BS不共线.若 BS几何拓扑结构不满足上述约束关系则 tr(ATA)不

满秩,位置估计时出现奇异解.而 AOA 1D位置估计则由多 BS定位退化为单 BS定位,此时不管是从

物理概念上, 还是从是否使用 LSM 方法上, 基站几何拓扑结构关系不再存在, 换句话说, BS 几何拓扑

结构关系是针对多 BS 而言的 (不少于 2 个 BS), 且与 UE 位置、与坐标系选择都有关系.

2.5 基于 TOA/AOA 单基站位置估计

前述讨论的是单独测距或单独测角的多 BS定位;单 BS定位需要同时具备测距和测角功能, TOA

与 AOA融合是单 BS定位的基本原理,对其探讨可以在某种程度上对大规模 MIMO与其他技术的融

合带来启发意义. 相比于多 BS 定位, 单 BS 定位具有以下优势: (1) 允许在 BS 不足的情况下实现 3D

定位; (2) 降低了由建筑物遮挡等因素造成的非视距问题的影响; (3) 对 BS 间的精确时间同步不做要

求, 只依赖 BS 与 UE 间的时间同步.

定义 ix = (ix,i y,i z)T为 UE借助 BSi获得的 3D位置,联合式 (7), (18)∼(20)直接获得 TOA/AOA

单 BS 3D 定位解 ix, 如下所示:

ix =


xi + cti sin θi cosψi

yi + cti sin θi sinψi

zi + cti cos θi

 . (27)

同时考虑到环境中有 n个 BS参与定位,每组定位解的权重为 wi,则协同考虑 n个 BSi 后 UE的

最终位置 x = (x, y, z)T 如下:

x =
n∑

i=1

wi · ix,
n∑

i=1

wi = 1. (28)
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表 1 无线信号交汇定位技术特性与对应的几何拓扑约束关系

Table 1 Technical characteristics of wireless signal intersection location and corresponding geometric topology constraints

Method Equation
Minimum BSs

Pros and cons Geometric topology constraints
3D 2D 1D

TOA (12) 4 3 2 Simple principle, required

time synchronization, and

sensitive to NLOS.

3D: no coplanarity every 4 BSs; 2D: no

colinearity every 3 BSs; 1D: no Uni-Q

every 2 BSs.

TDOA (16) 5 4 3 Simple principle, required

time synchronization be-

tween BSs, and sensitive to

NLOS.

3D: no coplanarity every 5 BSs; 2D: no

colinearity every 4 BSs; 1D: no Uni-Q

every 3 BSs and in line segment with-

out endpoints.

AOA (22), (23),

(25)

3(2) 2 – No requirement for time

synchronization, and high

positioning accuracy in

close range. High hard-

ware cost and complexity,

and sensitive to NLOS.

3D: no coplanarity of Hadamard prod-

uct formed by an UE and any 3

BSs (except that the UE is directly

above/below any BSs); 2D: no colin-

earity of an UE and any 2 BSs; 1D :

no geometric topological constraints.

TOA+AOA (27)∼(29) 1 1 1 Single BS positioning, low

sensitive to NLOS. Time

synchronization is required

between UE and BS.

3D/2D/1D: no geometric topology

constraints (single BS positioning).

特殊地, 当参与定位的各 BS 等权重时,

x =
1

n

n∑
i=1

ix. (29)

其他关于 wi 的确定方法将在第 4 节介绍. 将本节所讨论的不同定位技术的特点与几何拓扑约束

关系进行梳理和总结, 如表 1 所示.

3 奇异解相关问题的解决方法

3.1 参数微调法 (parameter fine tuning method, PFTM)

第 2.2 小节有一个遗留问题, 若 n−m 个 BS 所对应的 tr(ATA) 不满秩, 此时无法用 LSM 求解.

若将不满足前文所讨论的几何拓扑约束关系的 m 个 BS 中选择 q 个作为备选 (即准 BS, 指按几何拓

扑约束关系被移除, 但导致参与位置估计的 BS 数不够又重新选中参与位置估计的 BS), 对这 q 个准

BS 的坐标叠加一个小量 σ, 此时 tr(ATA) 就满秩了, 进而可以用 LSM 求解. 由于上述操作相当于对

LSM 参数微调, 我们将这种方法称为参数微调法, 该方法的具体流程图如图 2 所示. 具体步骤如下.

(1) 可通信 BS 监控是指在直接使用 LSM 出现定位解奇异问题后, 统计当前可通信 BS 的标号 i

与位置信息 (xi, yi, zi), 并假设当前可通信 BS 的总数为 n.

(2) BS 数较少判断是将当前可通信 BS 总数 n 与相应技术下实现三维位置估计时所需的最少基

站数 (见表 1) 进行比较, 以判断可通信 BS 数量是否较少, 若较少则判断为是, 否则判断为否.

(3) 拓扑约束判断是指逐个遍历 BSi. 以 TOA 3D 位置估计为例, 起初 i = 1, 若 n− i 个 BS 中任

意 3 个都不与 BSi 共面, 则继续遍历 BSi=i+1, 并在剩下的 n− i 个 BS 中重复上述操作, 直到剩下的
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图 2 参数微调法流程图

Figure 2 Flow chart of the parameter fine-tuning method

BS数为 3;遍历期间,若在 n− i个 BS中存在 3个 BS与 BSi 共面则将 BSi 从参与 UE定位的 BS中

暂时移除, 并统计这类 BSi 的总数为 m, 即可确定有 n−m 个 BS 参与 UE 的位置估计. 4 个 BS 是否

共面可以这样来判定, 选中一个 BS为基准点, 该基准点分别指向另外 3个 BS的坐标,这样形成 3个

向量, 然后考察 3 个向量所形成的 3 行 3 列行列式是否为 0, 为零则共面, 否则不共面.

(4) 满秩判断, 即判断 n −m 个 BS 所形成的系数矩阵 tr(ATA) 是否满秩, 这里可以等效判断若

n−m >最少基站数 (见表 1),则 tr(ATA)必满秩,然后确定 LSM参数,包括 x, A, b等,进而借助式

(5) 进行 LSM 位置估计. 此时若 n−m < 最少基站数, 则 tr(ATA) 不满秩, 需要进行降维估计判断.

(5) 降维估计是指通过上述步骤已经知道有 m 个准 BS, 这要分以下两种情况来讨论: 情况 1, 若

m 个准 BS 都参与位置估计, 仍不能使 tr(ATA) 满秩, 则需要进行降维估计, 并相应地改变几何拓扑

约束关系然后重新进行拓扑约束判断; 情况 2, 在 m 个准 BS 中选择 q 个准 BS, n −m + q > 最少基
站数, 此时则对 q 个准基站进行局部准 BS 坐标微调.

(6) 局部准 BS 坐标微调, 是指随机给局部准 BS 的 1 个或多个坐标叠加一个偏置小量 σ, σ 的取

值满足 σ 取值原则; 平衡好定位精度和奇异问题, 即从精度方面而言, σ 不要超过原坐标的 1%, 否则

σ 过大会引起较大的定位解估计误差, 同时 σ 要比数据截断误差至少高一个量级, 否则 σ 过小就会被

数据截断误差覆盖而无法解决奇异问题, σ 取值原则规定了 σ 不能取得太大, 也不能太小. 然后将已
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有的 BS 和坐标微调后的准 BS 放在一起, 进行 LSM 参数确定.

(7)所有可通信 BS坐标微调是指在可通信 BS数较多时, 给所有可通信准 BS的所有坐标随机叠

加不同的偏置小量 σ, σ 的取值同样满足 σ 取值原则; 然后进行 LSM 参数确定.

(8) LSM 参数确定是根据参与定位的 BS 的变化来适当调整 LSM 参数包括状态量 x、系数矩阵

A 和偏置矩阵 b; 比如若 BS 数量减少或者进行了降维估计, 则状态量 x 的维度也要相应降低; 若 BS

坐标局部或者整体微调, 则系数矩阵 A 和偏置矩阵 b 中与 BS 坐标直接相关的量也需要调整.

(9) LSM 位置估计即是获得 LSM 参数后按照式 (5) 进行求解.

由上述步骤可知, (i) 所提出的参数微调法主要是解决 LSM 定位解奇异或近似奇异问题的, 其中

采用几何拓扑约束关系判断后若参与定位的 BS 数明显不足时, 采用降维估计, 避免全维或高维位置

估计时的奇异; 若 BS 数可以基本满足全维或高维位置估计, 则调整对奇异性有贡献的 BS 坐标 (准

BS坐标),即采用部分参数微调法解决奇异或近似奇异问题. (ii)针对少量的 BS,步骤 (3)所增加的复

杂度是可以接受的, 但当 BS 数显著增加, 步骤 (3) 所给出的遍历方法并不高效. 考虑到在实际场景

中, 针对 5G 超密网, 当可通信的 BS 数量较多时, 甚至非常多时, 会相当比例地出现 tr(ATA) 不满秩

的情况,为了避免步骤 (3)引入的复杂度,将局部参数微调法扩展为全局参数微调法,即对所有参与定

位计算的 BS的位置进行随机 σ 叠加, 这样各 BS就在空间中 “随机”的分布,不再满足几何拓扑约束

关系所对应的奇异条件, tr(ATA) 满秩的概率也大大提升. (iii) 关于 σ 取值的讨论如下: σ = 0, 即不

做任何处理,方程奇异无解,或者处于非常靠近奇异解空间的近似奇异解空间; σ 为理想值则方程不奇

异, 有高精度解; 考虑到 σ 值的连续性, 以及解空间的连续性, 则必然会存在一种中间状态, 即近似奇

异解. 近似奇异解表示方程有解, 但误差非常大, 甚至是 “随机” 给出的. 上述分析表明 σ 取值是有约

束条件的, 如果值太大, 坐标偏离实际情况太多, 解的误差就大, 如果值太小, 则又没有很好地跳出奇

异解空间或近似奇异解空间, 出现较大误差. 因此, 提出了步骤 (6) 和 (7) 中的 σ 取值原则. 为避免引

起歧义, 本文所述的可通信 BS 即可以与 UE 进行通信交互并参与 UE 位置估计的 BS, 这里可通信与

可定位不加区分. 此外,对可通信 BS的监控还有非常重要的作用,比如启发我们通过对通信与定位中

所参与 BS 的动态监控, 设置自适应的参数, 对各参与定位的 BS 加以区分, 从而设计出更有弹性和鲁

棒的定位估计方法.

3.2 空时自调节法 (spatio-temporal autoregulation method, STAM)

通过前面的讨论可知, tr(ATA) 满秩与否在物理层面与 BS 的几何拓扑约束关系密切相关. 同时

在 3.1 小节中讨论到近似奇异问题. 这里对其从数值角度进一步分析, 由于其近似满足几何拓扑约束

关系, 使得在 LSM 求解过程中某些分量 (如 ATA 的逆) 中的元素量级普遍较大, 考虑到计算机本身

精度有限,导致 ATA近似奇异.同时,通过前期数值仿真实验发现, BS或 UE所在坐标轴相对量级的

差异会使得最终定位误差的分布出现轴相关性, 即误差主要分布在坐标量级较小的轴向上, 这与实际

经验不符.

为了缓解近似奇异导致的数值问题,同时针对正常解时各种有显著轴向量级差的场景能使定位误

差均匀分布在各轴上, 我们提出了空时自调节方法, 相关原理框图如图 3 所示.

图 3中绿色框表示的是传统定位方法,即对物理场景建立原坐标系,在原坐标系进行位置估计,以

及对定位解进行评估. 所提出的方法的基本原理如下: 首先对 BS 和 UE 所在的原坐标系经变换函数

f 进行空间压缩变换和时间压缩变换, 使坐标轴的相对量级变平缓, 从而改变了 LSM 参数, 进而把改

变后的 LSM参数代入式 (5)进行 LSM最优解估计,得到压缩后的定位解,由于该解只有空间属性,再

将其经过空间反变换函数 f−1 变换到原坐标系就得到最终的定位解, 并在原坐标系中进行定位解评
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图 3 (网络版彩图) 空时自调节法原理框图

Figure 3 (Color online) Schematic diagram of spatio-temporal autoregulation method

估. 其中关键步骤和参数的选择如下.

针对实际物理场景选择合适的直角坐标系, 坐标系的 x, y, z 轴分别对应定位场景中的长宽高或

实际空间中的东向、北向和天向, 并据此限定各轴所能取到的最大值, 我们定义上述坐标系为原标坐

系 (简称 O 空间), 各轴所能表示的物理量级为 O(xmax, ymax, zmax)
T; O 空间经压缩变换函数 f 处理

后, 变为 O′(x′max, y
′
max, z

′
max)

T, 简称 O′ 空间. 定义 O 空间轴间的最大相对量级为

ρ = log10

(
max

(
xmax

ymax
,
ymax

xmax
,
xmax

zmax
,
zmax

xmax
,
ymax

zmax
,
zmax

ymax

))
. (30)

相应地, 可以得到 f 处理后 O′ 空间轴间的最大相对量级为

ρ′ = log10

(
max

(
x′max

y′max

,
y′max

x′max

,
x′max

z′max

,
z′max

x′max

,
y′max

z′max

,
z′max

y′max

))
. (31)

显然理想的结果是 f 处理后 ρ′ ∼= 0, 且 max() 中的各项都接近于 1. 在实际中根据 ρ 的大小, 以

及 O 空间中各轴的绝对大小选择合理的 f . 这里给出 f 的一种形式如下:

f → sign(χ) log10(τ1 + log10(τ2 + |χ|)) = χ′, (32)

其中 τ1, τ2 为两个偏置参数, 默认地, 都可以取 10, 用来控制新映射空间的最小尺度, χ 表示 O 空间

中任意点的任一轴的坐标值, χ′ 表示 χ 映射到 O′ 空间中相应轴的坐标值, sign() 为符号函数; 式 (32)

已经足以把 10 个量级的 ρ 压缩为近似于 1, 经过 f 处理, 新的 O′ 空间各轴变得均匀平滑. 相应地可

以获得 f 逆变换的表达式, 如下所示:

f−1 → sign(χ′)(10(10
|χ′|−τ1) − τ2) = χ. (33)

通过式 (33) 就可以将 O′ 空间中压缩后的定位解, 反映射回 O 空间.

考虑到自由空间电磁波速度 c 恒定, 因此对空间的压缩必然转化为对时间的压缩, 这样才能保证

整个空间中与尺度相关的度量被一致的压缩, 而时间的压缩量由式 (34) 给出. 其中 χ1, χ2 表示 O 空

间中的值, 它们在 O′ 空间中的映射分别为 χ′
1 和 χ′

2.

ζ =
χ1 − χ2

χ′
1 − χ′

2

. (34)
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至此, 文本介绍了空时自调节法, 用于解决近似奇异的数值问题和轴间数量级不平衡导致的定位

误差分布的轴相关问题. 相关实验验证与讨论部分见第 4 节.

4 实验验证和讨论

4.1 几何拓扑约束关系验证

本文围绕 “奇异解相关问题表征” 和 “奇异解相关问题解决” 开展研究, 其中几何拓扑约束关系

是进行奇异解表征的核心. 所提出的 8 条几何拓扑约束关系的逻辑合理性如下: 利用最小二乘法推

导了 TOA/TDOA/AOA 3 种最常见的无线信号交汇定位的解析表达式, 指出定位奇异解的数学本质

是 ATA 不满秩, 进一步从数学和物理一体化角度构思, 这种数学上的不满秩应该存在着某种关系并

在物理上对应着某种解释, 我们将其定义为 “几何拓扑约束关系”, 如果找到这种关系则其不仅解释

了数学上的不满秩问题, 更在某种程度上解释和表征了定位奇异解相关问题. 上述是我们提出和发现

“几何拓扑约束关系” 的思想脉络. 基于上面的思想指导, 通过实验的手段去发现这种约束关系, 针对

TOA/TDOA/AOA 3D/2D/1D 定位奇异解相关问题, 先后提出 8 条几何拓扑约束关系. 虽然它们不是

严格推导出来的, 却是在上述思想引导下通过不断实验发现和总结出来的, 且其科学性和正确性将在

下面进一步分析. 将表 1 中的 8 条几何拓扑约束关系分为 3 类, 共面约束 (TOA 3D, TDOA 3D)、共

线约束 (TOA 2D, TDOA 2D, TDOA 1D, AOA 3D, AOA 2D) 和共点约束 (TOA 1D). 按照如下思路

开展了大量正反向测试. 思路 1: 若出现奇异或近似奇异则必能用上述共面/共线/共点的约束关系描

述; 思路 2: 若满足上述共面/共线/共点的约束则必出现奇异或近似奇异; 思路 3: 若没有奇异或近似

奇异则必不满足上述共面/共线/共点的约束关系; 思路 4: 若不满足上述共面/共线/共点的约束关系

则必没有奇异或近似奇异. 首先针对共面约束, 随机生成 (a, b, c, d) 一组参数, 再随机生成若干组基站

的 (x, y) 参数 (可以在 3 个位置参数任选两个进行组合, 组数取决于几何拓扑约束关系所要求的最少

基站数), 然后根据式 (35) 求得上述若干组基站的 z 参数. 这样就随机生成了若干组满足共面约束关

系的 BS, 随后基于这些 BS, 结合对应位置估计方法进行用户位置估计, 大量重复上述过程, 测试结果

为奇异或近似奇异, 均不能对用户位置进行有效估计.
面约束方程: ax+ by + cz + d = 0,

线约束方程: ax+ by + c = 0, z任意,

点约束方程: ax+ b = 0, y任意, z任意.

(35)

我们也可以对上述步骤进行反向验证, 即针对每一次奇异解或近似奇异解估计, 验证总能找到唯

一一组参数 (a, b, c, d), 使若干组 BS 共面; 或者针对每一次正常解估计, 验证总无法找到一组参数

(a, b, c, d), 使这若干组 BS 共面. 类似地, 也可以进行线约束验证和点约束验证, 所有正反向测试均通

过. 由于 AOA 3D 位置估计所对应的几何拓扑约束关系比较复杂, 这里重点对其验证过程进行展示.

首先给定 UE位置的参考值为 (30, 40, 50),随机生成 3个 BS的 3D坐标 (假定其中一个坐标未知),接

着计算各 BS与 UE之间的相对向量;然后对上述 3个向量两两作 Hadamard积,形成 3个新向量,借

助 Matlab工具 (solve函数)求解 3个新向量所对应行列式为 0时 (3个向量共面则行列式为 0) BS中

的一个未知量, 这样就按所述几何拓扑约束关系生成了需要给定的 BS 坐标; 最后借助 AOA-LSM 方

法进行求解, 按不同规模重复上述实验, 统计定位解的情况, 包括: 用户位置正好在任意基站正上/下

方的次数为 L, 奇异解与近似奇异解的次数 M . 理论上 L +M 为规模数可以认为所挖掘的几何拓扑
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图 4 (网络版彩图) (a) 1000 次和 (b) 10000 次测试规模下几何拓扑约束关系的验证

Figure 4 (Color online) Verification of geometric topological constraints under the scales of (a) 1000 experiments and

(b) 10000 experiments

约束关系是合理的. 图 4(a)和 (b)分别给出了 1000和 10000次测试规模下几何拓扑约束关系的验证.

在 1000 次规模测试中, 统计出 L = 9, M = 991, 两者之和为规模 1000; 在 10000 次规模测试中, 统计

出 L = 91, M = 9909, 两者之和为规模 10000. 在图 4(a) 或 (b) 中, 上图是定位解与参考值的相对误

差,由于是按照几何拓扑关系生成基站坐标的,若所发现的几何拓扑约束关系正确,其导致的必然结果

就是出现奇异解或近似奇异解, 因此 Y 轴所表示的相对误差会较大 (偏离 0). 由于 Y 轴数值已经进

行对数处理, 因此其值应大多数集中在某个正值区间附近. 关于结果中有小比例误差显著增大的情况,

这是由于定位解出现在靠近奇异解空间的近似奇异解空间, 此时解具有混沌和大误差特性; 同样也会

有小比例的结果偏小, 这是由于解出现在靠近正常解空间的近似奇异解空间, 在该处定位解逼近甚至

非常逼近参考值. 图 4(a) 和 (b) 的下图表示用行列式的值是否接近 0 来描述 Hadamard 积向量是否

共面或近似共面, 由于是按照 Hadamard 积向量共面或近似共面这种几何拓扑来生成基站坐标的, 所

以行列式的值应无一例外地接近于 0, 而这里行列式的值在 10−6 (图 4(a)) 量级和 10−4 (图 4(b)) 量

级, 不是严格的 0, 这主要在于计算过程中会产生不可避免的数值截断误差. 关于 3 个空间的定义和

性质参考 2.1 和 4.4.4 小节.

4.2 参数微调法验证

在 4.1 小节验证的基础上, 每当出现奇异解或近似奇异解时, 采用参数微调法, 均可以得到正

确解或高精度近似解. 以下面一个例子来做说明. 假定用户的坐标为 (30, 40, 50), 根据几何拓扑

约束关系生成 3 个 BS, 其中 3 个 BS 的 3D 坐标分别为: BS1: (50.9424, 21.9885, 78.3622), BS2:

(67.4857, 7.7604, 31.2019), BS3: (12.3241, 55.2022, 70.2657) 满足 AOA 3D 位置估计所对应的几何拓扑

约束关系. 此时出现近似奇异解, 对 UE 位置估计结果为 (103.4474, 36.3443, 50.0000); 采用参数微调法

对准 BS1 的 y 轴叠加一个微小偏置量 σ = 0.001 后变为 (50.9424, 21.9895, 78.3622), 将其替换为原先

的 BS,重新基于式 (25)进行位置解算.此时由于 AOA 3D位置估计时满足不共面约束关系, tr(ATA)

满秩, 近似奇异解问题消失, 得到用户的高精度近似解为 (29.9998, 40.0001, 50.0000); 若 σ 很小, 定位

解仍会出现近似奇异问题甚至奇异问题. 我们对比了不同 σ 累加下的定位误差, 如图 5 所示, 在起初

σ 很小时, 定位误差最大. 图 5 显示了按不同步长 σ 累加的结果进行参数微调得到的相应位置估计误
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图 5 (网络版彩图) 不同 σ 累加对位置估计误差的影响

Figure 5 (Color online) Influence of different cumulative σ on the location estimation error

差, 其中左图表示 σ 在 10−8D∼10−6D 范围内按 5 种比较小的步长进行累加, D 为参考坐标系的量

级, 这里 D 约为 100. 此时整体 σ 累加结果偏小, 尤其在最初阶段累加后的 σ 比较小时会产生很大的

定位误差. 由于 σ 取值太小, 没有起到参数微调的效果, 即定位解仍没有跳出奇异解空间或近似奇异

解空间而出现大的定位误差,直到在 σ 不断累加下,定位解跳出了近似奇异解空间而使误差快速减小.

同时,不同 σ 步长累加的初始阶段,定位误差具有较大的跳跃性,这与近似奇异解空间的特性有关. 当

σ 累加到一定阶段后误差收敛的趋势是非常一致的, 这由定位解由近似奇异解空间到正常解空间过渡

时两空间的性质决定. 图 5 的右图则显示了当初始 σ 在 10−5D∼10−3D 范围内按 5 种比较大的步长

进行累加时, 定位解已经完全由近似奇异解空间进入了正常解空间, 此时误差主要与 σ 累加后坐标偏

离的程度有关, 且偏离越大定位误差也就越大.

4.3 空时自调节法验证

首先在一个东向、北向不超过 100 m, 天向不超过 10 m 的场景内随机生成 100 个 BS 和 9 个

UE 的三维坐标, 如图 6 所示. 显然坐标系各轴有 1 个数量级的差距. 事实上, 各坐标轴在数量级

上的差距可以设置的很大, 但 1 个数量级的差距已足以说明问题. 本文所提出的 STAM 可以与前文

各种技术进行无缝融合, 形成 TOA-LSM-STAM, TDOA-LSM-STAM, AOA-LSM-STAM 等, 这里先对

TOA-LSM-STAM进行验证,其他方法验证结果类似. 我们设置如下参数,各 UE位置坐标每秒更新 30

次, 每次引入均值为 0 s, 方差为 10−8 s2 量级的时间相关噪声, 各 UE 初始位置为参考值, 针对同一组

测量数据分别用一般方法 (TOA-LSM) 和提出的 TOA-LSM-STAM 进行测试, 统计各 UE 的各方向的

定位误差, 对误差进行排序, 并用箱线图和误差累计分布函数 (cumulative distribution function, CDF)

表示. 其中 E 表示东向误差, N 表示北向误差, U 表示天向误差, M 表示各方向误差矢量的模值. 测
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图 6 (网络版彩图) 随机生成 100 个 BS 与 9 个 UE 的 3D 坐标示意图

Figure 6 (Color online) Schematic diagram of randomly generated 3D coordinates of 100 BSs and 9 UEs

试结果分别如图 7和 8所示. 其中图 7(a)和图 8(a)是采用 TOA-LSM处理,和前文讨论的一致,定位

误差出现轴相关性问题, 这里 9 个 UE 的平均误差约为 1 m, 其中 95% 的误差由天向误差贡献; 而用

空时自调节方法进行位置估计, 结果如图 7(b) 和图 8(b) 所示. 此时 9 个 UE 的平均误差约为 0.1 m,

且由各轴向误差均匀贡献, 可见轴相关性问题被解决, 且整体定位误差明显减少. 对这一结果的解释

是所提出的空时自调节方法显著压缩了各 BS 的坐标, 间接压缩了 LSM 中空间相关参数, 使 A 和 b

各元素大小分布均匀, 各轴向的时间相关噪声被自适应地调节, 使定位精度有所提高. 不同偏置参数

下空间压缩的程度如图 9 所示. 下面验证 STAM 对近似奇异问题的解决效果. 为突出 STAM 的一般

性, 对 TDOA-LSM-STAM 进行验证, 对其他方法的验证结果类似. 先按共面约束生成 100 个 BS, 同

时随机生成 9 个 UE, UE 位置每秒更新 30 次, 每次引入均值为 0 s, 方差为 10−16 s2 量级的时间相

关噪声. 由前文分析可知, 由于各 BS 不满足几何约束关系, 所以 TDOA-LSM 产生奇异解或近似奇异

解, 如图 10(a) 所示, 各 UE 各轴都产生了 104 量级甚至 105 量级的定位误差, 此时定位失败. 而所提

出的 TDOA-LSM-STAM 则得到了高精度近似解, 如图 10(b) 所示, 定位均方根误差约为 2 m. 有趣的

是虽然 TDOA-LSM-STAM 可以将近似奇异解问题解决, 但若近似奇异解问题耦合了轴相关问题, 此

时 TDOA-LSM-STAM 对轴相关性问题几乎不起作用, 这是由于近似奇异解问题作为主要问题贡献了

相当量级的定位误差而覆盖掉了轴相关性问题及其误差影响.

4.4 讨论

4.4.1 几何拓扑约束关系

几何拓扑约束关系在本质上与各 BS 和坐标系的选择有关. 坐标系选择不合理, 比如坐标系中各

BS坐标的量级很大,则用 LSM处理时容易出现近似奇异问题;而坐标系和各 BS坐标一旦给定,也就

决定了在坐标系空间中存在部分盲区, 不能准确估计用户位置. 因此几何拓扑约束关系在数学层面区

分出了坐标系、BS 和 UE 共同决定的非奇异解空间, 在物理层面给出了坐标系、BS 和 UE 的空间拓

扑结构, 为拓扑布站提供了有益的理论指导. 同时, 从本文数学和物理统一分析的角度来看, 这种拓扑
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图 7 (a) TOA-LSM 和 (b) TOA-LSM-STAM 对 UEs 位置估计的箱线图

Figure 7 Boxplot position estimation of UEs by (a) TOA-LSM and (b) TOA-LSM-STAM
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图 8 基于 (a) TOA-LSM 和 (b) TOA-LSM-STAM 进行 UEs 位置估计的 CDF

Figure 8 CDF of location estimation of UEs by (a) TOA-LSM and (b) TOA-LSM-STAM

关系或许也隐藏在其他先进的定位算法中.
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图 9 (网络版彩图) 不同偏置参数下空间压缩的程度

Figure 9 (Color online) Degree of spatial compression under different bias parameters
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图 10 (网络版彩图) (a) TDOA-LSM 和 (b) TDOA-LSM-STAM 估计 UEs 位置

Figure 10 (Color online) Location estimation of UEs by (a)TDOA-LSM and (b) TDOA-LSM-STAM

4.4.2 参数微调法

全局参数微调法性能要比局部参数微调法性能差, 因此如何快速锁定 LSM 参数中对奇异性和近

似奇异性贡献大的参数是难点之一; 如何对奇异性或近似奇异性贡献大的 LSM 参数进行微调, 把解

从奇异解空间、近似奇异解空间拉回正常解空间, 或者拉回非常靠近正常解空间的近似奇异解空间则
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Singular solution space

Approximate singular solution space

Normal solution space

图 11 (网络版彩图) 3 个空间的概念和关系图

Figure 11 (Color online) Concept and relationship diagram of three spaces

是难点之二. 本文提出的参数微调法只是从基本数理机制和几何拓扑约束关系上入手, 后续若结合混

沌矩阵、广义逆矩阵、群论等, 有望对奇异问题、近似奇异问题有更本质的解决方法.

4.4.3 空时自调节法

所提出的空时自调节法可以较好地解决定位误差的轴相关性问题和 LSM 近似奇异解问题. 值得

一提的是若坐标系各轴相对量级变化不显著, 或者用户活动空间、基站布设空间, 以及坐标系选择不

合适时, STAM 的优越性会降低. 同时考虑到 STAM 前后有很大的空间压缩和反压缩操作, 其对时间

噪声敏感, 若系统中时间测量精度不高, 则使用 STAM 会引入一定误差.

4.4.4 3 个空间及其特性

作为对本文工作的一个整体梳理, 我们定义了 3 个空间及其关系, 即奇异解空间、近似奇异解空

间和正常解空间, 如图 11 所示. 3 个空间无缝衔接. 其中奇异解空间具有无解的性质, 近似奇异解空

间具有大误差且混沌的性质, 正常解空间具有误差较小且可解释的性质. 本文工作概括来说就是用几

何拓扑约束关系表征了奇异解和近似奇异解相关问题,并在此基础上提出参数微调法和空时自调节法

把解从奇异解空间和近似奇异解空间拉到正常解空间或靠近正常解空间的近似奇异解空间.

5 结论

本文针对无线信号交汇定位的奇异解相关问题开展系统研究,独辟蹊径地从数理一体化角度提出

了表征定位奇异解的 8 条几何拓扑约束关系; 然后针对奇异解与近似奇异解问题, 利用所提出的几何

拓扑约束关系作为重要判据, 提出了参数微调方法, 该方法集降维估计、局部参数微调和全局参数微

调于一体, 有效解决了定位奇异解或近似奇异解问题, 并获得了可信的和高精度的定位结果. 此外, 针

对 LSM 近似奇异解问题和定位误差的轴相关性问题 (奇异解相关问题), 提出空时自调节方法, 该方

法通过对运算空间的非线性映射, 实现了与参数微调法类似的效果, 能够有效解决近似奇异解问题或

定位误差的轴相关性问题.本文的研究工作推动了人们对无线信号交汇定位的奇异解相关问题的深入

认识, 对奇异解表征、奇异解相关问题解决给出了创新方案和有益指导.
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Abstract The wireless signal intersection location is the most common geometric positioning technology, with

several applications in communication and positioning. However, it is difficult to understand the singular solution

issues generated by the wireless signal intersection location. Additionally, there are limited basic and in-depth

research studies on the related solutions. To solve the above issues, we derive the analytic expressions of the

relevant one-, two-, and three-dimensional positioning based on the least squares method and discover eight

geometric topological constraints to characterize the singular solution from a new perspective. Besides, we propose

fine-tuning the parameters and space-time self-adjustment methods to solve the singular related issues. The results

show that the proposed geometric topology constraints are credible, easing the characterization and explanation

of the singular solution problem. Besides, the proposed solution can realize an efficient solution to the singular

solution issues with high precision location results. This study provides useful guidance for geometric positioning,

base station layout, singular solution characterization, and robust positioning algorithm.

Keywords wireless signal intersection location, geometric positioning, least square method, singular solution,

topological constraints
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