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摘要 公平分配研究如何把 m个不可分的物品公平地分配给 n个玩家. 每个玩家关于物品有一个可

加的估值函数. 物品是无权重的,如果他们的取值范围为 {1, 0,−1}. 非负估值的物品称为奖品,非正估

值的物品称为苦差. 本文考虑寻找无权重物品的分配,并满足 “相差任意物品下是无忌妒的” (envy-free

up to any item, EFX0). EFX0 是本领域内最受关注的公平性度量. 一般可加估值函数下的 EFX0 分

配的存在性仍然是开放的. 本文提出寻找无权重物品的 EFX0 分配的多项式时间算法. 为了达到这个

目的, 本文分别提出了寻找无权重奖品和无权重苦差的 EFX0 分配的算法. 然后, 通过将二者小心地

结合起来,本文得到了最终的算法. 本文的结果完整刻画了无权重情况下寻找 EFX0 分配的解决方案.
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1 引言

本文研究如何在 n 个玩家间公平地分配 m 个不可分的物品. 每个玩家关于物品的每个子集各自

有一个估值. 本文假设所有玩家的估值函数是可加的. 当在所有玩家的眼里物品的估值是非负时, 它

们被称为奖品. 当在所有玩家的眼里物品的估值是非正时, 它们被称为苦差.

奖品的公平分配是近些年来经济学和计算机科学的核心研究课题之一.已有文献发展了许多概念

来衡量分配的公平性. 其中之一是所谓的无忌妒性 (envy-freeness, EF). 在一个分配当中, 玩家 i 忌妒

玩家 j, 如果他认为他分配到的部分严格小于玩家 j 分配到的部分. 一个分配是无忌妒的, 如果玩家

之间不会互相忌妒. 然而, 无忌妒性对于不可分物品来说是不可能做到的 (只需考虑在两个玩家之间

分配一个物品的例子即可明白这点). 因此, 文献中相继提出了无忌妒性的两种弱化版本: 相差某个物
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品下的无忌妒性 (envy-freeness up to one item, EF1) [1] 和相差任意物品下的无忌妒性 (envy-freeness

up to any item, EFX) [2]. 大致地说, 一个分配是 EF1 的, 如果对于任意 i, j, 在拿走分配给玩家 j 的

某个奖品后, 玩家 i 不再忌妒玩家 j. 一个分配是 EFX 的, 如果对于任意 i, j, 在拿走分配给玩家 j 的

任一非零奖品后, 玩家 i 不再忌妒玩家 j. 后来, 通过移除 EFX 定义中 “非零” 物品的要求, Plaut 和

Roughgarden [3] 引入了 EFX 的一个强化版本, 在文献 [4] 中也被称为 EFX0.

苦差的公平分配最近也收到了一些关注 [5, 6]. 上述所有公平性概念都可以很容易地在这个场景下

定义. 一个更一般的场景是分配混合物品. 在这个场景下, 不同的物品对于不同的玩家可以同时取正

值、零值和负值.

为了拓展研究者关于物品公平分配的理解, 本文研究无权重混合物品的分配, 这些物品的取值范

围是 {1, 0,−1}, 刻画了人们对于物品最基本的三种态度 (“喜欢”、“无感”、“讨厌”). 现实生活中的许

多对象适用于这种刻画. 例如, 在学术会议审稿阶段审稿人选择目标稿件时, 对于特定的论文, 他们态

度通常可以分为 “我想评审此论文”、“我可以评审此论文”, 以及 “我不想评审此论文”.

尽管关于 EF1 分配的存在性有许多正面的结果 [7, 8], EFX/EFX0 分配的存在性自它们被引入以

来就是开放的. 对于无权重的情况, EFX 退化为 EF1, 因此是存在的 (见文献 [8, 9]). 然而, 即使对于

取值为 {0, 1} 的无权重奖品, EFX0 的存在性最近才刚刚被证明 [10]. 而对于取值为 {1, 0,−1} 的混合
物品的 EFX0 分配的存在性, 现存文献尚未有系统的讨论. 本文将证明对于无权重的混合物品, EFX0

分配是存在的.

1.1 本文贡献

本文首先将关于奖品的 EFX/EFX0 的公平性概念推广到了混合物品的情况. 本文给出了一个反

例, 证明了最自然的推广是不合理的. 相反, 本文提出了两种度量作为合适的推广. 本文证明了在任

意一种度量下, 公平分配必定存在, 并且能够 (通过不同的算法) 在多项式时间内被找到. 为了达到这

一目的, 本文首先提出了一个寻找无权重奖品的 EFX0 分配的算法和一个寻找无权重苦差 (其取值为

{0,−1})的 EFX0 分配的算法. 接着,通过小心地结合这两个算法的设计思想,本文成功处理了无权重

混合物品的情形. 这些结果完整刻画了无权重混合物品 EFX0 分配的存在性问题.

1.2 相关工作

对于不可分物品, EF1 首次在文献 [1] 中引入, 作为无忌妒性的弱化版. 正如文献 [7] 暗自证明的

那样, 当玩家具有单调的估值函数时, EF1 分配总是存在的. Caragiannis 等 [2] 引入了 EFX 的概念.

EFX 的略微强化版由 Plaut 和 Roughgarden [3] 引入, 且在文献 [4] 中被称为 EFX0. 研究者做了大量

尝试以证明奖品的 EFX/EFX0 分配的存在性. Plaut 和 Roughgarden [3] 证明了当玩家的估值函数相

同或者仅仅只有两个玩家时, EFX0 分配是存在的. 他们也指出了,当玩家对于物品的估值可加且排序

相同时, 可以在多项式时间内找到一个 EFX0 分配. 最近, 研究者证明了当只有三个玩家 [11], 或者奖

品是二值时 [10], 奖品的 EFX0 分配是存在的. 另一条研究线路考虑近似的公平性概念, 称为 α-EFX0.

Plaut 和 Roughgarden [3] 证明了对于次可加估值函数, 1
2 -EFX0 分配总是存在的. 他们的算法不是多

项式时间的, 后来被 Chan 等 [12] 改进成了一个多项式时间算法. 最近, Amanatidis 等 [13] 打破了 1
2 的

界限, 并提出了一个多项式时间算法, 对于可加估值函数, 能够得到一个 0.618-EFX0 分配. 前人工作

也考虑了部分分配, 即允许存一些未分配的奖品. Caragiannis 等 [14] 证明了对于可加函数, 存在一个

EFX0 部分分配, 其纳什社会福利至少是最优解的 1
2 . Chaudhury 等 [15] 证明了对于一般的估值函数,

存在一个 EFX0 的部分分配, 使得未分配的奖品少于 n 个. 尽管存在大量关于 EFX0 分配的结果, 在
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可加估值函数下, 它的存在性仍然是开放的.

苦差的公平分配在文献 [5, 6, 16, 17] 中被研究. 正如文献中所记载的, 这不等价于奖品的分配. 大

部分关于奖品 EFX0 分配的结果对于苦差不再成立. 最近, Aziz 等 [8] 把 EF1 的概念推广到了混合物

品的情况上, 并且提出了寻找混合物品 EF1 分配的多项式时间算法. Aleksandrov 和 Walsh [9] 提出了

一个寻找无权重混合物品 EFX (而不是 EFX0) 分配的算法.

本文针对无权重物品的算法使用忌妒图这个工具, 这是一项在本领域内使用最广的技术. 简单地

说, 本文发现了一种聪明的方式更新忌妒图, 每次把一个新的物品添加进当前的分配当中. 作为对比,

文献 [10] 中的算法基于最大匹配, 并且不依赖于忌妒图. 二者并不能互相推出. 因此本文的算法具备

独立的研究兴趣.

最后, 公平分配领域中的另一类研究对象是可分物品. 这类物品可以被任意分割为若干部分, 并

以某种公平的方式分配给玩家. 针对可分物品, 也可以定义诸如无忌妒性之类的公平性度量, 并设

计算法求解. 可分物品与不可分物品的分配方法十分不同, 研究者们对此进行了大量的研究, 详见

文献 [18∼24].

2 模型

公平分配问题要求以公平合理的方式把 m 个不可分的物品 M = {g1, g2, . . . , gm} 分配给 n 个玩

家 N = [n] = {1, 2, . . . , n}. 本文使用记号 π = (X1, X2, . . . , Xn) 来表示物品的分配, 其中 ∀i, j ∈ N ,

Xi ∩Xj = ∅, 且 X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn ⊆M . 若 X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn = M , π 被称为完全分配; 否则, π 被

称为部分分配. 在分配的过程中, 可能出现部分分配, 但最终必须得到一个完全分配. 每个玩家 i ∈ N

有一个定义在 M 的所有子集上的估值函数 vi : 2M → R. 特别地, 对于单个物品 g ∈ M , 本文使用

vi(g) 表示玩家 i 对物品 g 的估值. 本文仅考虑可加估值函数, 即对于 X ⊆ M , vi(X) =
∑

g∈X vi(g).

此时, 物品 g ∈ M 可以使用向量 (v1(g), v2(g), . . . , vn(g)) ∈ Rn 描述. 如果对于任意 i ∈ N , g ∈ M ,

有 vi(g) > 0, 那么 M 中的物品被称为奖品; 如果对于任意 i ∈ N , g ∈ M , vi(g) 6 0, 那么 M 中的物

品被称为苦差; 如果 M 既包含奖品又包含苦差, 或者包含三值的物品, 那么 M 中的物品被称为混合

物品. 称玩家 i ∈ N 拥有二元估值, 如果 M 是奖品, 且 vi(g) ∈ {0, 1},∀g ∈ M , 或者 M 是苦差, 且

vi(g) ∈ {0,−1},∀g ∈ M . 称玩家 i ∈ N 拥有三元对称估值, 如果 vi(g) ∈ {−1, 0, 1},∀g ∈ M . 如果所有

玩家 i 都拥有二元估值或者三元对称估值, 那么问题是无权重的. 本文考虑无权重可加估值函数下的

公平分配问题.

2.1 公平性度量

本小节首先介绍若干文献中定义的公平性概念, 包含无忌妒性及相关定义.

定义1 (混合物品的无忌妒性, EF) 称物品的一个分配 π = (X1, X2, . . . , Xn) 是无忌妒的 (envy-

free, EF), 如果对于任意 i ̸= j, vi(Xi) > vi(Xj).

无忌妒性要求每位玩家都认为自己分到的物品的价值是最高的. 然而, 在许多情况下这是不可能

的. 例如, 考虑两个人分一个物品的例子. 因此, 本文主要关注无忌妒性的弱化版本, 称为相差任意物

品下的无忌妒性. 本文将对奖品、苦差和混合物品分别定义这一概念.

定义2 (奖品的 EFX0 分配) 称奖品的一个分配 π = (X1, X2, . . . , Xn) 在相差任意物品下是无忌
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妒的 (envy-free up to any item, EFX0)
1), 如果对于任意 i ̸= j 和 g ∈ Xj , vi(Xi) > vi(Xj \ {g}).

定义3 (苦差的 EFX0 分配) 称苦差的一个分配 π = (X1, X2, . . . , Xn) 在相差任意物品下是无忌

妒的 (EFX0), 如果对于任意 i ̸= j 和 g ∈ Xi, vi(Xi \ {g}) > vi(Xj).

接着, 本文考虑混合物品的 EFX0 分配, 并引入两种不同的定义. 它们分别推广了定义 2 和 3. 为

了区分它们, 后者被称为对偶 EFX0 或者 DEFX0. 本文将证明, 在三元对称可加估值函数下, 混合物

品的 EFX0 分配和 DEFX0 分配总是存在的.

定义4 (混合物品的 EFX0 分配) 称分配 π = (X1, X2, . . . , Xn) 在相差任意物品下是无忌妒的

(EFX0), 如果对于任意 i ̸= j,

• 对于所有满足 vi(g1) > 0 的物品 g1 ∈ Xj , vi(Xi) > vi(Xj \ {g1}); 且
• 对于所有满足 vi(g2) < 0 的物品 g2 ∈ Xi, vi(Xi \ {g2}) > vi(Xj).

定义5 (混合物品的 DEFX0 分配) 称分配 π = (X1, X2, . . . , Xn) 在相差任意物品下是对偶无忌

妒的 (dual envy-free up to any item, DEFX0), 如果对于任意 i ̸= j,

• 对于所有满足 vi(g1) > 0 的物品 g1 ∈ Xj , vi(Xi) > vi(Xj \ {g1}); 且
• 对于所有满足 vi(g2) 6 0 的物品 g2 ∈ Xi, vi(Xi \ {g2}) > vi(Xj).

定义 4 和 5 均要求有一个方向必须拿走非零物品. 那么, 为什么不把混合物品的 EFX0 分配定义

为同时满足定义 2 和 3 的条件, 从而合并定义 4 和 5 呢? 实际上, 尽管乍看之下这很合理, 下述例子

证明了这样的分配在一般情况下是不存在的. 因此, 这样的定义并不合适.

例1 假定 N = {1, 2}, M = {g1 = (1, 1), g2 = (0, 0)}. 由对称性, 不妨设 g1 总是被分配给玩家 1.

如果实际的分配是 X1 = {g1, g2}, X2 = ∅, 那么 v2(X1 \ {g2}) = 1 > 0 = v2(X2). 如果实际的分配是

X1 = {g1}, X2 = {g2}, 那么 v2(X2 \ {g2}) = 0 < 1 = v2(X1). 不论何种情况, 定义 2 和 3 都至少有一

个被违背了.

2.2 算法中使用的记号

本文的算法需要对物品进行分类处理. 形式上, 定义 M+ = {g ∈ M : maxi∈N vi(g) = 1}, M0 =

{g ∈ M : maxi∈N vi(g) = 0}, 以及 M− = {g ∈ M : maxi∈N vi(g) = −1}. 显然, 在三元对称估值

下, 三者不相交, 且 M+ ∪M0 ∪M− = M . 在二元估值下, M− 或者 M+ 是空集. 固定 g ∈ M , 令

ONEg = {i ∈ N : vi(g) = 1}, 以及 ZEROg = {i ∈ N : vi(g) = 0}.
本文的算法需要在分配物品时指定玩家的顺序. 令 I = (1, 2, . . . , n) 表示默认序, 序号更小的玩

家享有更高的优先级. 假定 N1 = {i1, i2, . . . , ik} 和 N2 = {j1, j2, . . . , jℓ} 是两个不相交的玩家集合,

满足 i1 < i2 < · · · < ik 和 j1 < j2 < · · · < jℓ. 令 I(N1) 表示顺序 (i1, i2, . . . , ik). 相反地, 令

I(N1)
rev 表示 I(N1) 的逆序, 即 (ik, ik−1, . . . , i1). 令 (I(N1), I(N2)) 表示 I(N1) 和 I(N2) 的组合序,

即 (i1, i2, . . . , ik, j1, j2, . . . , jℓ). 对于人为定义的顺序, 本文使用记号 O 表示, 以区别于默认序 I. 本文
使用 Oi 指代 O 中的第 i 个玩家.

3 二元可加估值函数下的算法

本节提出两个在二元可加估值函数下寻找 EFX0 分配的算法. 第 3.1 小节介绍第一个算法, 输出

无权重奖品的 EFX0 分配. 第 3.2 小节介绍第二个算法, 输出无权重苦差的 EFX0 分配.

1) 前人工作通常关注 EFX0 的一个弱化版本, 定义为对于任意 i ̸= j 和所有使得 vi(g) > 0 的 g ∈ Xj , vi(Xi) >
vi(Xj \ {g}). 为了避免混淆, 本文称这一性质为 EFX.
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3.1 寻找奖品的 EFX0 分配

本小节提出的算法用于寻找无权重奖品的 EFX0 分配, 如算法 1 所示. 回顾可知, 奖品的 EFX0

分配要求对于任意 i ̸= j 和 g ∈ Xj , vi(Xi) > vi(Xj \ {g}). 算法从空分配开始, 首先运行 |M+| 轮把
M+ 中的奖品分配给玩家. 在每一轮中, M+ 中一个未分配的奖品 g 会被加入到当前的部分分配中,同

时保证更新后的分配仍然是 EFX0 的. 为了达到这个目的, 算法采取了一个叫做分层忌妒图的工具,

这个工具是文献 [7]中忌妒图的推广. 令 Gπ 表示对应于 (部分)分配 π = (X1, . . . , Xn)的分层忌妒图.

Gπ 的顶点代表玩家. Gπ 中存在有向边 i→ j 当且仅当在 π 中 vi(Xi) < vi(Xj), 即玩家 i 忌妒玩家 j.

此外, 顶点被分为若干层, 且顶点 (玩家) i 在第 k 层中当且仅当 vi(Xi) = k. vi(Xi) 越小, 玩家 i 所在

层数越低. 算法的关键在于它总是把一个未分配的奖品 g 分配给在 Gπ 中层数最低的玩家 ig ∈ ONEg.

后文将证明这能够确保分配始终是 EFX0 的. 在 M+ 中的奖品分配完毕后, 算法将 M0 中的所有奖品

分配给 Gπ 中的任意一个源点, 即没有入边的点, 由此完成最终的分配.

算法 1 EFX0 for goods

Input: Agents N = {1, 2, . . . , n}, goods M = {g1, g2, . . . , gm} = M+ ∪M0, agents’ valuations vi.

1: Initialize π = (X1, X2, . . . , Xn) as an empty allocation and let Gπ be its layered envy graph;

2: while M+ ̸= ∅ do
3: Arbitrarily pick g′ ∈M+;

4: Let ig′ be the agent in ONEg′ that lies in the lowest layer in Gπ ;

5: Initialize i← ig′ and g ← g′;

6: Xi ← Xi ∪ {g};
7: while π is not EFX0 do

8: Arbitrarily pick g∗ ∈ Xi \ {g} and let Xi ← Xi \ {g∗};
9: Let ig∗ be the agent in ONEg∗ that lies in the lowest layer in Gπ;

10: i← ig∗ and g ← g∗;

11: Xi ← Xi ∪ {g};
12: end while

13: M+ ←M+ \ {g};
14: end while

15: Let agent i0 ∈ N be a source in Gπ and Xi0 ← Xi0 ∪M0;

Output: An EFX0 allocation π = (X1, X2, . . . , Xn) of goods M .

以下首先证明在 M+ 中的物品分配完毕后, 所得到的分配是 EFX0 的. 首先从一些简单的观察

开始.

引理1 在算法 1 的外层 while 循环过程中, 分配 π 始终满足对于所有 i ∈ N , vi(Xi) = |Xi|. 此
外, 如果分配 π 是 EFX0 的, 那么

(1)如果玩家 i忌妒玩家 j,那么对于所有 g ∈ Xj , vi(g) = 1,且 vi(Xi) = |Xi| = |Xj |−1 = vi(Xj)−1,
因此, 他们在 Gπ 中处于相邻的层中;

(2) 分层忌妒图 Gπ 是无圈图.

证明 由于在外层 while循环的过程中, 物品 g 总是被分配给 ONEg 中的玩家, 因此在 π 中, 对

于所有 i ∈ N 和 g ∈ Xi, vi(g) = 1. 由于 vi 是可加的, 因此 vi(Xi) = |Xi|. 现在假定 π 是 EFX0 的.

(1) 如果玩家 i 忌妒玩家 j, 那么 vi(Xi) < vi(Xj). 如果存在物品 g ∈ Xj 使得 vi(g) = 0, 那么

vi(Xi) < vi(Xj) = vi(Xj \ {g}). 与 π 是 EFX0 的矛盾. 因此, 对于所有 g ∈ Xj , vi(g) = 1. 由此可知,

|Xi| = vi(Xi) < vi(Xj) = |Xj |. 另一方面, 由于分配是 EFX0 的, 因此 |Xi| = vi(Xi) > vi(Xj \ {g}) =
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|Xj | − 1, vi(Xi) = |Xi| = |Xj | − 1 = vi(Xj)− 1.

(2) 根据 Gπ 的定义, 有向边 i → j 存在当且仅当玩家 i 忌妒玩家 j. 因此, 根据 (1), 只有相邻层

的顶点之间才能存在边, 并且由低层指向高层. 因此, Gπ 是无圈的.

在算法 1中, 内层 while循环的每一轮涉及把未分配的奖品 g 分配给 Xi (第 6行或第 11行), 且

如果当前分配不是 EFX0 的, 把一个已分配的奖品 g∗ ̸= g 从 Xi 中拿出来 (第 8 行). 关于这一操作有

如下若干观察.

引理2 令 π = (X1, X2, . . . , Xn) 为一个 EFX0 的分配, 令 π′ 表示在分配了一个未分配的奖品 g

给 Xi 之后的分配 (第 6 行或第 11 行). 那么, π′ 不是 EFX0 的当且仅当在 Gπ 中存在有向边 j → i.

证明 首先证明, 对于任意在 Gπ 中层数不低于 i 的玩家 j, 即 |Xj | > |Xi|, j 在 π′ 中是 EFX0

的. 根据引理 1, vj(Xj) = |Xj | > |Xi| > vj(Xi). 如果 vj(Xj) > vj(Xi), 那么在 π′ 中 j 显然是 EF 的.

如果 vj(Xj) = vj(Xi), 那么 vj(g) = 1,∀g′ ∈ Xi. 因此, 在把 g 分配给 i 后, 如果 vj(g) = 0, 那么 j 依然

是 EF 的; 如果 vj(g) = 1, 那么 j 是 EFX0 的.

上述论证说明了只需关注在 Gπ 中层数比 i 更低的玩家 j, 即 |Xj | < |Xi|. 由于算法把 g 分配给

了 ONEg 中层数最低的玩家 i, 因此必然有 vj(g) = 0. 由此可得, j 在 π′ 中不是 EFX0 的当且仅当在

π 中 vj(Xj) < vj(Xi), 即 j → i.

引理3 令 π 和 π′ 如引理 2 中所定义. 如果 π′ 不是 EFX0 的, 令 π′′ 表示从 Xi 中取出一个已分

配的奖品 g∗ ̸= g 之后的分配 (第 8 行). 那么, π′′ 是 EFX0 的.

证明 由引理 2, 只有在 π 中忌妒 i 的玩家在 π′ 中才不是 EFX0 的. 令 j 表示这样的玩家, 则

vj(g) = 0. 由于 π 是 EFX0 的, 由引理 1, vj(Xj) = vj(Xi)− 1 = vj(Xi ∪ {g})− 1, 且 vj(g
∗) = 1. 因此,

把 g∗ 从 Xi 中取出后, j 变成了 EF 的. 另一方面, i 在 π 中是 EFX0 的. 从 π 到 π′′ 的过程中, g 被加

入到了 Xi 中, 而 g∗ 从 Xi 中被取出. 两者对于 i 的价值均为 1. 因此, i 在 π′′ 中依然是 EFX0 的.

引理4 算法 1 的内层 while 循环在 |M+| 轮内结束, 且结束时, 所得到的分配是 EFX0 的. 这一

结论对于外层 while 循环也成立.

证明 令 π, π′, π′′, g, g∗, i 如之前的引理中所定义. 内层 while 循环进入下一轮是因为 π′ 不是

EFX0 的. 根据引理 2, 这意味着在 π 中存在玩家 j 忌妒玩家 i. 由引理 1, vj(g
∗) = 1, 且在 π 中 j 所

在的层数低于 i 所在的层数. 此外, 易知所有玩家在 π 和 π′′ 中处于相同的层数. 上述观察结合起来

能够推出在 π′′ 中, 玩家 ig∗ 所在的层数严格低于 i 所在的层数. 因此, 在 π′′ 中, g∗ 会重新分配给一

个所在层数严格更低的玩家. 最后, 根据引理 1, 忌妒图是无圈的, 且它最多只有 |M+| 层, 因此, 内层

while 循环在最多 |M+| 步内会停在图的某个源点上. 对于外层 while 循环也是如此.

接着, 本文证明当 M0 中的奖品分配完毕后, 所得到的分配仍然是 EFX0 的.

引理5 在 M0 中的奖品分配给了 Gπ 的源点后 (第 15 行), 分配 π 仍然是 EFX0 的.

证明 由于 i0 是源点, 因此对于任意 j ∈ N , vj(Xj) > vj(Xi0). 根据 M0 的定义, vj(M0) = 0. 因

此, vj(Xj) > vj(Xi0 ∪M0). 因此, 分配仍然是 EFX0 的.

总结上述引理, 本小节证明了关于算法 1 的如下定理.

定理1 算法 1 在多项式时间内终止, 并返回二元加性估值函数下奖品的 EFX0 分配.

3.2 寻找苦差的 EFX0 分配

本小节提出的算法用于寻找无权重苦差的 EFX0 分配, 如算法 2 所示. 回顾可知, 苦差的 EFX0

分配要求对于所有 i ̸= j 和 g ∈ Xi, vi(Xi \ {g}) > vi(Xj). 算法 2 假定 |M−| = k < n, 由下文的引
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理 6, 这不失一般性. 算法首先分配 M0 中的苦差. 每位玩家依次选择 M0 的剩余苦差中他认为价值

为 0 的部分. 根据 M0 的定义, M0 一定能被分配完. 接着, 算法定义顺序 O, 依次把 M− 中的物品分

配给在 O 中的前 k 个玩家, 并返回最终的分配.

算法 2 EFX0 for chores

Input: Agents N = {1, 2, . . . , n}, chores M = {g1, g2, . . . , gm} = M0 ∪M− with |M−| = k < n, agents’ valuations vi;

1: Initialize π = (X1, X1, . . . , Xn) as an empty allocation;

2: for i = 1, 2, . . . , n do

3: Xi ← {g ∈M0 : vi(g) = 0};
4: M0 ←M0 \Xi;

5: end for

6: Let N1 = {i ∈ N : Xi ̸= ∅}, N2 = N \N1, and O = (I(N2), I(N1));

7: Evenly distribute the k chores in M− to agents O1,O2, . . . ,Ok;

Output: An EFX0 allocation (X1, X2, · · · , Xn) of chores M .

引理6 设 π 是一个部分分配, 且 g1 和 g2 是两个未分配的苦差. 如果玩家 i 关于玩家 j 是

EF/EFX0 的, 且 vi(g1) = vi(g2) = −1, 那么在执行 Xi ← Xi ∪ {g1}, Xj ← Xj ∪ {g2} 更新 π 后, 玩家 i

关于玩家 j 仍然是 EF/EFX0 的.

证明 引理的证明是显然的, 因为玩家 i 和 j 分配到的部分同时减少了 1 的价值.

如果 |M−| > n, 那么可以先从 M− 里预留 n 个苦差. 接着, 针对剩余部分得到一个 EFX0 分配.

而后, 把一开始保留的 n 个苦差一人一个分配给每个玩家. 根据引理 6, 最终的分配仍然是 EFX0 的.

这说明了确实只需要考虑 |M−| < n 的情况.

下述定理证明了算法 2 的正确性.

定理2 算法 2 在多项式时间内终止, 并返回二元加性估值函数下苦差的 EFX0 分配.

证明 在算法 2 的 for 循环过程中, 由于任意苦差 g ∈ M0 都被分配给了 ZEROg 中的某个玩

家, 因此 for 循环结束时的分配是 EF 的, 因此是 EFX0 的. 定义 N1 为在 for 循环中分到了苦差的玩

家集合, 定义 N2 为剩余的玩家集合. 算法的关键在于它是按照顺序 O = (I(N2), I(N1)) 来分配 M−

的. 只需证明这样能够保持 EFX0 的性质即可. 首先, 对于玩家 i ∈ N2, 因为他只可能在第 7 行分配

到一个苦差 g ∈ M−, 因此 |Xi| 6 1, 且当 |Xi| = 1 时, vi(Xi) = −1, 因而他显然是 EFX0 的. 其次,

以下将证明, 对于玩家 i ∈ N2, 在算法执行第 7 行后, 他仍然是 EF 的. 如果在第 7 行中, i 没有被分

配到苦差, 那么 vi(Xi) = 0, i 是 EF 的. 如果他被分配到了一个苦差, 那么 vi(Xi) = −1. 对于在顺序
O = (I(N2), I(N1))中优先级比 i更高的玩家 j, j 也被分配到了M−中的一个苦差,因此 vi(Xj) 6 −1,
i 不忌妒 j. 对于在顺序 O 中优先级比 i 更低的玩家 j, j 一定在 for 循环的过程中分配到了苦差, 且

在 for 循环中, 由于玩家 i 比玩家 j 先分配到苦差. 因此 vi(Xj) = −|Xj | 6 −1 = vi(Xi). 因此, 在任

意一种情况下, 玩家 i 都不会忌妒玩家 j.

4 三元对称可加估值函数下的算法

本节处理三元对称可加估值函数的情况, 即 vi(g) ∈ {1, 0,−1},∀g ∈ M, ∀i ∈ N . 本节将证明二元

可加估值函数下的两个寻找奖品和苦差的 EFX0 分配的算法可以被推广到这种情况下. 根据引理 6,

不失一般性, 以下假定 |M−| < n.
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4.1 寻找混合物品的 EFX0 分配

本小节在定义 4 的意义下, 将分配二值奖品的算法 1 推广为下文分配三值混合物品的算法 3. 算

法由 3 个阶段组成. 首先, 通过引入 ṽi(g) = max{vi(g), 0} 作为新的估值函数, 算法暂时将 M+ 中的

所有物品转化为奖品,并通过调用算法 1来分配 M+ 中的物品. 接着,算法依次分配 M0 中的物品,确

保每个物品 g ∈M0 都被分配给了 ZEROg 中使得 vig (Xig ) 最小的玩家 ig. 而如果有多个这样的玩家,

g 会被分配给序号最小的那个. 最后, 算法定义顺序 O, 并将 M− 中的 k 个物品依次分配给 O 中的前
k 个玩家.

算法 3 EFX0 for mixed items

Input: Agents N= {1, 2, . . . , n}, items M = {g1, g2, . . . , gm} = M+ ∪M0 ∪M− with |M−| = k < n, agents’ valuations vi;

1: for all i ∈ N , g ∈M+ do

2: Define ṽi(g) = max{vi(g), 0};
3: end for

4: Let (X1, X2, . . . , Xn)← Algorithm 1(N,M+, ṽi(·));
5: for all g ∈M0 do

6: Choose ig ∈ ZEROg with smallest vig (Xig ), breaking ties by choosing the smallest index;

7: Xig ← Xig ∪ {g};
8: end for

9: Define order O using the following rules in order: agent i has higher priority if (1) with larger vi(Xi), (2) satisfying

vi(Xi) < |Xi|, (3) with smaller index i;

10: Evenly distribute the k items in M− to agents O1, . . . ,Ok;

Output: An EFX0 allocation (X1, X2, . . . , Xn) of mixed items M .

下面的例子深入解释了算法 3 的第 9 行是如何执行的: 假定玩家 1 和 2 满足 v1(X1) = v2(X2),

玩家 3和 4满足 v3(X3) = v4(X4) > v1(X1). 此外,对于 i = 1, 2, 3, vi(Xi) = |Xi|,且 v4(X4) < |X4|. 假
定 |M−| = k = 3, 那么在下一行代码中, 根据顺序 O 的定义, 算法 3 会把 M− 中的物品依次分配给玩

家 4, 3 和 1.

为了证明算法 3 的正确性, 下文将分别考察算法的 3 个阶段, 并且证明在每个阶段结束后, 分配

都是 EFX0 的. 在第一阶段, 算法 3 调用算法 1 分配 M+. 可以证明如下引理.

引理7 假定 π = (X1, X2, . . . , Xn) 是算法 3 第 4 行调用算法 1 后返回的分配. 那么, 在估值 v

下, π 是 EFX0 的.

证明 由定理 1, 在估值 ṽ 下, π 对于奖品是 EFX0 的. 由于算法 1 总是把物品 g 分配给 ONEg

中的玩家, 且根据 M+ 的定义, 任意物品 g ∈ M+ 对应的 ONEg 非空, 因此 ṽi(g) = 1,∀g ∈ Xi. 由于

算法只把 ṽ 中的 −1 变成了 0, 因此 vi(g) = ṽi(g) = 1,∀g ∈ Xi, vi(Xi) = |Xi|. 另一方面, 对于 i ̸= j,

vi(Xj) 6 ṽi(Xj). 因此, π 在估值 ṽ 下对于奖品是 EFX0 的能够推出在估值 v 下定义 4 的第一个条件

被满足. 对于第二个条件, 由于 vi(g) = 1,∀g ∈ Xi, 因此它是自然成立的. 因此, 在估值 v 下, π 对于混

合物品是 EFX0 的.

在第二阶段, 算法 3 分配 M0 中的物品. 可以证明如下引理.

引理8 设 π 是算法 3的第 4行返回的部分分配,在算法 3的 for循环结束后, π 会变成M+∪M0

的一个 EFX0 分配.

证明 首先,定义 4的第二个条件自然成立,因为在 for循环中 g ∈M0 被分配给了 ZEROg 中的

玩家, 这意味着不存在 g2 ∈ Xi 使得 vi(g2) < 0. 因此, 下文只需考虑第一个条件是否成立. 以下将证
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明, 在任何一次循环中, 如果在把物品 g 分配给玩家 ig 之前, 部分分配 π = (X1, X2, . . . , Xn) 是 EFX0

的, 那么在那之后, 更新后的分配 π′ = (X1, . . . , Xig ∪ {g}, . . . , Xn) 也是 EFX0 的.

由于 ig ∈ ZEROg, 有 vig (Xig ) = vig (Xig ∪ {g}), 因此玩家 ig 在 π′ 中满足定义 4 的第一个条件,

是 EFX0 的. 对于任何玩家 j ̸= ig, 由于 g ∈ M0, 因此 vj(g) 6 0. 这意味着, 对于任何满足 vj(g
′) > 0

的物品 g′ ∈ Xig , 有 vj(Xig ∪ {g} \ {g′}) 6 vj(Xig \ {g′}) 6 vj(Xj). 对于物品 g, 当 vj(g) = 0 时, 因为

算法从 ZEROg 中选择的 ig 具有最低的 vig (Xig ), 因此 vj(Xj) > vj(Xig ) = vj(Xig ∪ {g} \ {g}). 因此,

玩家 j 在 π′ 中也是 EFX0 的. 综上所述, 部分分配 π′ 是 EFX0 的.

在第三阶段, 算法 3 分配 M− 中的物品. 可以证明如下引理.

引理9 设 π = (X1, X2, . . . , Xn) 是算法 3 的 for 循环结束后的部分分配, π̃ = (X̃1, . . . , X̃n) 是算

法 3 的第 10 行结束后得到的完全分配. 那么, π̃ 是 EFX0 的.

证明 令 Nt 表示顺序 O 中的前 k 个玩家, 他们在第 10 行中各自分配到了 M− 中的一个物品.

因此, ∀i ∈ Nt, vi(X̃i) = vi(Xi) − 1, 而 ∀i ∈ N \Nt, vi(X̃i) = vi(Xi). 由于对于任何 g ∈ M− 和 i ∈ N ,

vi(g) = −1, 因此在 N \Nt 中的玩家在分配 π̃ 中依然是 EFX0 的. 此外, 由引理 6, Nt 中的玩家互相

之间也是 EFX0 的. 因此, 只需证明, 在 π̃ 中, 任何 Nt 中的玩家 i 关于任何 N \Nt 中的玩家 j 也是

EFX0 的. 令 Xi = Xi+ ∪Xi0(Xj = Xj+ ∪Xj0), 其中 Xi+(Xj+) 是在第 4 行中分配给玩家 i(j) 的物

品, Xi0(Xj0) 是在 for 循环中分配给玩家 i(j) 的物品.

首先证明对任意满足 vi(g) > 0 的 g ∈ X̃j , vi(X̃i) > vi(X̃j \ {g}), 即证 vi(Xi) − 1 > vi(Xj \ {g}).
由于在顺序 O 中, i 比 j 具有更高的优先级, 因此 vi(Xi) > vj(Xj). 由于 vj(Xj) = vj(Xj+) = |Xj+| >
vi(Xj+) > vi(Xj), 如果 vi(g) = 1, 那么 vi(Xi) − 1 > vi(Xj \ {g}). 因此, 下面假定 vi(g) = 0. 如

果 vi(Xi) > vj(Xj), 由于 vj(Xj) > vi(Xj), 结论成立. 在 vi(Xi) = vj(Xj) 的情况下, 如果 Xj0 = ∅,
vi(Xi) = vj(Xj) > vj(Xj \ {g}) > vi(Xj \ {g}), 同样导出所需结论. 第三种情况是 vi(Xi) = vj(Xj) 且

Xj0 ̸= ∅. 根据 O 的定义, 有 Xi0 ̸= ∅ 且 i < j. 此外, 条件 vi(g) = 0 意味着 i ∈ ZEROg. 由于玩家已分

配到的部分的价值在 for 循环中保持不变, 根据第 6 行, g 应该被分配给玩家 i 而不是玩家 j. 矛盾.

因此, 定义 3 的第一个条件对于玩家 i, j 成立.

其次, 要证明任意满足 vi(g) < 0 的 g ∈ X̃i, vi(X̃i \ {g}) > vi(X̃j). 这等价于证明 vi(Xi) > vi(Xj).

而上述论证已经说明了 vi(Xi) > vj(Xj) > vi(Xj).

总结上述引理, 本节证明了关于算法 3 的如下定理.

定理3 算法 3 在多项式时间内终止, 并返回三元对称可加估值函数下物品的 EFX0 分配.

注1 算法 3的第 5行至最后一行实际上是算法 2的推广. 如果物品估值限定在 {0,−1}上,那么

M+ = ∅. 在 for循环中,所有玩家都保持 vi(Xi) = 0,因此它退化为了算法 2的 for循环.在 for循环后,

vi(Xi) = 0 对所有玩家都成立, 因此第 9 行的第一个排序规则是多余的. 集合 {i ∈ N : vi(Xi) < |Xi|}
等价于 N1 = {i ∈ N : Xi ̸= ∅}. 因此, 算法 3 中的顺序 O 会退化为算法 2 中的顺序 O.

4.2 寻找混合物品的 DEFX0 分配

本小节在定义 5 的意义下, 将分配二值苦差的算法 2 推广为下文分配三值混合物品的算法 4. 算

法首先调用算法 2 得到一个 M0 ∪ M− 的 DEFX0 分配. 它同时记录了算法 2 第 6 行构造的集合

N1 = {i ∈ N : Xi ̸= ∅} 和 N2 = N \N1, 并基于 N1 和 N2 定义了一个新顺序 O = (I(N1)
rev, I(N2)).

最后,算法依次分配 M+ 中的物品 g,并将 g 分配给使得 vig (Xig )最小的玩家 ig ∈ ONEg,如果存在多

个这样的玩家, 则令 ig 为在 O 中优先级最高的那个. 下述定理证明了算法 4 的正确性.
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算法 4 DEFX0 for mixed items

Input: Agents N= {1, 2, . . . , n}, items M = {g1, g2, . . . , gm} = M+ ∪M0 ∪M− with |M−| = k < n, agents’ valuations vi;

1: (X1, X2, . . . , Xn)← Algorithm 2 (N,M0 ∪M−, vi), and let N1, N2 be defined as in line 6 of Algorithm 2;

2: Let O = (I(N1)rev, I(N2));

3: for all g ∈M+ do

4: Let ig be the agent in ONEg that has the smallest vig (Xig ). If there are multiple such agents, let ig be the agent

with the highest priority in O;
5: Xig ← Xig ∪ {g};
6: end for

Output: An DEFX0 allocation (X1, X2, . . . , Xn) of mixed items M .

定理4 算法 4 在多项式时间内终止, 并返回三元对称可加估值函数下物品的 DEFX0 分配.

证明 由定理 2, 算法 2 返回 M0 ∪M− 的一个 DEFX0 分配. 下面只需证明算法 4 在 for 循环

中保持 DEFX0 的性质. 设 π = (X1, . . . , Xn) 表示某轮 for 循环前的分配, 且 π 是 DEFX0 的. 在这轮

循环中,物品 g ∈M+ 被分配给了玩家 i = ig. 令 π′ = (X1, . . . , Xi ∪{g}, . . . , Xn)表示此轮循环结束后

的分配. 只需证明 π′ 是 DEFX0 的.

首先证明, 在 π′ 中, 对于任意 j ̸= i, 玩家 i 关于玩家 j 是 EFX0 的. 由于在 π 中, 玩家 i 是

DEFX0 的,且 vi(g) = 1,因此对于任何满足 vi(g
′) > 0的 g′ ∈ Xj , vi(Xi∪{g}) > vi(Xi) > vi(Xj \{g′}).

因此在 π′ 中, 定义 5 的第一个条件对于玩家 i 成立. 此外, 对于任何满足 vi(g
′) 6 0 的 g′ ∈ Xi, 有

vi(Xi ∪ {g} \ {g′}) > vi(Xi \ {g′}) > vi(Xj). 因此, 定义 5 的第二个条件对于玩家 i 也成立.

接着, 需要证明在 π′ 中, 对于任何 j ̸= i, 玩家 j 关于玩家 i 是 EFX0 的.

若 vj(Xj) < vj(Xi). 由于 vj(Xi) 6 vi(Xi), 有 vj(Xj) < vi(Xi). 因此 vj(g) 6 0, 否则在第 4 行, g

会被分配给 j 而不是 i. 由于玩家 j 在 π 中是 DEFX0 的, 因此对于任何满足 vj(g
′) = 1 的 g′ ∈ Xi,

vj(Xj) > vj(Xi \ {g′}). 因此在 π′ 中, 定义 5 的第一个条件对于玩家 j 成立. 此外, 对于任何满足

vj(g
′) 6 0 的 g′ ∈ Xj , vj(Xj \ {g′}) > vj(Xi) > vj(Xi ∪ {g}). 因此在 π′ 中, 定义 5 的第二个条件对于

玩家 j 成立. 综上所述, 在 π′ 中, j 是 DEFX0 的.

若 vj(Xj) > vj(Xi). 如果 vj(g) 6 0, 那么 vj(Xj) > vj(Xi ∪ {g}). 因此, 玩家 j 是 EF 的,

因此是 DEFX0 的. 如果 vj(g) = 1 且 vj(Xj) > vj(Xi), 那么 vj(Xj) > vj(Xi ∪ {g}). 因此, 玩家

j 在 π′ 中是 EF 的, 因此是 DEFX0 的. 假定 vj(g) = 1 且 vj(Xj) = vj(Xi). 那么对于任何满足

vj(g
′) = 1 的 g′ ∈ Xi ∪ {g}, vj(Xj) = vj(Xi ∪ {g} \ {g′}); 且对于任何满足 vj(g

′) = −1 的 g′ ∈ Xj ,

vj(Xj \ {g′}) = vj(Xi ∪ {g}). 因此, 如果可以证明对于任何 g′ ∈ Xj , vj(g
′) ̸= 0, 那么在 π′ 中, 玩家 j

是 DEFX0 的.

令 Xi+ = {g ∈ Xi : vi(g) = 1}, Xi0 = {g ∈ Xi : vi(g) = 0} 且 Xi− = {g ∈ Xi : vi(g) = −1}. 用反
证法, 假设存在物品 g∗ ∈ Xj 使得 vj(g

∗) = 0, 那么 j ∈ N1. 因此, i ∈ N1 且在顺序 I(N1)
rev 中, i 比

j 享有更高的优先级, 即 i > j, 因为否则的话, g 会被分配给 j 而不是 i. 结合算法 2 中 for 循环的分

配规则, 这些事实能够推出 Xi0 ̸= ∅ 且 vj(Xi0) = −|Xi0| < 0. 另一方面, 由于 vj(g) = 1, 有 vj(Xj) >
vi(Xi), 否则在算法 4 的第 4 行, g 会被分配给 j 而不是 i. 因此, vj(Xj) = vj(Xi) = vi(Xi). 注意到

vi(Xi) = |Xi+| − |Xi−|, 且 vj(Xi) 6 |Xi+| − |Xi0| − |Xi−|, 因此 vj(Xi+) 6 |Xi+| 且 vj(Xi−) = −|Xi−|.
因此, |Xi0| = 0 必然成立. 矛盾.
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5 结论

本文提出了若干计算无权重混合物品的 EFX0 分配的多项式时间算法,即当玩家具有三元对称可

加估值函数时. 虽然主要的开放问题是在可加估值下确定 (奖品) 的 EFX0 分配的存在性, 仍然存在

一些与本文研究的问题更相关的开放问题. 例如, 可以考虑三元不对称估值的情况, 即物品具有估值

{−α1, 0, α2}, 其中 α1, α2 是两个不相同的定值. 也可以考虑一般二值苦差的分配问题. 由于本文的方

法和文献 [10] 中的方法并不能直接解决这些问题, 因此需要发展全新的技术方法求解这些问题.
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Abstract Fair allocation studies how to fairly allocate m indivisible items among n agents. Each agent has

an additive valuation function over items, which are unweighted if their values are in {1, 0,−1}. Those items

with non-negative values are called goods, and those with non-positive values are called chores. We consider the

problem of finding an allocation of unweighted items which is envy-free up to any item (EFX0). EFX0 is one of

the most concerned fairness notions in the literature. It remains open whether EFX0 allocations always exist even

under additive valuation functions. In this paper, we present polynomial-time algorithms for finding an EFX0

allocation of unweighted items. To achieve this, we present algorithms for finding EFX0 allocations of unweighted

goods and unweighted chores separately, which are then carefully merged to deliver the final algorithms. As a

result, we provide a complete solution for finding EFX0 allocations in the unweighted scenario.

Keywords fair allocation, envy-freeness, indivisible items, goods, chores
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