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摘要 给定平面上的 n 个用户、m 个传感器和一个正整数 k (6 n), 任意传感器 s 均可以通过提供能

量 p(s) 产生一个圆形的覆盖区域, 覆盖区域的半径 r(s) 与 p(s) 满足 p(s) = r(s)α, 其中, α > 1 为衰

减系数. 平面上带次模惩罚费用的最小能量部分覆盖问题尝试寻找传感器的一个能量供应方案, 使得

至少有 k 个用户被覆盖且总能量与未覆盖用户的惩罚费用之和达到最小,其中惩罚费用由一个次模函

数确定. 该问题推广了最小能量覆盖问题、最小能量部分覆盖问题和带惩罚费用的最小能量部分覆盖

问题. 通过深入挖掘平面上半不相交圆盘集合的几何性质, 本文设计了一个基于原始对偶框架的两阶

段多项式时间 (5 · 2α + 1)- 近似算法. 当惩罚费用函数是线性函数时, 此算法的近似比为 5 · 2α.
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1 引言

传感器网络由许多固定位置的传感器组成, 主要功能是服务用户. 每个传感器 s 的服务区域是以

传感器为中心的圆盘 D(s, r(s)), 圆盘的半径 r(s) 与提供给传感器的能量 p(s) 相关且满足

p(s) = r(s)α,

其中, 衰减系数 α > 1 为一个常数. 若用户所在位置在圆盘 D(s, r(s)) 内, 则称此用户被传感器 s 覆

盖. 给定平面上 n 个用户和 m 个传感器. 平面上最小能量覆盖问题 [1] 尝试寻找传感器的一个最小能

量分配方案, 使得每一个用户至少被一个传感器覆盖.

现实中, 运营商往往并不能赋予传感器足够能量使得全部用户被覆盖. 为了保证大多数用户的利

益, 平面上最小能量部分覆盖问题 [2] 被提出. 该问题尝试寻找传感器的一个最小能量覆盖方案, 使得
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至少有 k 个用户被传感器覆盖, 其中 k (6 n) 为传感器网络最小覆盖用户数目. 为了提升用户满意度,

运营商往往会对未覆盖用户进行补偿, 此补偿可视为对运营商的惩罚费用. 通过对每一个用户定义一

个惩罚费用, 平面上带惩罚费用的最小能量覆盖问题 [3] 被提出, 该问题尝试寻找传感器的一个能量供

应方案, 使得传感器使用总能量与未覆盖用户的惩罚费用之和达到最小.

次模函数是具有边界效益递减性质的集合函数, 在运筹学、经济学、计算机科学等方面具有广泛

的应用 [4, 5]. 其中, 带次模惩罚费用的组合最优化问题逐渐成为理论计算机和组合最优化领域重要的

研究内容与研究热点 [6∼9]. 因此, 本文提出了平面上带次模惩罚费用的最小能量部分覆盖问题, 该问

题试图寻找传感器的一个能量供应方案,使得至少有 k 个用户被覆盖且总能量与未覆盖用户的惩罚费

用之和达到最小, 其中未覆盖用户的惩罚费用由一个次模函数确定.

1.1 相关工作

最小能量覆盖问题是一类经典的组合最优化问题, 试图寻找一个最小能量分配方案, 使得每一个

用户 u 至少被一个传感器覆盖. 方便起见, 将传感器与用户所在的空间定义为 S. 当 S 为直线时, 该

问题可以在多项式时间内求到最优解 [10]. 当 S 为平面时, 针对衰减系数 α > 2 的情况, Biló 等 [10]

证明该问题是 NP- 难的, Alt 等 [1] 证明该问题是 NP- 难的当衰减系数 2 > α > 1 时; 针对衰减系数

α = 1 的情况, Lev-Tov 和 Peleg [11] 设计了一个多项式时间近似方案 (polynomial time approximation

scheme); 通过进一步研究该问题的平面几何性质, 对于衰减系数 α > 1 的情况, Biló 等 [10] 设计了一

个多项式时间近似方案, 值得指出的是, 该算法可以被推广至有限维欧式空间.

最小能量多覆盖问题是最小能量覆盖问题的一个重要推广, 试图寻找一个最小能量分配方案, 使

得全部用户均满足其覆盖需求, 其中每一个用户 u 均有一个覆盖需求 cu. 当 S 为平面时, 针对任意用

户 u 均满足 cu = k 的情况, Abu-Affash 等 [12] 设计了一个 (23.02 + 63.91 · (k− 1))- 近似算法. 当 S 为
有限维欧式空间时, Bhowmick 等 [13] 设计了一个 (2 · d) · (27

√
d)α- 近似算法, 其中 d 为欧式空间的维

度; 最近, 利用平衡递归 (balanced recursive) 和平面细分技术, Huang 等 [14] 设计了一个多项式时间近

似方案. 当 S 为度量空间时, 利用局部比率法 (local ratio method), Bar-Yehuda 和 Rawitz [15] 设计了

一个 (3α · cmax)- 近似算法, 其中 cmax = maxu:u∈U cu 为用户中最大的覆盖需求.

最小能量部分覆盖问题是当前的一个研究热点, 试图寻找一个最小能量分配方案, 使得至少有

k (6 n) 个用户被传感器覆盖. 当 S 为有限维欧式空间时, 针对衰减系数 α = 2 的情况, Freund 和

Ranwitz [16] 设计了一个 (12 + ϵ)- 近似算法, 其中 ϵ > 0 为任意常数; 针对衰减系数 α > 1 的情况, Li

等 [2] 利用原始对偶方法设计了一个 3α-近似算法. 最近, Liu等 [3] 研究了最小能量部分覆盖问题的一

个推广 —— 带惩罚费用的最小能量部分覆盖问题, 其中每一个用户 u ∈ U 有一个未被覆盖的惩罚费

用 πu, 目标要最小化总能量与未被覆盖的惩罚费用之和. 利用原始对偶框架, 他们提出了一个 3α- 近

似算法.

最小能量部分多覆盖问题试图寻找一个最小能量分配方案, 使得至少有 k (6 n) 个用户满足其覆

盖需求. 当 S 为直线时, Liang 等 [17] 利用动态规划方法设计了一个能在多项式时间内求到最优解的

算法. 当 S 为有限维欧式空间时, 针对最大的覆盖要求 cmax 不超过一个给定常数的情况, Ran 等 [18]

设计了一个多项式时间近似方案.

1.2 主要工作

本文研究了平面上带次模惩罚费用的最小能量部分覆盖问题,设计了一个多项式时间 (5 · 2α +1)-

近似算法. 当惩罚费用是线性函数时, 该算法的近似比为 5 · 2α. 此算法基于原始对偶方法, 首先分两
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阶段增加对偶变量确定备选圆盘集合; 而后, 在备选圆盘集合中寻找半不相交 (semi-disjoint) 圆盘集

合; 利用平面上半不相交圆盘集合的几何性质, 仅需将该集合中的圆盘半径扩大 2 倍就可保证输出解

的可行性. 通过深入挖掘平面上半不相交圆盘集合的几何性质, 本文证明该平面上的任意用户最多被

半不相交圆盘集合中 5 个不同的圆盘覆盖, 此性质是证明所设计算法近似比的关键.

本文主要结构如下: 第 2 节介绍与平面上带次模惩罚费用的最小能量部分覆盖问题相关的基础

知识, 第 3 节是该问题的两阶段原始对偶算法及相关理论证明, 最后在第 4 节对该问题进行总结.

2 基础知识

集合函数 π(·) : 2U → R 是一个定义在全集 U 子集簇上的函数. 对于任意两个集合 U1 ⊆ U2 ⊆ U ,

如果 π(·) 满足 π(U1) 6 π(U2), 则称 π(·) 是单调函数; 如果 π(·) 满足

π(U1) + π(U2) > π(U1 ∪ U2) + π(U1 ∩ U2),

则称 π(·) 是次模函数; 如果 π(∅) = 0 且满足

π(U1) + π(U2) = π(U1 ∪ U2) + π(U1 ∩ U2),

则称 π(·) 是线性函数.

平面上带次模惩罚费用的最小能量部分覆盖问题 (the k-prize-collecting minimum power cover

problem with submodular penalties, 简记为 k-PCS 问题) 的具体定义如下: 在平面上, 给定包含 n

个点的用户集合 U , 包含 m 个点的传感器集合 S, 一个正整数 k (6 n) 和一个单调的次模函数

π(·) : 2U → R>0. 每一个传感器 s ∈ S 均可以通过提供能量 p(s) 产生一个覆盖区域 D(s, r(s)), 其

中 D(s, r(s)) 是一个以 s 为圆心 r(s) 为半径的圆盘, p(s) 与 r(s) 相关且满足 p(s) = r(s)α, 其中

α > 1 为一个常数. 用户在圆盘 D(s, r(s)) 内则称此用户被传感器 s 覆盖, k-PCS 问题试图寻找传

感器的一个能量供应方案 p : S → R>0, 使得至少有 k 个用户被覆盖, 同时使得总能量与未覆盖用

户集合 R 的惩罚费用之和达到最小, 其中未覆盖用户集合 R 的惩罚费用由次模函数 π(·) 确定, 即

min
∑

s:s∈S p(s) + π(R).

当 k = n时, k-PCS问题是平面上最小能量覆盖问题 [1]; 当任意用户子集 U ′ ⊆ U 均满足 π(U ′) =

0 时, k-PCS 问题是平面上最小能量部分覆盖问题 [2]; 当 π(·) 是线性函数时, k-PCS 问题是平面上

带惩罚费用的最小能量部分覆盖问题 [3]. 根据最小能量覆盖问题的 NP 完备性 [1], k-PCS 问题是

NP- 难的.

任给 k-PCS 问题的一个实例 I, 对于每一个传感器 s ∈ S 和每一个用户点 u ∈ U , 构造一个圆盘

D(s,u) = D(s, d(s, u)), 其中, d(s, u) 是点 s 到点 u 的欧式距离. 令

D = {D(s,u)|s ∈ S, u ∈ U}.

令 p∗ 是实例 I 的一个最优能量供应方案. 对于任意的传感器 s ∈ S 且满足 p∗(s) > 0, 至少有一个用

户在其覆盖区域 D(s, r(s)) 的边界上; 否则, 通过减少该传感器供应的能量, 可以得到一个使用更少能

量的可行供应方案. 此结论与 p∗ 是最优能量供应方案矛盾. 因此, 最优能量供应方案 p∗ 确定的圆盘

集合是圆盘集合 D 的子集, 亦即 k-PCS 问题仅需考虑集合 D 中的圆盘且该问题的实例 I 可以描述
为 (U,D; k;π). 定义 (D∗, R∗) 为实例 (U,D; k;π) 的最优解, 可以得到圆盘集合 D∗ 与最优能量供应方

案 p∗ 确定的圆盘集合相同.
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方便起见, 将圆盘 D(s, r(s)) 简记为 D; 将圆盘 D 的半径, 圆心和其所需的能量分别记为 r(D),

c(D) 和 p(D), 其中圆盘 D 的半径与它所需的能量相关且满足 p(D) = r(D)α; 将圆盘 D 覆盖的

用户集合记为 U(D); 对于任意圆盘集合 D′ ⊆ D, 将 D′ 覆盖的用户集合记为 U(D′), 即 U(D′) =∪
D:D∈D′ U(D); 将 D′ 使用的总能量记为 p(D′), 即 p(D′) =

∑
D:D∈D′ p(D).

类似于文献 [2],定义 D∗ 中半径最大的圆盘为 D∗
max,即 D∗

max = argmaxD:D∈D∗ r(D). 构造辅助圆

盘集合 D6r(D∗
max)

= {D ∈ D|r(D) 6 r(D∗
max)} \ {D∗

max} 和辅助实例 ID∗
max

= (U \U(D∗
max),D6r(D∗

max)
;

k − |U(D∗
max)|;π).

引理1 ([2]) OPT(I) = OPT(ID∗
max

) + p(D∗
max), 其中 OPT(I) 与 OPT(ID∗

max
) 分别为实例 I 和

实例 ID∗
max
的最优值.

3 k-PCS 问题的多项式时间 (5 · 2α + 1)- 近似算法

本节首先介绍半不相交圆盘集合的定义并证明用户被半不相交圆盘集合覆盖的上界; 而后, 基于

此上界与原始对偶方法, 设计一个求解辅助实例 ID∗
max
的两阶段近似算法; 最后利用此算法, 给出实

例 I 的 (5 · 2α + 1)- 近似算法.

定义1 ([11]) 如果两个圆盘 D1 和 D2 满足 d(c(D1), c(D2)) > max{r(D1), r(D2)}, 则称这两个圆
盘是半不相交的 (semi-disjoint). 如果圆盘集合 D′ 中的任意两个圆盘均是半不相交的, 则称 D′ 是半

不相交圆盘集合.

定理1 对于任意一个平面上半不相交圆盘集合 D′, 该平面上的任意用户 u ∈ U 最多被 D′ 中

5 个不同的圆盘覆盖.

证明 对于平面上任意一个用户 u ∈ U ,假设 u被该平面上 2个半不相交的圆盘 D1 和 D2 覆盖,

不妨使用 c1 和 c2 分别代表圆盘 D1 和 D2 的圆心. 因为 D′ 是半不相交圆盘集合,所以 d(c1, c2) > max

{r(D1), r(D2)} > max{d(u, c1), d(u, c2)}. 在 △c1c2u 中, 如图 1 所示, 根据正弦定理

d(c1, c2)

sin∠c1uc2
=

d(u, c1)

sin∠c1c2u
=

d(u, c2)

sin∠uc1c2
,

可得 ∠c1uc2 > max{∠c1c2u,∠uc1c2}, 亦即

∠c1uc2 > 60◦. (1)

下面利用反证法, 假设存在一个用户 u ∈ U 被 D′ 中 6 个不同的圆盘覆盖, 不妨假设这 6 个圆盘

的圆心与该用户组成的位置关系如图 1 所示, 因为
∑6

i=1 ∠i = 360◦, 所以

min
i:i∈{1,2,3,4,5,6}

∠i 6 60◦,

此结论与不等式 (1) 矛盾, 说明假设不成立, 结论得证.

3.1 求解辅助实例的算法

方便起见, 本小节使用符号 I = (U,D; k;π) 代表辅助实例 ID∗
max

= (U \ U(D∗
max),D6r(D∗

max)
; k −

|U(D∗
max)|;π), 则对于任意圆盘 D ∈ D 均满足

p(D) 6 p(D∗
max). (2)
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图 1 实心点代表用户, 空心点代表圆盘的圆心

Figure 1 A user is represented by a solid point, and the center of the disk is represented by the hollow point

此问题的整数规划形式是

min
∑

D:D∈D

p(D)xD +
∑

T :T⊆U

π(T )zT

s.t.
∑

D:u∈U(D)

xD +
∑

T :T⊆U and u∈T

zT > 1, ∀u ∈ U,

∑
T :T⊆U

|T | · zT 6 n− k,

xD, zT ∈ {0, 1}, ∀D ∈ D, ∀T ⊆ U, (3)

其中二元变量 xD 代表圆盘 D 是否被选择, 二元变量 zT 代表用户 T 是否为未覆盖用户集合. 整数规

划 (3) 中, 第一组限制条件保证每个用户至少被一个选择的圆盘覆盖或属于未覆盖用户集合; 第二个

限制条件保证未覆盖用户的数目不超过 n− k 个.通过松弛 (3)的整数限制条件,可以得到 (3)的松弛

规划, 其对偶规划形式是

max
∑

u:u∈U

yu − (n− k)γ

s.t.
∑

u:u∈U(D)

yu 6 p(D), ∀D ∈ D,

∑
u:u∈T

yu − |T | · γ 6 π(T ), ∀T ⊆ U,

γ > 0, yu > 0, ∀u ∈ U. (4)

根据经典的互补松弛性, 可以得到如下引理.

引理2 ([19]) OPTI > OPTDP, 其中 OPTI 和 OPTDP 分别为整数规划 (3) 和对偶线性规划 (4)

的最优值.

求解辅助实例的算法可以分为如下 3个步骤: (1)确定备选圆盘集合 F , 基于原始对偶方法, 通过

两阶段增加对偶变量的方式 (第一和二个 while循环),确定恰当的备选圆盘集合; (2) 确定半不相交圆

盘集合M, 定义 Dlast 为最后一个加入备选圆盘集合 F 的圆盘, 在圆盘集合 F \ {Dlast} 中使用贪婪
算法, 确定半不相交圆盘集合 (第三个 while 循环); (3) 构造输出解 (S̄, R̄), 将集合 M 中的每个圆盘

的半径扩大为原来的 2 倍后, 与圆盘 Dlast 组成算法输出圆盘集合 S̄, 其中 R̄ = U \U(S̄) 为未被 S̄ 覆
盖的用户集合. 具体算法伪代码见算法 1.

下面具体介绍确定备选圆盘集合 F 的两阶段算法 (第一和第二个 while循环),其中第一阶段保证

算法输出的未覆盖用户的惩罚费用不会太高; 第二阶段保证备选圆盘集合 F 至少覆盖 k 个用户. 算
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算法 1 TPD(U,D; k;π)

Input: An instance (U,D; k;π);
Ensure:

1: X ← U , F ← ∅,M← ∅, Dlast = ∅, yu = 0, ∀u ∈ U ;

2: while X ̸= ∅ do
3:

∆D = min
D:D∈D\F

p(D)−
∑

u∈U(D)\X yu

|U(D) ∩X|
, ∆UX

= min
U′:U′⊆U and U′∩X ̸=∅

π(U ′)−
∑

u∈U′\X yu

|U ′ ∩X|
;

4: if ∆D 6 ∆UX
then

5: D ← argminD:D∈D\F
p(D)−

∑
u∈U(D)\X yu

|U(D)∩X| , F ← F ∪ {D}, yu = ∆D, ∀u ∈ U(D) ∩X, X ← X \ U(D);

6: else {∆D > ∆UX
}

7: UX ← argminU′:U′⊆U and U′∩X ̸=∅
π(U′)−

∑
u∈U′\X yu

|U′∩X| , yu = ∆UX
, ∀u ∈ UX ∩X, X ← X \ UX ;

8: end if

9: end while

10: while |U(F)| < k do

11: D ← argminD:D∈D\F
p(D)−

∑
u∈U(D)\X yu

|U(D)∩X| , F ← F ∪ {D}, yu =
p(D)−

∑
u∈U(D)\X yu

|U(D)∩X| , ∀u ∈ U(D) ∩X;

12: end while

13: Let Dlast be the last disk added into F ;
14: while F \ {Dlast} ̸= ∅ do
15: D′ ← argmaxD:D∈F r(D);M←M∪ {D′};
16: for D ∈ F \ {D′} do
17: if d(r(D), r(D′)) 6 max{r(D), r(D′)} then
18: F ← F \ {D};
19: end if

20: end for

21: end while

22: S̄ ← {D(c(D), 2r(D))|D ∈M} ∪ {Dlast}, R̄← U \ U(S̄);
Output: (S̄, R̄).

法 1 中使用 X 代表未被处理的用户集合, 初始时 X = U .

第一阶段算法 (第一个 while循环)从平凡对偶可行解 ({yu}u∈U , γ) = ({0}u∈U , 0)开始, 同时增加

集合X 中用户的对偶变量 {yu}u∈X ,保持其余对偶变量不变,直到对偶线性规划 (4)中第一组或第二组

某个限制条件的等式成立. 如果第一组限制条件中对应圆盘 D 的等式成立, 即
∑

u:u∈U(D) yu = p(D),

将圆盘 D 加入备选圆盘集合 F , 并从集合 X 中移除被圆盘 D 覆盖的全部用户; 如果第二组限制条件

中对应用户集合 UX 的等式成立, 即
∑

u:u∈UX
yu = π(UX), 将用户集合 UX 中全部用户加入临时惩罚

用户集合 Rtemp, 并从集合 X 中移除集合 UX 中全部的用户, 其中 Rtemp 仅用于算法分析, 并没有出

现在算法伪代码中. 当集合 X = ∅ 时, 第一阶段算法完成, 定义此时对偶变量值为 ({y′u}u∈U , 0). 当第

一阶段算法将某个用户从未被处理的用户集合 X 中移除后,该用户的对偶变量将不会再变大,不难得

出对偶变量一直保持可行性, 亦即 ({y′u}u∈U , 0) 是对偶线性规划 (4) 的可行解. 若 U(F) > k, 则两阶

段算法完成; 否则进入第二阶段算法.

第二阶段算法 (第二个 while 循环) 从对偶可行解 ({yu}u∈U , γ) = ({y′u}u∈U , 0) 开始, 同时增加对

偶变量 γ 和未被集合 F 覆盖用户的对偶变量 {yu}u∈U\U(F), 其余对偶变量保持不变, 直到对偶线性

规划 (4)中第一组某个限制条件的等式成立. 如果第一组限制条件中对应圆盘 D 的等式成立, 将圆盘

D 加入备选圆盘集合 F , 当 U(F) > k 时, 第二阶段算法完成, 定义此时对偶变量值为 ({y′′u}u∈U , γ
′′).
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引理3 ({y′′u}u∈U , γ
′′) 是对偶线性规划 (4) 的可行解.

证明 在第一和第二阶段算法中, 因为被集合 F 覆盖的用户对应的对偶变量将不再增加, 所以

对偶变量 ({y′′u}u∈U , γ
′′) 满足对偶线性规划 (4) 中第一组全部限制条件.

在第二阶段算法中, 对偶变量 γ 一直增加直至算法停止, 所以

γ′′ = max
u:u∈U

{y′′u − y′u},

其中 ({y′u}u∈U , 0) 为完成第一阶段算法后对偶变量的值. 因此, 任意用户 u ∈ U 均满足

y′′u − γ′′ 6 y′u. (5)

对于任意用户集合 U ′ ⊆ U , 可以得到∑
u:u∈U ′

y′′u − |U ′|γ′′ =
∑

u:u∈U ′

(y′′u − γ′′) 6
∑

u:u∈U ′

y′u 6 π(U ′).

根据不等式 (5), 上式中第一个不等式成立; 根据 ({y′u}u∈U , 0) 是对偶线性规划 (4) 的可行解, 上式中

第二个不等式成立. 基于用户集合 U ′ 的任意性, 对偶变量 ({y′′u}u∈U , γ
′′) 满足对偶线性规划 (4) 中第

二组全部限制条件.

引理4 算法 1 可以在多项式时间内输出辅助实例 I 的一个可行解 (S̄, R̄).

证明 不难看出, 第一阶段算法决定了算法 1 的时间复杂性, 对于第一阶段算法的任意一次循

环, 通过计算每个未被选择的圆盘, ∆D 的值可以在 O(mn) 时间内确定; 稍微修改文献 [20] 中的算法,

∆UX 的值可以在多项式时间内确定,因此任意一次循环均可以在多项式时间内完成. 完成第一阶段算

法的任意一次循环, 至少有一个用户从集合 X 中移除, 因此第一阶段算法的循环次数至多为 n. 综上

可得, 算法 1 可以在多项式时间内完成.

令 F 和M为算法 1确定的备选圆盘集合和半不相交圆盘集合,考虑任意一个被备选圆盘集合 F
覆盖的用户 u ∈ U(F), 如果此用户被M 或 Dlast 覆盖, 则此用户一定被圆盘集合 S̄ 覆盖, 其中 Dlast

为最后加入备选圆盘集合 F 的圆盘; 否则, 不妨假设圆盘 D ∈ F \ (M∪ {Dlast}) 为覆盖用户 u 的圆

盘, 根据圆盘 D /∈M∪ {Dlast}, 可得半不相交集合M 中存在一个圆盘 D′, 满足 r(D′) > r(D) 且

d(c(D), c(D′)) 6 max{r(D), r(D′)}.

用户 u 到圆盘 D′ 圆心的距离

d(u, c(D′)) 6 d(u, c(D)) + d(c(D), c(D′)) 6 r(D) + max{r(D), r(D′)} 6 2 · r(D′),

亦即圆盘 D′ 的半径扩大 2 倍后一定会覆盖用户 u, 因此用户 u 一定被圆盘集合 S̄ 覆盖. 综上, 圆盘

集合 S̄ 覆盖 U(F) 中的全部用户, 因为 U(F) > k, 所以 (S̄, R̄) 是辅助实例 I 的一个可行解.

根据引理 4, U(F) ⊆ U(S̄), 根据 U(F) ∪Rtemp = U 与 R̄ = U \ U(S̄), 可得

R̄ ⊆ Rtemp, (6)

其中 Rtemp 为完成第一阶段算法后确定的临时惩罚用户集合.

引理5 π(Rtemp) =
∑

u:u∈Rtemp y′u.

953



刘晓非等: 平面上带次模惩罚费用的最小能量部分覆盖问题

证明 与上文定义一致, ({y′u}u∈U , 0)为第一阶段算法完成后对偶变量的值,因为其是对偶线性规

划 (4) 的可行解, 所以任意用户集合 U ′ ⊆ U 均满足∑
u:u∈U ′

y′u 6 π(U ′). (7)

对于任意一个用户集合 U ′, 如果第一阶段算法在某次循环中将其加入临时惩罚用户集合 Rtemp,

则有

π(U ′) =
∑

u:u∈U ′

y′u.

不妨定义 U 为在第一阶段算法中加入 Rtemp 的用户集合组成的集合,对于任意两个用户集合 U1, U2 ∈
U , 可得 ∑

u:u∈U1

y′u +
∑

u:u∈U2

y′u = π(U1) + π(U2)

> π(U1 ∪ U2) + π(U1 ∩ U2)

> π(U1 ∪ U2) +
∑

u:u∈U1∩U2

y′u.

根据 π(·) 是次模函数, 上式中第一个不等式成立; 根据 U1 ∩ U2 ⊆ U 和不等式 (7), 上式中第二个不等

式成立. 整理上式可得 ∑
u:u∈U1∪U2

y′u > π(U1 ∪ U2).

结合 U1 ∪ U2 ⊆ U 和不等式 (7), 可得

π(U1 ∩ U2) =
∑

u:u∈U1∩U2

y′u.

又因为 Rtemp =
∪

U ′:U ′∈U U ′, 所以引理得证.

下面证明算法 1 输出解 (S̄, R̄) 的性质.

定理2 p(S̄) + π(R̄) 6 (5 · 2α + 1)OPT(I) + p(D∗
max).

证明 令 ({yu}u∈U , γ) 为算法 1 完成两阶段算法后对偶变量的值, 因为 D ∈ M ⊆ F , 所以可以
得到

p(D) =
∑

u:u∈U(D)

yu,

且

p(M) =
∑

D:D∈M

∑
u:u∈U(D)

yu =
∑

u:u∈U(M)

yu · |{D ∈M|u ∈ U(D)}| 6 5
∑

u:u∈U(M)

yu. (8)

根据定理 1, 上面不等式成立. 因此, 算法 1 的输出解 (S̄, R̄) 的值为

p(S̄) + π(R̄) 6
∑

D:D∈S̄\{Dlast}

r(D)α + p(Dlast) + π(Rtemp)
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6
∑

D:D∈M
(2 · r(D))α + p(D∗

max) + π(Rtemp)

= 2α · p(M) + p(D∗
max) + π(Rtemp)

6 2α · 5
∑

u:u∈U(M)

yu + p(D∗
max) +

∑
u:u∈Rtemp

y′u.

根据不等式 (6) 和函数 π(·) 的单调性, 上式中的第一个不等式成立; 根据不等式 (2), 上式中的第二个

不等式成立; 根据不等式 (8) 和引理 5, 上式中的第三个不等式成立.

情况 1. 完成第一阶段算法后, 如果备选圆盘集合 F 满足 |U(F)| > k, 则算法 1 将不会进入第二

阶段算法, 因此, ({yu}u∈U , γ) = ({y′u}u∈U , 0), 算法 1 的输出解 (S̄, R̄) 的值为

p(S̄) + π(R̄) 6 2α · 5
∑

u:u∈U(M)

yu + p(D∗
max) +

∑
u:u∈Rtemp

y′u

6 (5 · 2α + 1)
∑

u:u∈U

y′u + p(D∗
max)

6 (5 · 2α + 1)OPT(I) + p(D∗
max).

根据 U(M) ⊆ U 和 Rtemp ⊆ U , 上式中的第二个不等式成立; 根据 (S̄, R̄) 是对偶线性规划 (4) 的可行

解和互补松弛性, 上式中的第三个不等式成立.

情况 2. 完成第一阶段算法后, 如果备选圆盘集合 F 满足 |U(F)| < k, 则算法 1 进入第二阶段算

法, 因此 ({yu}u∈U , γ) = ({y′′u}u∈U , γ). 因为 Dlast 是最后加入备选圆盘集合 F 的圆盘, 所以

|U(F \ {Dlast})| < k. (9)

对于任意一个用户 u ∈ U \ {U(F \ {Dlast})}, 它的对偶变量在第二阶段算法一直随着 γ 增加, 可以

得到

γ = y′′u − y′u.

半不相交集合M 的值为

p(M) =
∑

D:D∈M

∑
u:u∈U(D)

yu =
∑

D:D∈M

∑
u:u∈U(D)

y′′u

=
∑

u:u∈U(M)

y′′u · |{D ∈M|u ∈ U(D)}|

6 5
∑

u:u∈U(M)

y′′u = 5

 ∑
u:u∈U

y′′u −
∑

u:u∈U\U(M)

y′′u


6 5

 ∑
u:u∈U

y′′u −
∑

u:u∈U\U(F\{Dlast})

(y′u + γ)


6 5

( ∑
u:u∈U

y′′u − (n− k)γ

)
6 5

∑
u:u∈U

OPT(I). (10)

根据定理 1, 上式中的第一个不等式成立; 根据M⊆ F \ {Dlast}, 上式中的第二个不等式成立; 根据不

等式 (9), 上式中的第三个不等式成立; 根据引理 2 和 3, 上式中的最后一个不等式成立. 因此, 算法 1
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的输出解 (S̄, R̄) 的值为

p(S̄) + π(R̄) 6 2α · p(M) + p(D∗
max) + π(Rtemp)

6 (5 · 2α + 1)OPT(I) + p(D∗
max).

综上可得, p(S̄) + π(R̄) 6 (5 · 2α + 1)OPT(I) + p(D∗
max).

下面讨论此实例的一种特殊情况.

推论1 当 π(·) 是线性函数时, 算法 1 输出解 (S̄, R̄) 满足 p(S̄) + π(R̄) 6 5 · 2αOPT(I) + p(D∗
max).

证明 结合引理 5 和 π(·) 是线性函数, 可以得到

π(R̄) =
∑

u:u∈R̄

y′u.

因为 R̄ = U \ U(S̄) ⊆ U \ U(F) ⊆ U \ U(M), 所以

R̄ ∪ U(M) ⊆ U.

与定理 2 类似, 如果完成第一阶段算法备选圆盘集合 F 满足 |U(F)| > k, 则算法 1 的输出解

(S̄, R̄) 满足

p(S̄) + π(R̄) 6 2α · 5
∑

u:u∈U(M)

yu + p(D∗
max) +

∑
u:u∈R̄

y′u

6 (5 · 2α)
∑

u:u∈U

y′u + p(D∗
max)

6 5 · 2α ·OPT(I) + p(D∗
max).

如果完成第一阶段算法备选圆盘集合 F 满足 |U(F)| < k, 则算法 1 进入第二阶段算法. 因此, 算

法 1 的输出解 (S̄, R̄) 的值为

p(S̄) + π(R̄) 6 2α · p(M) + p(D∗
max) +

∑
u:u∈R̄

y′u

6 5 · 2α
 ∑

u:u∈U

y′′u −
∑

u:u∈U\U(F\{Dlast})

(y′u + γ)

+ p(D∗
max) +

∑
u:u∈R̄

y′u

6 5 · 2α
( ∑

u:u∈U

y′′u − (n− k)γ

)
+ p(D∗

max)−
∑

u:u∈U\U(F\{Dlast})

(y′u) +
∑

u:u∈R̄

y′u

6 5 · 2α
( ∑

u:u∈U

y′′u − (n− k)γ

)
+ p(D∗

max)

6 5 · 2α ·OPT(I) + p(D∗
max).

根据不等式 (10), 上式中的第二个不等式成立; 根据不等式 (9), 上式中的第三个不等式成立; 根据

R̄ ⊆ U \U(F \ {Dlast}), 上式中的第四个不等式成立; 根据引理 2和 3, 上式中的最后一个不等式成立.
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3.2 k-PCS 问题的完整算法

对于 k-PCS 问题任意一个实例 I, 依次将集合 D 中的圆盘 D 为最优解中最大半径的圆盘 D∗
max,

按照第 2 节介绍的方式构造辅助实例 ID = (U \ U(D),D6r(D); k − |U(D)|;π). 如果 U(D6r(D)) >
k − |U(D)|, 则调用算法 1 求解辅助实例 ID, 其输出解定义为 (S̄D, R̄D), 并构造实例 I 的可行解
(S̄D ∪ {D}, R̄D), 其值为 OUTD = p(S̄D) + p({D}) + π(R̄D); 否则, 即 U(D6r(D)) < k− |U(D)|, 令其值
为 OUTD = +∞. 选择最小值的可行解输出. 具体算法伪代码见算法 2.

算法 2 k-PCS

Input: An instance I = (U,D; k;π);
Output: (S, R);

1: for D ∈ D do

2: Construct the auxiliary instance ID = (U \ U(D),D6r(D); k − |U(D)|;π) defined above;

3: if U(D6r(D)) > k − |U(D)| then
4: (S̄D, R̄D)← TPD(U \ U(D),D6r(D); k − |U(D)|;π), OUTD = p(S̄D) + p(D) + π(R̄D);

5: else

6: OUTD = +∞;

7: end if

8: end for

9: D′ ← argminD:D∈D OUTD, (S, R)← (S̄D′ ∪ {D′}, R̄D′ ).

定理3 算法 2 是 k-PCS 问题的一个 (5 · 2α + 1)- 多项式时间近似算法.

证明 因为 D∗
max ∈ D 和 D′ ← argminD:D∈D OUTD, 所以输出解 (S, R) 的值为

OUT = OUTD′ 6 OUTD∗
max

= p(S̄D∗
max

) + p(D∗
max) + π(R̄D∗

max
)

6 (5 · 2α + 1)OPT(ID∗
max

) + p(D∗
max) + p(D∗

max)

6 (5 · 2α + 1)(OPT(ID∗
max

) + p(D∗
max))

6 (5 · 2α + 1)OPT(I).

根据定理 2, 上式中的第二个不等式成立; 根据 α > 1, 上式中的第三个不等式成立; 根据引理 1, 上式

中的最后一个不等式成立.

对集合 D 中的每个圆盘 D, 算法 2 均调用了一次算法 1, 结合引理 4, 算法 2 是多项式时间算法,

定理得证.

推论2 算法 2 是带惩罚费用的最小能量部分覆盖问题的一个 5 · 2α- 多项式时间近似算法,

证明 类似定理 3 的证明, 输出解 (S, R) 的值为

OUT = OUTD′ 6 OUTD∗
max

= p(S̄D∗
max

) + p(D∗
max) + π(R̄D∗

max
)

6 5 · 2αOPT(ID∗
max

) + p(D∗
max) + p(D∗

max)

6 (5 · 2α)(OPT(ID∗
max

) + p(D∗
max))

6 (5 · 2α)OPT(I).

根据推论 1, 上式中的第二个不等式成立; 根据 α > 1, 上式中的第三个不等式成立; 根据引理 1, 上式

中的最后一个不等式成立.
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4 结束语

本文研究平面上带次模惩罚费用的最小能量部分覆盖问题,利用原始对偶方法和不相交圆盘集合

的几何性质, 设计了一个多项式时间 (5 · 2α + 1)- 近似算法, 当惩罚函数是线性函数时, 该算法的近似

比为 5 · 2α. 这说明, 针对最小能量部分覆盖问题或带惩罚费用的最小能量部分覆盖问题, 当衰减系数

比较大 (α > 4) 时, 该算法的近似比小于文献 [2, 3] 中算法的近似比.

本文证明的关于平面上半不相交圆盘集合的定理具有可推广性,此特性将被尝试应用于其他类似

的组合最优化问题, 例如平面上的圆盘覆盖和能量多覆盖等问题. 对于多维欧式空间或度量空间的半

不相交圆盘集合, 是否也可以得到类似的性质, 这需要被进一步研究.

值得注意的是, 当任意用户集合的惩罚费用等于 0 时, Ran 等 [18] 提出了平面上带惩罚费用的最

小能量部分覆盖问题的一个多项式时间近似方案. 但是, 该方案尚不能处理用户集合的惩罚费用大于

0 的情况. 因此, 如何设计一般情况下该问题的多项式时间近似方案是一个需要进一步研究的课题.
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Abstract Given a set of n points, a set of m sensors on a plane, and a positive integer k (6 n). Each sensor

s can adjust its power p(s) and covering range, which is a disk of radius r(s) satisfying p(s) = r(s)α, where

α > 1 is called the attenuation factor of power. The k-prize-collecting minimum power cover problem with

submodular penalties on a plane determines a power assignment such that at least k users are covered. The goal

is to minimize the overall power of the power assignment plus the penalty of the uncovered user set, where the

penalty is determined by a submodular function. This problem generalizes the well-known minimum power cover

problem, minimum power partial cover problem, and k-prize-collecting minimum power cover problem. Based on

the geometric properties of the semi-disjoint disk set and primal-dual method, we present a two-phase (5 ·2α+1)-

approximation algorithm. When the penalty function is linear, the approximation ratio of our algorithm is at

most 5 · 2α.

Keywords k-prize-collecting power cover problem, submodular penalties, primal-dual method, semi-disjoint,

approximation algorithm
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