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摘要 最小最大圈覆盖问题是旅行售货商问题的推广, 该问题在无线传感器网络和无人机救灾等领

域有着广泛的应用. 目前关于最小最大圈覆盖问题的研究主要集中在近似算法方面, 而缺少精确算法

方面的结果. 本文根据最小最大圈覆盖问题的组合特征, 对该问题设计了基于动态规划策略的首个精

确算法, 时间复杂度为 O∗(3n). 本文将对最小最大圈覆盖问题的求解分为两个阶段, 第一个阶段是对

问题的输入进行预处理, 第二个阶段是在预处理的基础上求问题的最优解. 有趣的是, 两个阶段的方

法都是基于动态规划策略设计的, 这是本文处理最小最大圈覆盖问题的一个主要的特色. 本文所证明

的求到最优解的时间 O∗(3n), 显著优于基于暴力搜索策略的枚举算法的时间.
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1 引言

1.1 问题的定义和来源

最小最大圈覆盖问题 (min-max cycle cover problem, MMCCP) 是运筹学和组合优化领域中的一

个基本的问题, 是著名的旅行售货商问题 (traveling salesman problem, 简称为 TSP 问题) [1, 2] 的推广.

该问题如定义 1 所示.

定义1 (最小最大圈覆盖问题) 实例: 完全图 G = (V,E), 其中 V 是顶点集合, E 是边集合.

边 (vi, vj) 上有非负权重 (也称为长度) w(vi, vj). 边上的权重满足三角不等式. 问题的实例中还包括

一个正整数 k.

目标: 找不超过 k 个圈, 覆盖图 G 上的所有顶点, 使得这些圈中的最大圈的长度最小. 圈的长度

定义为该圈上所有边的权重之和. 最大圈是指长度最大的圈.

引用格式: 袁森, 陈开奇, 李江坤, 等. 最小最大圈覆盖问题的精确算法. 中国科学: 信息科学, 2022, 52: 960–970, doi: 10.1360/

SSI-2021-0444

Yuan S, Chen K Q, Li J K, et al. Exact algorithms for the min-max cycle cover problem (in Chinese). Sci Sin Inform,
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图 1 不平衡的 (a) 和平衡的 (b) 数据收集路径示例

Figure 1 An example of the unbalanced (a) and balanced (b) data gathering route

最小最大圈覆盖问题是组合优化问题的典型代表,其应用广泛,应用领域包括物流配送 [3]、车辆路

径规划 [4]、无人机灾难救援 [5, 6]、无线传感器网络 [7, 8] 等. 例如,在无线传感器网络中,传感器之间距离

较远,无法直接相互通信,因此如何从传感器收集数据就成为一个基本的问题.解决该问题的一个有效

的方法是, 调度多个移动接收器来收集来自传感器的数据. 每一个移动接收器收集完数据后都需要回

到它出发的位置, 因此移动接收器的路径是一个圈. 由于移动接收器的工作时间是受到它所携带的电

能的约束的,我们希望平衡不同数据收集路径的长度,以便尽快收集传感数据. 例如,图 1(a)和 (b)表

示了在由 10 个无线传感器组成的网络上, 有两种不同的数据收集路径. 图上的边表示移动接收器在

数据收集途中的移动路径. 显然, 收集数据的完成时间取决于最大圈的长度. 图 1(a) 是不平衡的数据

收集路径的例子, 其收集完成时间长; 图 1(b) 是平衡的数据收集路径的例子, 其收集完成时间短. 因

此, 在无线传感器网络的数据收集问题中, 我们希望数据收集路径的最大长度最短, 这恰好就得到了

最小最大圈覆盖问题.

在此对本文经常使用的两个符号作一说明. (1) 给一个图 G = (V,E), 总是用 n 来表示图 G 上的

顶点数目. (2) O∗(f(n)) 表示忽略 n 的任意多项式的渐近符号. 本文使用的其他符号在该符号被首次

使用时进行说明.

1.2 相关工作

众所周知旅行售货商问题是 NP 困难问题. 作为旅行售货商问题的推广, MMCCP 问题自然也

是 NP 困难的. 目前关于 MMCCP 问题的研究主要集中在近似算法方向. Xu 等 [9] 证明, 若最小最大

树覆盖问题可近似到 ρ, 则最小最大圈覆盖问题可近似到 2ρ. 由于最小最大树覆盖问题存在 3- 近似

算法 [10], 这表明最小最大圈覆盖问题可近似到 6. Jorati [11] 在 2013 年和 Xu 等 [12] 在 2015 年独立地

得到了最小最大圈覆盖问题的 (16/3+ ϵ)-近似算法, 在此 ϵ > 0 是一个任意小的常数. 文献 [11,12] 使

用了不同的技术. 2016 年, Yu 等 [13] 将最小最大圈覆盖问题的近似比改进到 5, 关于该问题这是目前

已知的最好的近似比.

MMCCP 问题还有许多变化的版本, 如有根的 MMCCP 问题, Xu 等 [12] 在 2015 年设计了有根

的 MMCCP 问题的 (7 + ϵ)- 近似算法, 其中 ϵ > 0 是一个任意小的常数. Yu 和 Liu [14] 在 2019 年

在 Xu 等 [12] 算法的基础上进行改进, 设计了该问题的 6- 近似算法.

TSP 问题是经典的、著名的组合优化问题, 关于该问题有大量的算法方面的研究结果, 本文仅做

简要介绍. 对于一般的 TSP问题,可以使用动态规划的方法在 O∗(2n)时间内找到最优解 [1, 2]. 这是目

前已知的 TSP问题求到最优解的最快的方法. 近似算法方面的研究主要集中在度量空间中的 TSP问

题 (即边上的长度满足三角不等式的 TSP 问题) 上. 长久以来, 度量空间 TSP 问题已知的近似比
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是 3/2 [15]. 最近 (2021 年), 这一问题的近似比 (在期望意义上) 被改进到 3/2− ϵ, 其中 ϵ ≈ 10−36 是一

个很小的常数 [16]. 这是度量空间 TSP 问题的一个重大突破. 在求解 TSP 问题的启发式算法方面, 有

遗传算法 [17]、蚁群算法 [18, 19]、粒子群算法 [20] 等. 这些算法通常能够以较快的速度得到一个解, 但无

法保证求出的解是最优的.

1.3 本文的结果

本文对最小最大圈覆盖问题给出了首个精确算法, 时间复杂度为 O∗(3n). 算法分为两个阶段.

首先, 在第一阶段使用动态规划技术对问题的输入进行预处理, 得到每个顶点子集上的最优 TSP 回

路 (即 TSP 问题的最优解, 这是经过该子集内每个顶点一次且仅一次的长度最短的圈). 然后, 在第

二阶段再使用动态规划技术计算出最小最大圈覆盖问题的最优解. 在两个阶段都使用动态规划技术

对问题进行求解, 是本文算法技术的主要特色和创新点. 另外, 本文还给出了求解 MMCCP 问题的

简单暴力搜索算法 (即简单枚举算法), 证明其时间复杂度为 O∗(knn!). 因此, 本文所给出的基于动态

规划技术求解 MMCCP 问题的精确算法, 其时间复杂度比简单暴力搜索算法有显著的改进. 最后, 本

文还对 MMCCP 问题设计了分支定界算法. 分支定界算法亦能求到 MMCCP 问题的最优解. 本文

在 MMCCP 分支定界算法上的贡献是算法所使用的分支规则和剪枝策略1).

本文余下的部分作如下安排. 首先, 在第 2节介绍 MMCCP问题的简单枚举算法. 然后在第 3节

介绍使用动态规划技术对 MMCCP 问题输入的预处理. 第 4 节给出了 MMCCP 问题的分支定界算

法, 第 5 节给出了 MMCCP 问题的动态规划算法, 这是本文的主要结果. 最后, 第 6 节总结全文.

2 MMCCP 问题的简单枚举算法

MMCCP问题是一个典型的组合问题,其最简单的求解策略就是枚举所有可能的解,通过比较,找

出最优解. 本节给出 MMCCP 问题的一种暴力搜索枚举算法, 并分析其时间复杂度. 介绍这一算法的

目的是与本文的主要结果 (即 MMCCP 的动态规划算法) 进行对比.

首先, 介绍 MMCCP 问题最优解的一个性质. 在 MMCCP 问题的定义中 (定义 1), 问题的解将

顶点集 V 划分成 6 k 个子集. 问题的解是不超过 k 个圈的集合. 解的值是解中最大圈的长度, 简称

为 “解值”.

引理1 不失一般性, 可假设 MMCCP 问题的最优解将顶点集 V 划分成了恰好 k 个子集.

证明 若问题实例中子集个数 k 大于等于顶点个数 n, 则问题的最优解是平凡的, 每个顶点自成

一个子集即可, 此时解值为 0. 因此接下来我们可以假设 k < n.

令 C∗ 是问题的一个最优解. 假设 C∗ 将顶点集 V 划分成了 k′ < k 个子集 V1, V2, . . . , Vk′ . 由问

题的定义, 最优解 C∗ 对每个子集使用一个圈进行覆盖. 因此, C∗ 中含有 k′ 个圈 C1, C2, . . . , Ck′ . 由

于 k′ < k < n, 则 V1, V2, . . . , Vk′ 中必有一个子集含有 > 2 个顶点, 假设这个子集为 Vi (1 6 i 6 k′),

C∗ 中覆盖 Vi 的圈为 Ci. 在 Vi 中任取一个顶点 v, 将 Vi 分成两个子集 V ′
i = {v} 和 V ′′

i = V \ V ′
i . 由

于 |V ′
i | = 1, 可以使用一个长度为 0 的圈覆盖 V ′

i (即 V ′
i 中的顶点 v 自成一个圈 C ′

i). 在圈 Ci 上去掉

顶点 v, 余下的顶点使用抄近路的方法再连成一个圈, 则得到覆盖 V ′′
i 的一个圈 C ′′

i . 如图 2 所示.

这样,就得到了一个新的解 C′,所包含的圈的个数为 k′+1. 由三角不等式, C ′′
i 的长度不超过 Ci的

长度, 因此 C′ 的解值 (即最大圈的长度) 不超过 C∗ 的解值, 即 C′ 也是最优解. 重复应用上述论证, 可

1) 说明: “分支定界” (branch-and-bound) 还有写作 “分枝定界” 的. 本文在叙述分支定界这一算法时, 使用了抽象
意义的 “分支”. 但在叙述算法中的剪枝策略时, 仍然使用了更加具体的 “剪枝” 的写法.
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图 2 将圈 Ci 分解为两个圈 C′
i 和 C′′

i

Figure 2 Decompose cycle Ci into two cycles C′
i and C′′

i

得到一个将顶点集 V 划分成了恰好 k 个子集的最优解.

由引理 1,我们只需要考虑将顶点集 V 划分成 k 个子集的划分. 为简单起见,称这种划分为 k-划

分. MMCCP 问题的简单枚举算法的思想是首先枚举出所有可能的 k- 划分, 然后对每一个 k- 划分,

找 k 个圈覆盖这个划分中 k 个子集中的所有顶点, 使最大圈的长度最小. 这样, 每个 k-划分就对应一

个解. 所有的 k- 划分中解值最小的, 显然是 MMCCP 问题的最优解.

定理1 通过简单枚举的方法, 可在 O∗(knn!) 时间内求到 MMCCP 问题的最优解.

证明 在一个 k- 划分中, 要把 n 个顶点放入 k 个集合中. 由于每一个顶点有 k 种选择, 且一共

有 n 个顶点, 因此 k- 划分的总个数不超过 kn 个. 然后, 对一个 k- 划分, 计算产生它的解所需要的时

间. 假设这个划分为 P = {V1, V2, . . . , Vk}, 子集 Vi 的大小为 ni. 在子集 Vi 上, 要找一个顶点的排列,

使其构成的圈的长度最短. 这样的排列共有 ni! 种. k- 划分 P 的所有子集的顶点排列的总的数目即
为 n1!+ n2!+ · · ·+ nk! = O(n!). 因此, MMCCP 问题可通过简单枚举的方法在 O∗(knn!) 时间内求到

最优解.

在子集 Vi 上求长度最短的圈覆盖其全部顶点,就是求解 Vi 上的 TSP问题.使用旅行售货商问题

的动态规划算法 [1, 2], 可在 O∗(2ni) 时间内求到最优解. 因此, 若在每个子集上使用 TSP 的动态规划

算法,则 MMCCP问题可在 O∗(kn2n)时间内求到最优解. 这是对定理 1中简单枚举算法的一个改进.

3 MMCCP 问题实例的预处理

本节介绍使用动态规划技术对 MMCCP 问题实例进行预处理的方法. 本节的目的是为第 4 节的

分支定界算法和第 5 节的动态规划算法做准备.

最小最大圈覆盖问题的解用不超过 k 个圈覆盖所有的顶点, 因此, 在一个顶点子集 S 上求覆盖

这个子集中所有顶点的最短的圈, 是解决最小最大圈覆盖问题必须解决的一个基本步骤. 这实际上是

要在图 G[S] 上求解 TSP 问题. 在这里, G[S] 指图 G 在顶点子集 S 上的导出子图, 即 G[S] 上包含

了 S 中所有的顶点, 以及 G 上所有两个端点都在 S 中的边.

在有 n 个顶点的图 G 上求解 TSP 问题, 有著名的众所周知的动态规划算法 [1, 2], 其时间复杂度

为 O∗(2n). 在最小最大圈覆盖问题中,我们需要在每一个顶点子集上解 TSP问题,以获得在这个顶点

子集上的长度最短的圈. 由于一共有 2n 个可能的顶点子集, 这样初看上去, 如果把 TSP 的动态规划

算法当作黑盒调用, 要求出所有顶点子集上的最优 TSP 回路, 就需要花费 O∗(2n · 2n) = O∗(4n) 时间.

但实际上, 本文证明可以在更快的 O∗(2n) 时间内解决此问题. 这需要深入到 TSP 问题的动态规划算
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表 1 计算所有包含 v1 的顶点子集上的最优 TSP 回路所使用的动态规划表 sp

Table 1 Dynamic program table sp used to compute the optimal TSP tours for all the subsets containing v1

v2 v3 v4 . . . vn−1 vn

∅ c21 c31 c41 . . . cn−1,1 cn1

{v2} × f f f f f

{v3} f × f f f f

..

.

{vn} f f f f f ×

{v2, v3} × × f f f f

{v2, v4} × f × f f f

.

..

{vn−1, vn} f f f f × ×
.
..

{v2, v3, . . . , vn−1} × × × × × f

{v2, v3, . . . , vn−2, vn} × × × × f ×
.
..

{v3, . . . , vn−2, vn} f × × × × ×

法内部, 即 “白盒” 的方法. 下面介绍这一方法.

引理2 可在 O∗(2n) 时间内计算出顶点集 V 的所有非空子集上的最优 TSP 回路.

证明 假设图 G 上所有的顶点编号为 v1, v2, . . . , vn. 首先计算出所有包含 v1 的顶点子集上的最

优 TSP 回路. 然后, 在图上去掉 v1, 计算出所有包含 v2 的顶点子集上的最优 TSP 回路. 然后, 在图

上继续去掉 v2, 计算出所有包含 v3 的顶点子集上的最优 TSP 回路. 依次类推, 直到图上只剩下一个

顶点 vn, 单独一个顶点 vn 上的最优 TSP 回路就是 vn 本身, 长度为 0.

下面考虑所有包含 v1 的顶点子集上的最优 TSP 回路的计算方法. 这实际上要用到 TSP 问题的

动态规划算法. 构造一个动态规划表格 sp, sp 的每一行表示一个顶点子集 S (不包含 v1), sp 的每一

列表示一个顶点 (不含 v1). 任取一个顶点 vi ̸= v1. 假设顶点子集 S 不包含 vi (从而, S 既不包含 v1,

也不包含 vi), 则 sp[S, vi] 的含义是从 v1 出发, 经过 S 中的顶点一次且仅一次, 最后到达 vi 的最短路

径 (这是动态规划表格叫作 sp (shortest path) 的原因) 的长度. 若顶点子集 S 包含 vi, 则 sp[S, vi] 无

定义 (或定义为 ∞). 这解释了动态规划表的构成, 如表 1 所示.

为便于阅读, 将 sp[S, vi] 记为 sp[v1, S, vi], 以突出表达从 v1 出发的含义. 注意, 这只是一个符号记

法, 并不改变动态规划表的结构. sp[v1, S, vi] (v1 ̸∈ S, vi ̸∈ S, 且 v1 ̸= vi) 的递推公式为

sp[v1, S, vi] =

minvj∈S {sp[v1, S \ {vj}, vj ] + w(vj , vi)} , S ̸= ∅,

w(v1, vi), S = ∅.
(1)

这个公式很容易理解. 当 S 为空集时, sp[v1, S, vi] 就是 v1 和 vi 之间的边上的长度 w(v1, vi). 当 S 不

为空集时, sp[v1, S, vi] 是取遍所有的 vj ∈ S, sp[v1, S \ {vj}, vj ] + w(vj , vi) 的最小值, 即从 v1 出发, 经

过 S \ {vj} 中的顶点一次且仅一次, 然后到达 vj , 再到达 vi 的最短路的长度.
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在表 1中,若顶点集 S 对应的行、顶点 vi 对应的列处的符号为 “f”,表示需要计算 sp[v1, S, vi]的

值. 若该位置的符号为 “×”, 表示不需要计算 sp[v1, S, vi] 的值. 不需要计算是因为在 “×” 位置处,

有 vi ∈ S, 不符合 sp[v1, S, vi] 的定义.

对于表 1所示的动态规划表 sp,从上到下逐行、每行从左到右逐列计算每个需要计算的单元格即

可. 由对 TSP 动态规划算法的分析可知, 完成表 1 的计算所花费的时间为 O((n− 1)(n− 2)2n−3). 这

是一个经典的分析, 具体细节可见参考文献 [1,2] 或运筹学、组合优化方面的著作. 这个分析在本证明

中就省略了.

有了这些计算,就能求出任何一个包含 v1 的顶点子集 T 上的最优 TSP回路. 令 S = T \ {v1},这
就是取得最小值

min
vj∈S

{sp[v1, S \ {vj}, vj ] + w(vj , v1)} (2)

的顶点子集 T 中的顶点的 “走法” (即顶点的序列). 式 (2) 表明这个走法从顶点 v1 出发, 访问 S \
{vj} (对某个 vj) 中的所有顶点, 然后到达 vj , 再到达 v1, 因此是访问了 T 中每个顶点至少一次的一

个圈. 由于这个圈是最短的, 因此它恰好访问了 T 中每个顶点一次且仅一次. 通过记录动态规划表的

计算过程, 可找到长度为式 (2) 中最小值的圈, 即 T 上的最优 TSP 回路.

注意到在式 (2) 中, 有 |S| 6 n − 1, 因此 |S \ {vj}| 6 n − 2. 这解释了为什么表 1 中的动态规划

表 sp 的行对应的集合的大小是从 0 到 n− 2.

现在考虑计算出所有包含 v1 的顶点子集上的最优 TSP 回路所花费的时间. 任取这样的一个子

集 T , 其上最优 TSP 回路的长度记为 tsp∗(T ). 则 tsp∗(T ) 的值即为 (2) 的值. 假设动态规划表 sp 已

经计算完毕, 则计算式 (2) 需要花费 |T | − 1 6 n − 1 次基本操作 (加法和比较). 由于一共有 2n−1 个

不同的 T , 对所有的这样的子集完成 (2) 的计算所花费的时间为 O((n− 1)2n−1). 因此, 计算出所有包

含 v1 的顶点子集上的最优 TSP 回路所花费的总的时间 (即动态规划表 sp 的计算时间和所有子集的

式 (2) 计算时间之和) 为

O
(
(n− 1)(n− 2)2n−3 + (n− 1)2n−1

)
= O∗(2n).

这里一个关键的观测是, 为计算包含 v1 的不同的顶点子集对应的式 (2), 只需要使用同一个动态规

划表 sp 即可. 换言之, 若有两个不同的顶点子集 T1 和 T2, 满足 v1 ∈ T1, v1 ∈ T2, 则计算 tsp∗(T1)

和 tsp∗(T2)都使用到动态规划表 sp,并不需要为 T1 和 T2 准备两份不同的动态规划表.正是这个观测

保证了本引理所证明的时间 (即 O∗(2n)) 比 O∗(4n) 更快.

同样地, 在图上去掉顶点 v1 之后, 图上还有 n− 1 个顶点. 计算出所有包含 v2 的顶点子集 (显然

不包含 v1) 上的最优 TSP 回路所花费的时间为 O∗(2n−1). 依次类推, 直到图上只剩下一个顶点, 就不

需要进行计算了. 这整个计算过程所花费的时间为

O∗(22) +O∗(23) + · · ·+O∗(2n) = O∗(2 · 2n) = O∗(2n).

设 S ⊆ V 是一个非空顶点子集. S 上的最优 TSP 回路记为 TSP∗(S), 其长度记为 tsp∗(S) =

w(TSP∗(S)), 正如引理 2 的证明中使用的符号那样. 这里 w(TSP∗(S)) 表示 TSP∗(S) 上各边的长度

之和.
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4 分支定界算法

分支定界算法本质上仍是一种枚举算法, 只不过是一种 “智能的” 枚举算法, 即在枚举的过程

中, 若能够判断在某个子空间中的搜索不可能找到比当前解更好的解, 则直接摒弃对这个子空间的搜

索, 这称为 “剪枝”. 对于 MMCCP 问题, 可按照分支定界算法的思想设计一个算法, 如算法 1 (即算

法 branch) 所示.

首先对算法中的符号作简单说明. 假设 C 是一个圈覆盖. 在算法 branch 中, val(C) 表示圈覆
盖 C 的解值,即 C 中最大圈的长度.若 C 不是一个有效的圈覆盖 (比如 C 为空集),则 val(C)的值为∞.

设 S ⊂ V 是一个非空顶点集. 在算法 branch中, TSP∗(S)表示 S 上的最优 TSP回路, w(TSP∗(S))表

示圈 TSP∗(S) 的长度 (圈的边上的权重之和). TSP∗(S) 在第 3 节中已经计算出了, 因此可以在算

法 1 中直接使用. 换言之, 在执行算法 1 之前首先需要执行第 3 节中的预处理算法 (引理 2).

在算法 1 中, COPT 表示当前已经找到的最好的解. COPT 初始化为空 (算法 1 第 7 步). 当算法完

成对整个解空间的搜索后, COPT 就是问题的最优解了, 即算法 1 第 17 步返回的解.

算法 1 The branch-and-bound algorithm branch(V , k) for MMCCP

Input: A vertex set V , and a positive integer k;

Output: An optimal solution to MMCCP;

1: if V = ∅ then
2: Return ∅;
3: end if

4: if k = 1 then

5: Return TSP∗(V );

6: end if

7: COPT ← ∅;
8: for each S ⊆ V , S ̸= ∅ do
9: if w(TSP∗(S)) > val(COPT) then

10: Continue;

11: end if

12: C′ ← branch(V \ S, k − 1);

13: if val(C′) < val(COPT) then

14: COPT ← {TSP∗(S)} ∪ C′;
15: end if

16: end for

17: Return COPT;

最小最大圈覆盖问题的规模由两个参数确定: 顶点个数 n 和圈的数目 k. 我们不妨把问题的规

模记为 (n, k). 算法 1 是一个递归算法, 它对顶点集 V 的解空间进行搜索时, 将 V 划分为两个子

集 S 和 V \S,并枚举所有这样的划分 (算法 1第 8∼16步).这是算法 1的分支规则.在子集 S 上求最

优 TSP 回路, 这样就用掉了 k 个圈中的一个圈. 在子集 V \ S 上解允许圈数为 k − 1 的 MMCCP 问

题. 设子集 S 包含的顶点为 s 个, 则在 V \ S 上的 MMCCP 问题的规模为 (n− s, k − 1). 这样经过一

次分支, 就把 MMCCP 问题的规模由 (n, k) 降为了 (n− s, k − 1).

在分支的过程中,假设当前分支为 (S, V \S),若判断到子集 S 上的最优 TSP回路的长度大于当前

已经找到的最好的解的解值 (算法 1第 9 步),则直接搜索下一个分支,而放弃对当前分支 (S, V \S)的
解空间的搜索 (算法 1 第 10 步). 这是算法 1 所使用的剪枝规则.
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表 2 MMCCP 问题第二阶段的动态规划算法所使用的动态规划表 dp

Table 2 Dynamic program table dp used in the second stage dynamic programming algorithm for MMCCP

1 2 · · · k

∅ dp[∅, 1] dp[∅, 2] · · · dp[∅, k]

{v1} dp[{v1}, 1] dp[{v1}, 2] · · · dp[{v1}, k]
..
.

V dp[V, 1] dp[V, 2] · · · dp[V, k]

在最坏情形下, 算法 1 所枚举到的解的解值恰好一个比一个小, 这样算法 1 就会枚举所有可能的

解. 因此,算法 1的最坏时间复杂度仍然是很高的. 但分支定界算法是一种实际可取的启发式方法,其

实际运行效果往往远比理论上的最坏时间复杂度好得多, 这是因为 “所枚举到的解的解值恰好一个比

一个小” 这种事件几乎不可能发生. 在分支定界算法的枚举过程中, 许多的解可能被剪枝掉了. 越是

较早发现了解值小的解, 被剪枝的解就越多, 算法的实际运行效果就越好.

5 动态规划算法

分支定界算法 branch (算法 1) 之所以耗费大量时间, 是因为在递归调用时做了大量重复计算, 即

有大量的小规模的 MMCCP 实例被重复计算了很多次. 由此, 很容易想到使用动态规划的方法, 把计

算过的实例的解存储起来, 在需要这个解时, 只需要查表即可, 就不必重复计算了.

首先介绍动态规划表的构造. 对顶点集 V 中的顶点编号为 v1, v2, . . . , vn. 任取 V 的一个子集 S,

定义 S 的标签为它所包含的顶点的编号从小到大排列的序列. 例如, 若 S = {v1, v2, v6}, 则 S 的标签

为 (1, 2, 6). 有了标签的概念, 就可以把 V 的所有子集定一个序了, 比如按照标签从小到大排列, 这样

的序称为 V 的子集的字典序.

MMCCP 的动态规划法所使用的动态规划表记为 dp, 如表 2 所示. 动态规划表 dp 的行对应按照

字典序排列的 V 的子集. 动态规划表 dp 有 k 个列, 分别对应从 1 到 k 这 k 个整数.

在表 2中,动态规划表 dp的第 S 行 (即集合 S 对应的行)第 i列为 dp[S, i],其含义为用最多 i个

圈去覆盖 S 中所有的顶点, 这样的最小最大圈覆盖的最优解值. dp[S, i] 的递推公式为

dp[S, i] =


minT⊆S{max{dp[S \ T, i− 1], tsp∗(T )}}, S ̸= ∅, i > 1,

∞, S ̸= ∅, i = 0,

0, S = ∅.

(3)

在式 (3)中, tsp∗(T )表示顶点集 T 上的最优 TSP回路的长度.该值已经在 MMCCP问题实例的预处

理阶段计算出, 参见第 3 节.

最小最大圈覆盖问题的动态规划算法, 就是对动态规划表 dp 从上到下逐行、从左到右逐列计

算 dp的每个单元格.该动态规划算法如算法 2所示. 这是 MMCCP问题的第二阶段的动态规划算法.

(第一阶段的动态规划算法是对 MMCCP问题的实例进行预处理,参见第 3节及引理 2). 在算法 2中,

tsp∗(S) 表示顶点集 S 上的最优 TSP 回路的长度. 该值已经在 MMCCP 问题实例的预处理阶段计

算出.

通过反向追踪 dp[V, k] 的计算过程, 可求出对 V 的划分. 这个划分的每一部分的最优 TSP 回路

合在一起, 就是最小最大圈覆盖问题的最优解.
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算法 2 The dynamic programming algorithm dp-calc(V , k) for MMCCP

Input: A vertex set V , and a positive integer k;

Output: The optimal value for MMCCP;

1: ∀1 6 i 6 k, dp[∅, i]← 0;

2: for each S ⊆ V in lexicographic order do

3: dp[S, 1]← tsp∗(S);

4: for i← 2 to k do

5: Compute dp[S, i] by (3);

6: end for

7: end for

8: Return dp[V, k];

下面对算法 2 的时间复杂度进行分析.

引理3 算法 2 的时间复杂度为 O∗(3n).

证明 动态规划表 dp的每一行对应一个子集,大小为 j 的子集共有
(
n
j

)
个.任取一个大小为 j 的

顶点集 S, 对于 S 所对应的 dp 中的行, 有 k 个单元格需要计算. 按照递推公式 (3) 计算每一个单元

格 dp[S, i], 需要花费的时间为 O(2|S|) = O(2j) (因为要枚举顶点集 S 的所有子集 T ). 因此, 计算整个

动态规划表 dp 所花费的时间为

n∑
j=0

(
n

j

)
· k · 2j = k

n∑
j=0

(
n

j

)
· 2j = k3n,

其中最后一个等号成立是由于二项式定理 (在 (x + y)n 的展开式中令 x = 2, y = 1 即得). 这表明算

法 2 总的时间复杂度为 O∗(3n).

至此, 就可以证明本文的主要定理, 即定理 2.

定理2 最小最大圈覆盖问题可在 O∗(3n) 时间内求到最优解.

证明 MMCCP问题完整的算法由第一阶段的预处理动态规划算法 (参见引理 2) 和第二阶段的

动态规划算法 (即算法 2) 两部分构成. 引理 2 表明第一阶段的动态规划算法的时间复杂度为 O∗(2n).

引理 3表明第二阶段的动态规划算法的时间复杂度为 O∗(3n). 因此,求到最小最大圈覆盖问题的最优

解所花费的总的时间为 O∗(3n).

6 结语

本文对最小最大圈覆盖问题给出了基于动态规划策略的首个非平凡精确算法, 时间复杂度为

O∗(3n). 这一算法比简单暴力搜索算法有了显著的改进. 另外, 本文还对 MMCCP 问题设计了分

支定界算法, 给出了具体的分支规则和剪枝策略.

接下来的研究工作可从两个方面进行考虑. 首先是本文所提出的两阶段动态规划策略, 可以推广

到其他版本的圈覆盖问题以及树覆盖问题中. 这将为若干问题给出精确求解算法. 其次是可以考虑设

计 MMCCP 问题的更快的精确算法, 即尝试改进时间复杂度 O∗(3n).
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Exact algorithms for the min-max cycle cover problem
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Abstract The min-max cycle cover problem is a generalization of the traveling salesman problem. Wireless

sensor networks, UAV disaster rescue, and other fields all leverage the challenge. While approximation solutions

for the min-max cycle cover issue receive a lot of attention, research on exact algorithms is sparse. Based on

the combinatoric characteristics of the problem, we design the first exact algorithm for the min-max cycle cover

problem using the dynamic programming strategy. We prove that the time complexity of our algorithm is O∗(3n).

Our method for the min-max cycle cover problem consists of two stages. The first stage involves preprocessing

the problem’s input, and the second stage involves finding the best solution to the problem based on the first

stage’s results. Interestingly, the two stages are both based on the dynamic programming strategy. This is the

main feature of our algorithm. The time complexity O∗(3n) of our algorithm is significantly better than that of

the enumeration algorithm using brute-force search.

Keywords min-max cycle cover, dynamic programming, branch and bound, exact algorithm
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