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摘要 对短波超视距辐射源进行定位在国防安全领域具有重要意义. 短波多站定位体制包括测角交

汇定位和测时差交汇定位, 它们在性能上各有优劣. 为了结合这两种定位技术的优势, 本文研究短波

测角与测时差协同定位问题. 首先, 在超视距传播场景下依次构建二维波达方向 (direction-of-arrival,

DOA) 和到达时差 (time-difference-of-arrival, TDOA) 非线性观测模型; 然后, 在电离层虚高先验观测

误差存在下推导定位精度的克拉美罗下界 (Cramér-Rao lower bound, CRLB); 接着, 针对超视距观测

方程的强非线性特征, 提出一种基于 DOA/TDOA 观测量的短波协同定位方法; 最后, 利用一阶误差

分析方法证明所提方法的渐近统计最优性. 该方法包含两个阶段: 阶段 1 通过引入辅助变量并求解一

元二次方程得到短波 DOA 伪线性观测方程, 基于此构建含双重二次等式约束的优化模型, 并提出一

种基于矩阵 QR 分解的迭代优化算法, 用于获得辐射源位置中间估计值; 阶段 2 利用该估计值构建短

波 TDOA伪线性观测方程,并提出基于矩阵分解的迭代型约束加权最小二乘估计器,以确定最终定位

结果. 仿真实验结果表明, 所提的协同定位方法具有较好的全局收敛性, 其定位性能可达到 CRLB, 并

能获得较高的协同增益.
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1 引言

无线信号定位技术已广泛应用于智慧城市、自动驾驶、地震勘测、应急搜救等诸多工业技术领域,

其同时也是国防安全领域不可或缺的支撑技术 [1∼3]. 2015 年 5 月, 国家制造建设咨询委员会将 “无
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线定位及其精度” 作为我国高新产业中的关键技术, 列入全面推进实施制造强国的战略文件《中国制

造 2025》. 2016 年 12 月, 国务院印发《“十三五” 国家信息化规划》通知, 其中做出建设 “高精度位置

服务平台” 的战略部署.

众所周知, 短波通信是远程通信的重要技术手段 [4], 相比其他通信频段 (例如超短波、卫星、微

波等), 短波通信的优势包括: (1) 其是唯一不受网络枢纽和有源中继体制制约的远距离通信方式, 因

而具有极强的抗毁能力和自主通信能力; (2) 可覆盖山区、戈壁、海洋等超短波频段无法涉及的区域;

(3) 具有较低的运行成本. 正是由于短波通信的上述特点, 才使得短波监视成为对超视距目标态势感

知和战略预警的重要方式. 短波监视技术包括目标检测发现、定位跟踪, 以及身份辨识等. 然而, 由于

超视距短波信号传播的复杂性, 现有技术方法的定位精度还存在较大提升空间, 迫切需要研究更高精

度的短波辐射源定位方法.

最常用的短波定位体制是多站测角交汇定位, 该体制需要每个观测站安装天线阵列, 并利用波达

方向 (direction of arrival, DOA) 估计方法 (例如多重信号分类 [5]、加权子空间拟合 [6]、相关干涉仪 [7]

等) 获得入射信号方位角和仰角信息, 然后利用 DOA 定位方法确定辐射源位置坐标. 近年来, 国内

外学者已提出大量基于 DOA 信息的辐射源定位方法. 具体而言, 文献 [8] 提出基于结构总体最小二

乘 (structured total least squares, STLS) 的定位方法, 该方法将 DOA 定位问题转化成 STLS 估计问

题, 并通过逆迭代算法进行求解, 其定位精度能逼近克拉美罗下界 (Cramér-Rao lower bound, CRLB).

文献 [9]提出一种渐近有效估计器, 其将 DOA定位问题转化成求解广义特征向量问题,该方法的估计

均方误差可逼近 CRLB, 并能减少估计偏置. 文献 [10] 在修正极坐标系下建立 DOA 观测模型, 进而

提出基于约束特征空间理论框架的定位方法, 该类方法能获得辐射源位置的闭式解, 定位精度也能达

到 CRLB. 文献 [11, 12] 将 DOA 定位问题松弛为凸优化问题, 并通过内点算法进行求解, 该类方法可

获得全局最优解, 从而避免局部收敛问题. 文献 [13] 提出一种鲁棒型迭代重加权估计器, 可有效解决

脉冲噪声条件下的 DOA定位问题,大幅降低估计偏置,其估计均方误差也接近 CRLB.此外,文献 [14]

针对无线传感网提出一种基于 DOA信息的多源节点协同定位方法,并给出优选参考节点的有效方案,

该方法通过协同处理获得协同增益, 可有效提高网络节点的整体定位精度.

虽然上述 DOA 定位方法能在一定条件下获得较高的定位精度, 但仅考虑信号视距传播场景, 相

应的非线性观测方程可直接转化成伪线性观测方程,无需引入辅助变量. 当信号以超视距方式传播时,

方位角观测模型需要利用旋转矩阵来修正 [15],所幸这是线性变换,并不影响方位角观测方程的伪线性

化. 然而, 对于仰角观测模型而言, 其中包含电离层虚高 (ionosphere virtual height, IVH) 参数 [16], 与

视距传播的仰角观测模型相比, 其发生了非线性变换, 此时若不引入辅助变量就无法完成仰角观测方

程的伪线性化. 因此, 要想在短波 DOA 定位中同时利用方位角和仰角信息, 上述 DOA 定位方法均难

以直接应用, 需要提出新的定位方法.

除了 DOA 交汇定位外, 多站测时差 (time difference of arrival, TDOA) 交汇定位也是一类重要

的无线定位体制, 需要每个观测站仅安装单天线, 并利用最大似然、互相关等估计方法获得入射信号

的 TDOA信息 [17∼19],然后通过 TDOA定位方法确定辐射源位置坐标. TDOA定位方法一直是国内外

学者研究的重要问题, 其主要包括迭代方法和闭式解方法两类. 前者代表性方法包括凸优化方法 [20]、

泰勒 (Taylor) 级数迭代方法 [21]、约束总体最小二乘 (constrained total least squares, CTLS) 估计方

法 [22], 以及约束加权最小二乘 (constrained weighted least squares, CWLS) 估计方法 [23] 等; 后者代表

性方法包括球面内插 (spherical-interpolation, SI)方法 [24]、总体最小二乘 (total least squares, TLS)估

计方法 [25]、两步加权最小二乘 (two step weighted least squares, TSWLS) 估计方法 [26], 以及加权多维

标度方法 [27] 等.
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上述 TDOA定位方法是针对信号视距传播场景提出的, 大都需要将 TDOA观测方程转化成伪线

性方程. 当信号以超视距方式传播时, TDOA 观测模型中包含电离层参数, 这导致 TDOA 观测方程

具有强非线性特征, 难以伪线性化, 因此上述 TDOA 定位方法无法在短波频段直接应用. 近年来, 短

波 TDOA定位方法得到国内外学者关注和研究,取得了一些研究成果.具体而言,文献 [28,29]基于准

抛物线 (quasi-parabolic, QP) 电离层模型获得信号传播距离表达式, 并由此构建含等式和不等式约束

的优化模型,针对该模型提出广义投影最速下降算法、坐标下降算法等进行寻优计算. QP模型与三维

射线追踪原理 [30] 能紧密结合,但其中涉及较多电离层参数,在实际应用中难以准确获得. 文献 [31]针

对超视距多输入多输出 (multiple input multiple output, MIMO)雷达体制建立信号传播距离观测模型,

其中也需要较多电离层参数. 为了克服上述问题,文献 [32,33]提出一种能刻画信号传播距离的 (单跳)

电离层虚高模型, 仅需要电离层虚高参数即可实现短波 TDOA 定位, 它假设信号到达不同观测站经

历的电离层虚高相等, 当观测站间距较小时 (通常为 30∼100 km), 该假设可以近似满足, 但当观测站

间距较大时, 该假设难以满足, 此时易导致定位误差增大. 文献 [34] 基于类似的模型和假设提出一种

基于网格选择的 TDOA定位方法, 其是针对短波 TDOA观测方程难以伪线性化而提出的一种非参数

化方法. 该方法将网格选择与凸优化技术相结合, 取得良好的定位效果, 但需要较高复杂度. 此外, 文

献 [35] 基于电离层虚高模型提出短波 TDOA 直接定位方法, 该方法不需要信号到达各观测站的电离

层虚高相等这一假设条件,但直接定位要求信号汇聚到中心站,并在中心站完成全部计算,而短波定位

中观测站间距相对较大 (动辄百公里级以上), 这对系统传输带宽和实时计算能力均提出更高的要求.

综上所述, 短波 DOA 定位和短波 TDOA 定位是短波频段最具代表性的两种定位体制, 工程技

术人员研发了实际定位系统. 前者需要观测站安装天线阵列, 并对天线通道的幅相不一致性进行校

正, 因此其硬件成本和系统复杂度更高; 后者仅需观测站安装单天线, 硬件复杂度相对较低, 但其

对站间时间同步、信号累积时长, 以及信号采样方式等都提出更高要求. 从最终定位精度上看, 短

波 DOA 定位误差随辐射源距离增加呈线性增长趋势, 短波 TDOA 定位可以有效抑制该趋势, 但其受

电离层虚高先验观测误差的影响较大, 并且由于短波通信信号带宽通常较窄, 估计精度难以得到可靠

保证.

为结合两种短波定位体制的优势, 本文研究短波 DOA/TDOA 协同定位问题, 利用文献 [32∼35]

中的电离层虚高模型对信号传播距离进行建模, 并假设电离层虚高存在先验观测误差. 本文首先针对

短波超视距传播场景, 分别构建二维 DOA (包含方位角和仰角)和 TDOA观测模型. 然后在电离层虚

高观测误差存在下推导定位精度 CRLB, 随后针对超视距 DOA/TDOA 观测模型的强非线性特征, 提

出一种新的协同定位方法. 该方法包含两个阶段. 阶段 1 仅利用 DOA 观测信息, 首先通过引入辅助

变量和求解一元二次方程的根将超视距二维 DOA 观测方程伪线性化, 然后基于该伪线性观测方程的

误差特性构建含双重二次等式约束的优化模型, 并将此二次等式 (非凸) 约束松弛为线性等式 (凸) 约

束, 进而提出一种基于矩阵 QR 分解的迭代优化算法, 以获得阶段 1 的估计值 (文中也称其为中间估

计值).阶段 2将阶段 1的估计结果与 TDOA观测信息相融合,利用中间估计值将超视距 TDOA观测

方程转化成伪线性观测方程, 然后分析该伪线性观测方程中的误差特性, 并再次提出基于矩阵 QR 分

解的迭代型约束加权最小二乘估计器, 用于获得最终定位结果. 此外, 本文利用一阶误差分析方法推

导新方法的估计均方误差, 并证明其定位性能可逼近 CRLB. 仿真实验验证协同定位新方法的优势.

本文的结构安排如下: 第 2 节对定位观测模型与问题进行描述; 第 3 节推导定位问题的 CRLB;

第 4 节提出测角与测时差协同定位方法, 并对该方法的理论性能进行定量分析; 第 5 节给出所提方法

的仿真实验结果; 第 6 节对全文进行总结和展望. 补充材料中给出一些结论和公式推导过程.
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2 定位观测模型与问题形成

2.1 定位场景描述

假设在地球表面存在一个待定位目标源, 其经度和纬度分别为 ω1 和 ω2. 该目标源辐射短波信号,

信号以超视距传播的方式经电离层反射至地面观测站. 根据文献 [36] 可知, 短波信号由电离层反射至

观测站的过程可以看成是信号逐渐折射最后全反射的过程, 其折射率与电离层电子密度有关. 依据三

维射线追踪原理可知 [30], 短波信号进入电离层和离开电离层的两条路径可以利用 (单跳) 平面反射模

型来近似刻画 (如图 1 所示), 因而存在一个等效的电离层反射平面 [31∼35], 反射面距离地面高度即为

电离层虚高.

由于短波信号带宽较窄, 并且衰落现象明显, 使得估计信号 DOA 和 TDOA 参数采用的信号处

理方式差异较大, 因此, 现有短波观测站大多隶属于单一定位体制. DOA 交汇定位体制要求每个观测

站安装天线阵列, 利用载波相位信息即可获得信号二维 DOA 参数, 并不需要积累长时间的信号样本.

TDOA交汇定位体制要求每个观测站仅安装单根天线,但针对窄带信号需要长时间累积信号样本才能

获得可靠的 TDOA估计.两种截然不同的信号处理方式增加了协同处理的必要性,同时也更有利于获

得协同增益.

现有 N + M 个观测站能同时接收该短波信号, 并将它们记为 O1,O2, . . . ,ON ,ON+1,ON+2, . . . ,

ON+M , 其中第 j 个观测站的经度和纬度分别为 ωj,1 和 ωj,2 (1 6 j 6 N +M). 不失一般性, 假设观

测站 O1,O2, . . . ,ON 隶属于 DOA 交汇定位体制, 信号到达观测站 On 的方位角和仰角分别记为 θn,1

和 θn,2 (1 6 n 6 N); 观测站 ON+1,ON+2, . . . ,ON+M 隶属于 TDOA 交汇定位体制, 并以 ON+1 为

参考, 将信号到达观测站 ON+m 和到达观测站 ON+1 的 TDOA 记为 τm (2 6 m 6 M). 相比视距传

播场景 (例如超短波通信), 针对短波信号的定位观测模型更加复杂, 非线性程度更高, 下面将基于文

献 [32∼35] 中的电离层虚高模型, 依次建立二维 DOA 和 TDOA 观测模型.

2.2 二维 DOA 观测模型

图 1 是二维 DOA 观测模型示意图, 观测站 On (1 6 n 6 N) 利用二维 DOA 估计方法能同时获

得方位角 θn,1 和仰角 θn,2 估计值.

图 1中的方位角定义为,信号三维入射方向在观测站地表平面上的投影与观测站本地正北方向间

的夹角. 为了建立方位角 θn,1 的表达式,需要获得辐射源在观测站 On 本地直角坐标系下的坐标.地面

辐射源和观测站 On 在地心地固坐标系 (earth-centered, earth-fixed, ECEF) 下的位置向量分别为 [37]

u =


x

y

z

 =


cos(ω2) cos(ω1)

cos(ω2) sin(ω1)

(1− e2) sin(ω2)

 re√
1− e2(sin(ω2))2

, (1)

un =


xn

yn

zn

 =


cos(ωn,2) cos(ωn,1)

cos(ωn,2) sin(ωn,1)

(1− e2) sin(ωn,2)

 re√
1− e2(sin(ωn,2))2

(1 6 n 6 N), (2)

其中 re = 6378.137 km 表示地球赤道半径; e = 0.081819790992113 表示地球第一偏心率. 于是辐射源
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图 1 (网络版彩图) 二维 DOA 观测模型示意图

Figure 1 (Color online) Sketch map of the two-dimensional DOA measurement model

在观测站 On 本地直角坐标系下的位置向量为

u′
n=


x′
n

y′n

z′n

=Sn(u−un)=


− sin(ωn,1) cos(ωn,1) 0

− cos(ωn,1) sin(ωn,2) − sin(ωn,1) sin(ωn,2) cos(ωn,2)

cos(ωn,1) cos(ωn,2) sin(ωn,1) cos(ωn,2) sin(ωn,2)

(u−un) (16n6N), (3)

其中 Sn 表示旋转矩阵, 仅与观测站经纬度有关, 因此是常数矩阵. 方位角 θn,1 可以表示为

θn,1 = arctan

(
x′
n

y′n

)
= arctan

(
sTn,1(u− un)

sTn,2(u− un)

)
(1 6 n 6 N), (4)

其中 sTn,1 和 sTn,2 分别表示矩阵 Sn 中的第 1, 2 行向量 (即有 ST
n = [sn,1 sn,2 sn,3]).

定义方位角向量 θ1 = [θ1,1 θ2,1 · · · θN,1]
T, 实际中仅能得到其观测值 θ̂1, 相应的观测模型可以

表示为

θ̂1 = θ1 + εθ1 = fθ1(u) + εθ1 , (5)

其中 θ1 = fθ1(u) 表示由式 (4) 确定的向量 u 的非线性函数; 向量 εθ1 表示方位角观测误差, 为 N × 1

维列向量, 假设其服从零均值高斯 (Gauss) 分布.
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图 1中的仰角定义为,信号三维入射方向与观测站地表平面间的夹角. 为了建立仰角 θn,2 的表达

式, 需要考虑图 1 中的三角形 △ABC. 在该三角形中, 利用正弦定理可得

ro

sin(π/2− θn,2 − β
(a)
n )

=
ro + h

(a)
n

sin(π/2 + θn,2)
⇒ ro

cos(θn,2 + β
(a)
n )

=
ro + h

(a)
n

cos(θn,2)
(1 6 n 6 N), (6)

其中 ro = 6371.393 km表示地球平均半径; h
(a)
n 表示信号到达观测站 On 对应的电离层虚高. 由式 (6)

可以推得

θn,2=arctan

(
cot(β(a)

n )− ro

ro + h
(a)
n

csc(β(a)
n )

)
=arctan

(
(ro + h

(a)
n ) cos(β

(a)
n )− ro

(ro + h
(a)
n ) sin(β

(a)
n )

)
(1 6 n 6 N), (7)

其中

β(a)
n = arcsin

(
1

2ro
∥u− un∥2

)
(1 6 n 6 N). (8)

定义仰角向量 θ2 = [θ1,2 θ2,2 · · · θN,2]
T, 实际中仅能得到其观测值 θ̂2, 相应的观测模型可以表

示为

θ̂2 = θ2 + εθ2 = fθ2(u,h
(a)) + εθ2 , (9)

其中 h(a) = [h
(a)
1 h

(a)
2 · · · h

(a)
N ]T; θ2 = fθ2(u,h

(a)) 表示由式 (7) 和 (8) 确定的向量 u 和 h(a) 的非线

性函数; 向量 εθ2 表示仰角观测误差, 其为 N × 1 维列向量, 假设其服从零均值高斯分布.

将式 (5) 和 (9) 合并可得如下二维 DOA 观测模型:

θ̂ = θ + εθ = fθ(u,h
(a)) + εθ, (10)

其中

θ̂ = [θ̂T
1 θ̂T

2 ]T, θ = [θT1 θT2 ]
T, εθ = [εTθ1 ε

T
θ2 ], fθ(u,h

(a)) = [(fθ1(u))
T (fθ2(u,h

(a)))T]T, (11)

其中 θ = fθ(u,h
(a)) 表示向量 u 和 h(a) 的非线性函数; 向量 εθ 表示二维 DOA 观测误差, 为 2N × 1

维列向量, 服从零均值高斯分布, 并且协方差矩阵为 Ωθ = E[εθε
T
θ ].

注释1 根据式 (1) 对辐射源位置向量 u 的定义可知, 该向量满足如下二次等式:

uTΛ0u = uTdiag{1, 1, (1− e2)−1}u = r2e , (12)

其中 Λ0 = diag{1, 1, (1−e2)−1}; diag{·}表示由其中标量元素构成的对角矩阵. 式 (12)是文中定位问题

的先验等式约束,由该式可知,向量 u的自由度仅为 2,若将其前两个元素构成的向量记为 u = [x y]T,

则第 3 个元素可由向量 u 来确定, 并且满足 z = ±
√

(1− e2)(r2e − ∥u∥22). 因此, 向量 u 可以利用向

量 u 来表征.

2.3 TDOA 观测方程

图 2 是信号传播距离示意图, 以 ON+1 为参考站, 利用 TDOA 估计方法可以获得信号到达观测

站 ON+m 和到达观测站 ON+1 的 TDOAτm 的估计值.

为了建立 TDOAτm 的表达式, 应考虑图 2 中的三角形 △UVW. 将该三角形中的斜边长度记

为 dm, 利用勾股定理可得

dm =

√
r2o(sin(β

(t)
m ))2 + (ro − ro cos(β

(t)
m ) + h

(t)
m )2 =

√
am,1 − am,2 cos(β

(t)
m ) (1 6 m 6 M), (13)

1947



王鼎等: 针对超视距短波辐射源的测角与测时差协同定位方法

U

V

W

Earth surface

E
arth average radius r

o

Observer O
N+m 

(1≤m ≤M )

(t)

Earth center

Shortwave 

emitter

Ionosphere 

Equivalent reflection plane

Virtual height h
m
(t)

β
m

D
is

ta
nc

e 
d m

图 2 (网络版彩图) 信号传播距离示意图

Figure 2 (Color online) Sketch map of signal propagation distance

其中 
am,1 = 2r2o + 2roh

(t)
m + (h(t)

m )2, am,2 = 2ro(ro + h(t)
m ),

β(t)
m = arcsin

(
1

2ro
∥u− uN+m∥2

)
,

(1 6 m 6 M), (14)

其中 h
(t)
m 表示信号到达观测站 ON+m 对应的电离层虚高; uN+m 表示观测站 ON+m 在 ECEF坐标系

下的位置向量, 其表达式同式 (2). 于是 TDOAτm 可以表示为

τm =
1

c
(2dm − 2d1) =

2

c

(√
am,1 − am,2 cos(β

(t)
m )−

√
a1,1 − a1,2 cos(β

(t)
1 )

)
(2 6 m 6 M), (15)

其中 c = 3× 105 km/s 表示电磁波在空气中的传播速度.

定义 TDOA 向量 τ = [τ2 τ3 · · · τM ]T, 实际中仅能得到其观测值 τ̂ , 相应的观测模型可以表示为

τ̂ = τ + ετ = fτ (u,h
(t)) + ετ , (16)

其中 h(t) = [h
(t)
1 h

(t)
2 · · · h

(t)
M ]T; τ = fτ (u,h

(t)) 表示由式 (14) 和 (15) 确定的向量 u 和 h(t) 的非线

性函数; 向量 ετ 表示 TDOA 观测误差, 其为 (M − 1)× 1 维列向量, 假设其服从零均值高斯分布, 并

且协方差矩阵为 Ωτ = E[ετε
T
τ ].

2.4 协同定位观测模型与问题描述

将式 (10) 和 (16) 合并可得如下协同定位观测模型:

ρ̂ = ρ+ ερ = fρ(u,h) + ερ, (17)
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其中  ρ̂ = [θ̂T τ̂T]T, ρ = [θT τT]T, h = [(h(a))T (h(t))T]T, ερ = [εTθ εTτ ]
T,

fρ(u,h) = [(fθ(u,h
(a)))T (fτ (u,h

(t)))T]T,
(18)

其中 fρ(u,h) 表示向量 u 和 h 的非线性函数; 向量 ερ 表示 DOA/TDOA 观测误差, 其为 (2N +

M − 1) × 1 维列向量, 服从零均值高斯分布, 并且协方差矩阵为 Ωρ = E[ερε
T
ρ ] = blkdiag{Ωθ,Ωτ},

blkdiag{·} 表示由其中矩阵或向量元素构成的块状对角矩阵.

式 (17)中的观测模型与电离层虚高向量 h有关,其与电离层电子密度、大气折射率,以及进入电离

层入射角度等参数有关 [36],实际中可以通过后向散射反演技术 (BIT, backscatter inversion technique)、

垂直探测技术 (VST, vertical sounding technique)等获得其 (先验)观测值 [38∼40]. 显然,电离层虚高观

测值与其真实值间存在偏差, 不妨将向量 h(a) 和 h(t) 的观测模型分别表示为

ĥ(a) = h(a) + ε
(a)
h , ĥ(t) = h(t) + ε

(t)
h , (19)

其中向量 ε
(a)
h 和 ε

(t)
h 均表示电离层虚高观测误差, ε

(a)
h 为 N × 1 维列向量, ε

(t)
h 为 M × 1 维列

向量, 根据大数定律可假设它们服从零均值高斯分布, 并且协方差矩阵分别为 Ω
(a)
h = E[ε

(a)
h (ε

(a)
h )T]

和 Ω
(t)
h = E[ε

(t)
h (ε

(t)
h )T]. 因此, 向量 h 的观测模型可以表示为

ĥ =

ĥ(a)

ĥ(t)

 =

h(a)

h(t)

+

ε(a)h

ε
(t)
h

 = h+ εh, (20)

其中观测误差 εh = [(ε
(a)
h )T (ε

(t)
h )T]T 为 (N +M)× 1 维列向量, 服从零均值高斯分布, 并且协方差矩

阵为 Ωh = E[εhε
T
h ] = blkdiag{Ω (a)

h ,Ω
(t)
h }.

注释2 虽然电离层虚高值具有时变性, 但可以假设在信号采样和参数估计过程中该值保持不变.

注释3 协方差矩阵 Ωρ 的块状对角结构是由于 DOA 和 TDOA 观测量涉及不同观测站, 协方差

矩阵 Ωh 的块状对角结构也是基于此原因.

下面需要解决的问题是: 如何在获得短波 DOA/TDOA 观测量 ρ̂ 和电离层虚高先验观测量 ĥ 的

条件下, 利用二次等式约束式 (12) 实现对短波辐射源的高精度定位.

3 参数估计方差的克拉美罗下界

在本文考虑的测角与测时差协同定位问题中,未知参数包括向量 u和 h,观测量包含向量 ρ̂和 ĥ.

定义扩维参数向量 φ = [uT hT]T 和扩维观测向量 ψ̂ = [ρ̂T ĥT]T, 此时可以将对数似然函数表示为

ln(L(ψ̂|φ)) = C − 1

2
(ρ̂− fρ(u,h))TΩ−1

ρ (ρ̂− fρ(u,h))−
1

2
(ĥ− h)TΩ−1

h (ĥ− h), (21)

其中 C 表示与参数向量 φ 无关的常数. 由式 (21) 可以得到向量 φ 的费歇耳 (Fisher) 信息矩阵为

FISH(φ) = E

[
∂ ln(L(ψ̂|φ))

∂φ

∂ ln(L(ψ̂|φ))
∂φT

]

=

 (Fρ,u(u,h))
TΩ−1

ρ Fρ,u(u,h) (Fρ,u(u,h))
TΩ−1

ρ Fρ,h(u,h)

(Fρ,h(u,h))
TΩ−1

ρ Fρ,u(u,h) (Fρ,h(u,h))
TΩ−1

ρ Fρ,h(u,h) +Ω−1
h

 , (22)
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其中 
Fρ,u(u,h) =

∂fρ(u,h)

∂uT
=

Fθ,u(u,h
(a))

Fτ,u(u,h
(t))

 ,

Fρ,h(u,h) =
∂fρ(u,h)

∂hT
= blkdiag{Fθ,h(u,h

(a)),Fτ,h(u,h
(t))},

(23)

其中 Fθ,u(u,h
(a)) = ∂fθ(u,h(a))

∂uT , Fτ,u(u,h
(t)) = ∂fτ (u,h(t))

∂uT , Fθ,h(u,h
(a)) = ∂fθ(u,h(a))

∂(h(a))T
, Fτ,h(u,h

(t)) =

∂fτ (u,h(t))
∂(h(t))T

.

由于向量 u 满足等式约束式 (12), 利用文献 [21] 中的结论可以得到向量 φ 的 CRLB 矩阵为

CRLB(φ) = (FISH(φ))−1 −
(FISH(φ))−1

[
Λ0u

O(N+M)×1

]
[(Λ0u)

T O1×(N+M)](FISH(φ))−1

[(Λ0u)T O1×(N+M)](FISH(φ))−1

[
Λ0u

O(N+M)×1

] . (24)

若定义矩阵

Σ(u) =

 I2

−(1− e2)(x/z) −(1− e2)(y/z)

 ,

则可以得到 CRLB(φ) 的另一种表达式

CRLB(φ)=

 Σ(u) O3×(N+M)

O(N+M)×2 IN+M

 (Σ(u))T O2×(N+M)

O(N+M)×3 IN+M

FISH(φ)

 Σ(u) O3×(N+M)

O(N+M)×2 IN+M

−1

×

 (Σ(u))T O2×(N+M)

O(N+M)×3 IN+M

 . (25)

实际中更关注辐射源位置向量 u 的 CRLB 矩阵, 根据式 (24) 和 (25) 可以得到下面两个表达式:

CRLB(u)=Z(u,h)−Z(u,h)Λ0u(Λ0u)
TZ(u,h)

(Λ0u)TZ(u,h)Λ0u
=Σ(u)((Σ(u))T(Z(u,h))−1Σ(u))−1(Σ(u))T, (26)

其中

Z(u,h) = ((Fρ,u(u,h))
T(Ωρ + Fρ,h(u,h)Ωh(Fρ,h(u,h))

T)−1Fρ,u(u,h))
−1. (27)

注释4 Z(u,h) 表示没有等式约束条件下向量 u 的 CRLB 矩阵, 由于式 (26) 第 1 个等号右边

第 2项是半正定矩阵,于是有 CRLB(u) ≼ Z(u,h). 因此,等式约束降低了向量 u估计方差的 CRLB,

有助于提升定位精度.

注释5 基于上述结论可以得到仅基于 DOA 定位的 CRLB 矩阵 CRLB(a)(u) 和仅基于 TDOA

定位的 CRLB 矩阵 CRLB(t)(u), 分别如下所示:

CRLB(a)(u) = Z(a)(u,h(a))− Z(a)(u,h(a))Λ0u(Λ0u)
TZ(a)(u,h(a))

(Λ0u)TZ(a)(u,h(a))Λ0u

= Σ(u)((Σ(u))T(Z(a)(u,h(a)))−1Σ(u))−1(Σ(u))T, (28)

CRLB(t)(u) = Z(t)(u,h(t))− Z(t)(u,h(t))Λ0u(Λ0u)
TZ(t)(u,h(t))

(Λ0u)TZ(t)(u,h(t))Λ0u
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= Σ(u)((Σ(u))T(Z(t)(u,h(t)))−1Σ(u))−1(Σ(u))T, (29)

其中

Z(a)(u,h(a)) = ((Fθ,u(u,h
(a)))T(Ωθ + Fθ,h(u,h

(a))Ω
(a)
h (Fθ,h(u,h

(a)))T)−1Fθ,u(u,h
(a)))−1, (30)

Z(t)(u,h(t)) = ((Fτ,u(u,h
(t)))T(Ωτ + Fτ,h(u,h

(t))Ω
(t)
h (Fτ,h(u,h

(t)))T)−1Fτ,u(u,h
(t)))−1. (31)

联合式 (27), (30), (31) 可得 (Z(u,h))−1 = (Z(a)(u,h(a)))−1 + (Z(t)(u,h(t)))−1, 于是有 (Z(u,h))−1 ≽
(Z(a)(u,h(a)))−1 和 (Z(u,h))−1 ≽ (Z(t)(u,h(t)))−1, 再结合式 (26), (28), (29) 中的第 2 个 CRLB 表

达式可得 CRLB(u) ≼ CRLB(a)(u) 和 CRLB(u) ≼ CRLB(t)(u). 因此, 协同 DOA/TDOA 两种观

测量有利于提高定位精度.

4 测角与测时差协同定位新方法及其理论性能分析

4.1 协同定位新方法的原理概述

由上述二维 DOA 和 TDOA 观测模型可知, 函数 fρ(u,h) 关于向量 u 的非线性程度较强, 此时

常规非线性优化方法 (例如 Taylor 级数迭代法) 易出现局部收敛和迭代发散等问题, 并且计算复杂度

较高. 在信号视距传播条件下,二维 DOA和 TDOA观测方程均可转化成伪线性观测方程 [41,42],但当

信号超视距传播时, 这两种观测模型都难以伪线性化, 因此这里首要解决的科学问题是如何获得短波

二维 DOA 和 TDOA 伪线性观测方程. 首先, 短波二维 DOA 包含方位角和仰角, 其中方位角观测方

程的伪线性化过程与视距场景相似, 但仰角观测方程的伪线性化过程与视距场景不同, 并且尚未有文

献对此展开研究, 本文提出一种求解一元二次方程根的伪线性化方法. 其次, 经数学分析发现, 难以直

接获得短波 TDOA伪线性观测方程,因为相比视距场景其传播模型更加复杂,这也是尚未有文献提出

基于伪线性观测方程的短波 TDOA 定位方法的原因, 庆幸的是在本文的定位问题中, 还有 DOA 观测

量可以协同利用, 文中首先基于二维 DOA 伪线性观测方程获得辐射源位置的一个中间估计值及其统

计特性, 然后将其融入 TDOA观测方程中构建短波 TDOA伪线性观测方程. 因此, 正是在 DOA观测

量的协助下方可将 TDOA 观测量纳入到基于伪线性观测方程的定位框架下, 这说明了文中的定位方

法蕴含协同处理的思想以及协同处理的必要性.

基于上述分析可知, 文中的方法包含两个计算阶段, 每个阶段均利用伪线性观测方程构造含双重

二次等式约束的优化模型, 并将二次等式 (非凸) 约束松弛为线性等式 (凸) 约束, 从而提出基于矩

阵 QR 分解的迭代优化算法, 用于确定每个阶段的估计值.

4.2 阶段 1 的计算原理与方法

4.2.1 短波二维 DOA 伪线性观测方程

首先推导短波方位角伪线性观测方程. 由式 (4) 可得

tan(θn,1) =
sin(θn,1)

cos(θn,1)
=
sTn,1(u− un)

sTn,2(u− un)

交叉相乘
=⇒ cos(θn,1)s

T
n,1(u− un) = sin(θn,1)s

T
n,2(u− un)

移项
=⇒ (sn,1 cos(θn,1)− sn,2 sin(θn,1))Tu = (sn,1 cos(θn,1)− sn,2 sin(θn,1))Tun (1 6 n 6 N).

(32)

式 (32) 可以看成是向量 u 的伪线性观测方程, 将其中 N 个方程合并可得如下矩阵形式:

Aθ1u = bθ1 , (33)
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其中

Aθ1 =


(s1,1 cos(θ1,1)− s1,2 sin(θ1,1))T

(s2,1 cos(θ2,1)− s2,2 sin(θ2,1))T
...

(sN,1 cos(θN,1)− sN,2 sin(θN,1))
T

 , bθ1 =


(s1,1 cos(θ1,1)− s1,2 sin(θ1,1))Tu1

(s2,1 cos(θ2,1)− s2,2 sin(θ2,1))Tu2

...

(sN,1 cos(θN,1)− sN,2 sin(θN,1))
TuN

 . (34)

接着推导短波仰角伪线性观测方程, 这里提出通过求解一元二次方程的根, 并引入辅助变量来获

得. 首先联合式 (7) 和 (8) 可知

tan(θn,2) =
sin(θn,2)

cos(θn,2)
=

(ro + h
(a)
n ) cos(β

(a)
n )− ro

(ro + h
(a)
n ) sin(β

(a)
n )

交叉相乘
=⇒ (ro + h(a)

n ) sin(β(a)
n ) sin(θn,2) = (ro + h(a)

n ) cos(β(a)
n ) cos(θn,2)− ro cos(θn,2)

代入式 (8)
=⇒ (ro + h(a)

n )∥u− un∥2 sin(θn,2) + 2r2o cos(θn,2) = (ro + h(a)
n )
√
4r2o − ∥u− un∥22 cos(θn,2)

两边平方并移项
=⇒ ηn,3∥u− un∥22 + ηn,2∥u− un∥2 + ηn,1 = 0 (1 6 n 6 N),

(35)

其中

ηn,1 = −4r2o((h
(a)
n )2 + 2roh

(a)
n )(cos(θn,2))

2, ηn,2 = 2r2o(ro + h(a)
n ) sin(2θn,2), ηn,3 = (ro + h(a)

n )2. (36)

式 (35) 中最后一个等式是关于 ∥u−un∥2 的一元二次方程. 由于 ∥u−un∥2 是正数, 因此其应是方程

正根, 补充材料附录 A 中证明在实际物理场景中该方程总存在唯一的正根, 并且其表达式为

∥u− un∥2 =

√
η2n,2 − 4ηn,1ηn,3 − ηn,2

2ηn,3
= ηn,4 (1 6 n 6 N). (37)

将式 (37) 两边平方可以推得

∥u∥22 − 2uT
nu+ ∥un∥22 = η2n,4 =⇒ 2uT

nu− ∥u∥22 = ∥un∥22 − η2n,4 (1 6 n 6 N). (38)

若将 ∥u∥22 作为辅助变量,则式 (38)可以看成是向量
[

u

∥u∥22

]
的伪线性观测方程,将其中 N 个方程合并

可得如下矩阵形式:

Aθ2

 u

∥u∥22

 = bθ2 , (39)

其中

Aθ2 =


2uT

1 −1

2uT
2 −1

...
...

2uT
N −1

 , bθ2 =


∥u1∥22 − η21,4

∥u2∥22 − η22,4
...

∥uN∥22 − η2N,4

 . (40)

最后联合式 (33) 和 (39) 可得如下短波二维 DOA 伪线性观测方程:

Aθ(θ)

 u

∥u∥22

 = Aθ(θ)tu = bθ(θ,h
(a)), (41)
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式中 Aθ(θ) =

[
Aθ1

ON×1

Aθ2

]
表示伪线性观测矩阵; bθ(θ,h

(a)) =
[
bθ1

bθ2

]
表示伪线性观测向量; tu =

[
u

∥u∥22

]
表示扩维的位置向量, 结合式 (12) 可得向量 tu 的双重二次等式约束, 如下所示: t

T
uΛ1tu = tTublkdiag{Λ0, 0}tu = r2e (I),

tTuΛ2tu + γT
2 tu = tTudiag{1, 1, 1, 0}tu + [0 0 0 − 1]tu = 0 (II),

(42)

式中 Λ1 = blkdiag{Λ0, 0}, Λ2 = diag{1, 1, 1, 0}, γ2 = [0 0 0 − 1]T.

注释6 式 (42) 中的两个等式约束具有不同属性. 第 (I) 式源自 “辐射源位于地球表面” 这一先

验约束. 第 (II) 式源自辅助变量 ∥u∥22 与向量 u 间的代数关系, 其是向量 u 的恒等式, 因此将该式两

边对向量 u 求导可得 (
∂tu
∂uT

)T

(2Λ2tu + γ2) = O3×1, (43)

式中 ∂tu
∂uT =

[
I3

2uT

]
. 另一方面, 由于 Λ1 和 Λ2 均为半正定矩阵, 因此在几何上式 (42) 刻画的二次等式

约束表示椭球面, 虽然椭球体是凸集, 但椭球面仅仅是其表面, 并不包含椭球体的内部空间, 因此椭球

面不具有凸集的性质, 其是个非凸集合.

注释7 注意到伪线性方程式 (41) 是由非线性方程 θ = fθ(u,h
(a)) 演变而来, 因此将该式代回

式 (41) 中可以得到如下关于向量 u 和 h(a) 的恒等式:

Aθ(fθ(u,h
(a)))

 u

∥u∥22

 = Aθ(fθ(u,h
(a)))tu = bθ(fθ(u,h

(a)),h(a)). (44)

将式 (44) 两边分别对向量 u 和 h(a) 求导可得

[Ȧθ,1(θ)tu Ȧθ,2(θ)tu · · · Ȧθ,2N (θ)tu]Fθ,u(u,h
(a)) +Aθ(θ)

∂tu
∂uT

= Bθ,θ(θ,h
(a))Fθ,u(u,h

(a))

=⇒ Cθ,θFθ,u(u,h
(a)) = Aθ(θ)

∂tu
∂uT

=⇒ Fθ,u(u,h
(a)) = C−1

θ,θAθ(θ)
∂tu
∂uT

, (45)

[Ȧθ,1(θ)tu Ȧθ,2(θ)tu · · · Ȧθ,2N (θ)tu]Fθ,h(u,h
(a)) = Bθ,θ(θ,h

(a))Fθ,h(u,h
(a)) +Bθ,h(θ,h

(a))

=⇒ Cθ,θFθ,h(u,h
(a)) +Cθ,h = O2N×N =⇒ Fθ,h(u,h

(a)) = −C−1
θ,θCθ,h, (46)

其中
Bθ,θ(θ,h

(a)) =
∂bθ(θ,h

(a))

∂θT
, Bθ,h(θ,h

(a)) =
∂bθ(θ,h

(a))

∂(h(a))T
, Ȧθ,n(θ) =

∂Aθ(θ)

∂⟨θ⟩n
(1 6 n 6 2N),

Cθ,θ = Bθ,θ(θ,h
(a))− [Ȧθ,1(θ)tu Ȧθ,2(θ)tu · · · Ȧθ,2N (θ)tu], Cθ,h = Bθ,h(θ,h

(a)).

(47)

式 (45) 和 (46) 刻画了短波二维 DOA 非线性观测模型与其伪线性观测模型之间隐含的代数关系, 其

对于阶段 1 定位方法的推导和理论性能分析至关重要.

4.2.2 估计准则及其求解方法

在实际定位中, 向量 θ 和 h(a) 的真实值是未知的, 仅能由观测值 θ̂ 和 ĥ(a) 来代替. 基于式 (41)

可以定义如下误差向量:

ξθ = bθ(θ̂, ĥ
(a))−Aθ(θ̂)tu = △bθ −△Aθtu, (48)
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其中 △bθ = bθ(θ̂, ĥ
(a))− bθ(θ,h(a)), △Aθ = Aθ(θ̂)−Aθ(θ). 利用一阶误差分析方法可得

△bθ ≈ Bθ,θ(θ,h
(a))εθ +Bθ,h(θ,h

(a))ε
(a)
h , (49)

△Aθtu ≈ [Ȧθ,1(θ)tu Ȧθ,2(θ)tu · · · Ȧθ,2N (θ)tu]εθ. (50)

将式 (49) 和 (50) 代入式 (48) 中可得

ξθ≈(Bθ,θ(θ,h
(a))−[Ȧθ,1(θ)tu Ȧθ,2(θ)tu · · · Ȧθ,2N (θ)tu])εθ+Bθ,h(θ,h

(a))ε
(a)
h =Cθ,θεθ+Cθ,hε

(a)
h . (51)

由式 (51) 可知, 误差向量 ξθ 渐近服从零均值高斯分布, 并且其协方差矩阵为

COV(ξθ) = E[ξθξ
T
θ ] = Cθ,θE[εθε

T
θ ]C

T
θ,θ +Cθ,hE[ε

(a)
h (ε

(a)
h )T]CT

θ,h = Cθ,θΩθC
T
θ,θ +Cθ,hΩ

(a)
h CT

θ,h. (52)

联合式 (42), (48), (52) 可以建立如下含双重二次等式约束的估计准则:
min

tu∈R4×1
{Jθ(tu)} = min

tu∈R4×1
{(bθ(θ̂, ĥ(a))−Aθ(θ̂)tu)

T(COV(ξθ))
−1(bθ(θ̂, ĥ

(a))−Aθ(θ̂)tu)}

s.t. tTuΛ1tu = r2e ,

tTuΛ2tu + γT
2 tu = 0,

(53)

其中 (COV(ξθ))
−1 是加权矩阵, 其用于抑制观测误差 εθ 和 ε

(a)
h 的影响.式 (53)中的目标函数 Jθ(tu)

是向量 tu 的二次凸函数, 但是等式约束是非凸的, 容易陷入局部最优解. 为了得到更好地收敛性能,

这里借鉴文献 [23] 提出的时频差定位方法, 对二次等式约束进行凸松弛, 使其变为线性等式约束, 从

而形成凸约束. 假设已经得到第 k 次迭代结果 t̂
(a)
u (k), 为了得到第 k+1次迭代结果 t̂

(a)
u (k+1), 可以

求解如下优化问题:
min

tu∈R4×1
{Jθ(tu)} = min

tu∈R4×1
{(bθ(θ̂, ĥ(a))−Aθ(θ̂)tu)

T(COV(ξθ))
−1(bθ(θ̂, ĥ

(a))−Aθ(θ̂)tu)}

s.t. Û (a)(k + 1)tu =

r2e
0

 ,
(54)

其中 Û (a)(k + 1) =
[

(t̂
(a)
u (k))TΛ1

(t̂
(a)
u (k))TΛ2 + γT

2

]
∈ R2×4. 式 (54) 中的等式约束为线性约束, 其存在最优闭式解, 这

里提出一种基于两次矩阵 QR 分解的闭式解, 能获得更高的数值稳健性和计算效率, 具体可见命题 1.

命题1 假设矩阵 (Û (a)(k + 1))T 的 QR 分解可以表示为

(Û (a)(k + 1))T︸ ︷︷ ︸
4×2

= Q
(a)
1 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

4×4

R
(a)
1 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

2×2

O2×2

 =

Q(a)
1,1(k + 1)︸ ︷︷ ︸

4×2

Q
(a)
1,2(k + 1)︸ ︷︷ ︸

4×2


R

(a)
1 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

2×2

O2×2


= Q

(a)
1,1(k + 1)R

(a)
1 (k + 1), (55)

其中Q
(a)
1 (k+1)表示正交矩阵; R

(a)
1 (k+1)表示上三角矩阵. 再假设矩阵 (COV(ξθ))

−1/2Aθ(θ̂)Q
(a)
1,2(k+
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1) 的 QR 分解可以表示为

(COV(ξθ))
−1/2Aθ(θ̂)Q

(a)
1,2(k + 1)︸ ︷︷ ︸

2N×2

= Q
(a)
2 (k + 1)︸ ︷︷ ︸
2N×2N

R
(a)
2 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

2×2

O(2N−2)×2



=

Q(a)
2,1(k + 1)︸ ︷︷ ︸
2N×2

Q
(a)
2,2(k + 1)︸ ︷︷ ︸

2N×(2N−2)


R

(a)
2 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

2×2

O(2N−2)×2


= Q

(a)
2,1(k + 1)R

(a)
2 (k + 1), (56)

其中 Q
(a)
2 (k+1)表示正交矩阵; R

(a)
2 (k+1)表示上三角矩阵. 接着令向量 t̂

(a)
1 (k+1)和 t̂

(a)
2 (k+1)分

别满足
(R

(a)
1 (k + 1))Tt̂

(a)
1 (k + 1) =

r2e
0

 ,

R
(a)
2 (k+1)t̂

(a)
2 (k+1)=(Q

(a)
2,1(k+1))T(COV(ξθ))

−1/2(bθ(θ̂, ĥ
(a))−Aθ(θ̂)Q

(a)
1,1 (k+1)t̂

(a)
1 (k+1)),

(57)

则式 (54) 的最优闭式解可以表示为

t̂ (a)u (k + 1) = Q
(a)
1,1(k + 1)t̂

(a)
1 (k + 1) +Q

(a)
1,2(k + 1)t̂

(a)
2 (k + 1). (58)

命题 1的证明见补充材料附录 B.由该命题可知,通过对 4×2阶和 2N ×2阶矩阵进行 QR分解,

并求解两个 2 × 2 阶三角线性方程组即可获得式 (54) 的最优解 t̂
(a)
u (k + 1). 将序列 {t̂ (a)u (k)}16k6+∞

的收敛值记为 t̂
(a)
u (即 t̂

(a)
u = limk→+∞ t̂

(a)
u (k)), 于是阶段 1 的定位结果为 û(a) = [I3 O3×1]t̂

(a)
u , 其也

是本文方法的中间定位结果. 算法 1 列出了阶段 1 的计算步骤.

Algorithm 1 Calculation procedure for phase 1

Step 1: Define a convergence threshold δ > 0 and choose the initial value t̂
(a)
u (0);

Step 2: Calculate Aθ1 and bθ1 from (34);

Step 3: Solve the roots {ηn,4}16n6N of (35) and compute Aθ2 and bθ2 via (40);

Step 4: Calculate Aθ(θ̂) and bθ(θ̂, ĥ
(a)) using (41);

Step 5: Set the iteration counter k := 0 and compute (COV(ξθ))
−1 according to (47) and (52);

Step 6: Calculate Û (a)(k + 1) and perform QR decomposition on (Û (a)(k + 1))T to obtain Q
(a)
1,1(k + 1), Q

(a)
1,2(k + 1) and

R
(a)
1 (k + 1);

Step 7: Solve the first system of linear equations in (57) to get t̂
(a)
1 (k + 1);

Step 8: Calculate matrix (COV(ξθ))
−1/2Aθ(θ̂)Q

(a)
1,2(k + 1) and perform QR decomposition on it to obtain Q

(a)
2,1(k + 1)

and R
(a)
2 (k + 1);

Step 9: Solve the second system of linear equations in (57) to get t̂
(a)
2 (k + 1);

Step 10: Compute t̂
(a)
u (k + 1) = Q

(a)
1,1(k + 1)t̂

(a)
1 (k + 1) + Q

(a)
1,2(k + 1)t̂

(a)
2 (k + 1). If ∥t̂ (a)

u (k + 1) − t̂
(a)
u (k)∥2 6 δ, let

t̂
(a)
u = t̂

(a)
u (k + 1) and go to step 12; otherwise go to step 11;

Step 11: Increment the iteration counter k := k+1 and calculate (COV(ξθ))
−1 based on (47) and (52), and go to step 6;

Step 12: Let û(a) = [I3 O3×1]t̂
(a)
u be the final estimation result in phase 1 and terminate the calculation.

注释8 上述优化算法需要设置迭代初始值, 这里给出两种有效方法. 第 1 种方法是针对式 (53)

中的目标函数, 将非加权形式的最小二乘估计值作为初始值, 如下所示:

t̂ (a)u (0) = (Aθ(θ̂))
†bθ(θ̂, ĥ

(a)) = ((Aθ(θ̂))
TAθ(θ̂))

−1(Aθ(θ̂))
Tbθ(θ̂, ĥ

(a)). (59)
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该初始值虽然同时利用方位角和仰角信息, 但舍弃了式 (53) 中的两个等式约束, 牺牲了两个自由度,

并且还受电离层虚高观测误差影响. 对此, 第 2 种方法直接从方位角伪线性观测方程式 (33) 出发, 将

非加权形式的最小二乘估计值作为初始值, 如下所示:

t̂ (a)u (0) =

 A†
θ1
bθ1

∥A†
θ1
bθ1∥22

 =

 (AT
θ1
Aθ1)

−1AT
θ1
bθ1

∥(AT
θ1
Aθ1)

−1AT
θ1
bθ1∥22

 . (60)

该初始值虽然未利用仰角信息, 但仅舍弃了 1 个等式约束 (即地球表面约束), 并且不受电离层虚高观

测误差影响. 仿真实验结果表明, 两种初始值能给出一致的全局收敛性.

注释9 上述优化算法在每次迭代中都对加权矩阵 (COV(ξθ))
−1 进行更新, 这有利于提高其估

计精度, 从而增强算法在大观测误差条件下的抗噪性能. 另一方面, 虽然加权矩阵 (COV(ξθ))
−1 的真

实值难以获得, 但理论分析表明 [43], 在一阶误差分析框架下, 该矩阵的扰动误差并不会实质影响估计

值 t̂
(a)
u 的统计特性.

注释10 注意到式 (53) 也可以利用拉格朗日 (Lagrange) 乘子法进行求解, 但在双重二次等式约

束下拉格朗日乘子法也需要迭代运算, 只是参与迭代的变量是拉格朗日乘子向量 [44, 45]. 本文的方法

相比拉格朗日乘子法的优势体现在以下 3 个方面: (1) 拉格朗日乘子向量没有物理意义, 因此其迭代

初始值不易获取,而文中的方法是对向量 tu 进行迭代,更易于获得迭代初始值 (见注释 8); (2)拉格朗

日乘子法是对拉格朗日乘子向量进行迭代, 其在迭代过程中难以对矩阵 (COV(ξθ))
−1 进行实时更新,

这不利于在大观测误差条件下获得良好的抗噪性能, 而文中的方法能够实时对矩阵 (COV(ξθ))
−1 进

行更新 (见注释 9); (3) 文中的方法在每次迭代中都以闭式解的形式给出迭代结果 (见命题 1), 其中并

不需要设置迭代步长, 可避免优化步长因子, 从而降低迭代发散的风险. 仿真实验结果表明, 文中的方

法在发生门限效应时具有更高的误差阈值.

4.2.3 理论性能分析

本小节推导估计值 t̂
(a)
u 和 û(a) 的统计特性, 为此需要首先讨论序列 {t̂ (a)u (k)}16k6+∞ 的收敛

性. 注意到向量 t̂
(a)
u (k + 1) 是式 (54) 的最优解, 而式 (54) 是由式 (53) 中的二次等式约束凸松弛为

线性约束而形成的优化模型. 虽然本文提出利用矩阵 QR 分解对式 (54) 进行优化求解, 但决定序

列 {t̂ (a)u (k)}16k6+∞ 的收敛性仍然是凸松弛过程,因此文献 [23]中的收敛性分析结论可直接应用于此.

根据该文献第 4 节中的结论可知, 当序列 {t̂ (a)u (k)}16k6+∞ 收敛, 并且收敛至向量 t̂
(a)
u 时, 该向量就

是式 (53) 的全局最优解. 这在一定程度上保证了序列 {t̂ (a)u (k)}16k6+∞ 的全局收敛性, 但还不能确

保序列 {t̂ (a)u (k)}16k6+∞ 一定收敛. 事实上, 现有的优化理论尚无法保证非凸优化问题的迭代过程一

定收敛, 因为这相当于解决了 “利用多项式时间求解 NP 难问题 [23]”. 然而, 这并不影响文中的方法

具有可靠的收敛性, 正如注释 10 中指出的, 该方法可以选择较好地迭代初始值, 能够实时更新加权矩

阵 (COV(ξθ))
−1,并且无需设置步长因子,这些特点均有利于获得稳健、快速的收敛性能,仿真实验结

果也对此进行了验证.

下面在序列 {t̂ (a)u (k)}16k6+∞ 收敛的情况下推导估计值 t̂
(a)
u 和 û(a) 的统计特性, 此时向量 t̂

(a)
u

是式 (53)的全局最优解. 将向量 t̂
(a)
u 的估计误差记为 △t(a)u = t̂

(a)
u − tu, 利用一阶误差分析理论可知,
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误差 △t(a)u 是如下问题的最优解:
min

△tu∈R4×1
{(Aθ(θ)△tu−(Cθ,θεθ+Cθ,hε

(a)
h ))T(COV(ξθ))

−1(Aθ(θ)△tu−(Cθ,θεθ+Cθ,hε
(a)
h ))}

s.t. (△tu)TΛ1tu = 0,

(△tu)T(2Λ2tu + γ2) = 0.

(61)

令 T (u) =
[
Λ1tu 2Λ2tu + γ2

]
, 于是式 (61) 的最优解为

△t(a)u = (I4−ΦθT (u)((T (u))
TΦθT (u))

−1(T (u))T)Φθ(Aθ(θ))
T(COV(ξθ))

−1(Cθ,θεθ+Cθ,hε
(a)
h ), (62)

其中

Φθ = ((Aθ(θ))
T(COV(ξθ))

−1Aθ(θ))
−1. (63)

由式 (62) 可知, 误差向量 △t(a)u 渐近服从零均值高斯分布, 因此向量 t̂
(a)
u 是渐近无偏估计, 其均方误

差矩阵为

MSE(t̂ (a)u ) = E[△t(a)u (△t(a)u )T] = Φθ −ΦθT (u)((T (u))
TΦθT (u))

−1(T (u))TΦθ

= Φ
1/2
θ Π⊥[Φ

1/2
θ T (u)]Φ

1/2
θ , (64)

其中 Π⊥[·] 表示矩阵列补空间上的正交投影矩阵. 根据向量 û(a) 与 t̂
(a)
u 之间的关系可知, 向量 û(a)

也是渐近无偏估计, 其均方误差矩阵为

MSE(û(a)) = E[(û(a) − u)(û(a) − u)T] = E[△u(a)(△u(a))T] = [I3 O3×1]MSE(t̂ (a)u )

 I3

O1×3


= [I3 O3×1]Φ

1/2
θ Π⊥[Φ

1/2
θ T (u)]Φ

1/2
θ

 I3

O1×3

 , (65)

其中△u(a) = û(a)−u表示向量 û(a) 的估计误差. 进一步理论性能分析还表明,在仅有短波二维 DOA

观测量的条件下, 向量 û(a) 是渐近统计最优估计值, 具体可见如下命题.

命题2 假设仅有二维 DOA 观测量, 则向量 û(a) 的估计精度可以逼近相应的 CRLB (即有

CRLB(a)(u)).

证明: 这里仅需要证明 MSE(û(a)) = CRLB(a)(u). 首先将式 (45) 和 (46) 代入式 (30) 中可知

Z(a)(u,h(a)) =

((
∂tu
∂uT

)T

(Aθ(θ))
T(Cθ,θΩθC

T
θ,θ +Cθ,hΩ

(a)
h CT

θ,h)
−1Aθ(θ)

∂tu
∂uT

)−1

=

((
∂tu
∂uT

)T

(Aθ(θ))
T(COV(ξθ))

−1Aθ(θ)
∂tu
∂uT

)−1

=

((
∂tu
∂uT

)T

Φ−1
θ

∂tu
∂uT

)−1

, (66)

其中第 2, 3 个等号分别利用式 (52) 和 (63). 将式 (66) 代入式 (28) 中可得

CRLB(a)(u) = Σ(u)

(
(Σ(u))T

(
∂tu
∂uT

)T

Φ−1
θ

∂tu
∂uT

Σ(u)

)−1

(Σ(u))T. (67)

1957



王鼎等: 针对超视距短波辐射源的测角与测时差协同定位方法

另一方面, 可以验证

range

Φ1/2
θ T (u)︸ ︷︷ ︸
4×2

⊥range

Φ−1/2
θ

∂tu
∂uT

Σ(u)︸ ︷︷ ︸
4×2

 . (68)

此时利用正交投影矩阵的性质 [46] 可知

Π⊥[Φ
1/2
θ T (u)] = Π

[
Φ

−1/2
θ

∂tu
∂uT

Σ(u)

]

= Φ
−1/2
θ

∂tu
∂uT

Σ(u)

(
(Σ(u))T

(
∂tu
∂uT

)T
Φ−1

θ

∂tu
∂uT

Σ(u)

)−1

(Σ(u))T
(

∂tu
∂uT

)T
Φ

−1/2
θ , (69)

其中 Π [·] 表示矩阵列空间上的正交投影矩阵. 最后将式 (69) 代入式 (65) 中可得

MSE(û(a)) = [I3 O3×1]
∂tu
∂uT

Σ(u)

(
(Σ(u))T

(
∂tu
∂uT

)T

Φ−1
θ

∂tu
∂uT

Σ(u)

)−1

(Σ(u))T
(

∂tu
∂uT

)T
 I3

O1×3


= Σ(u)

(
(Σ(u))T

(
∂tu
∂uT

)T

Φ−1
θ

∂tu
∂uT

Σ(u)

)−1

(Σ(u))T, (70)

其中第 2 个等号利用等式 [I3 O3×1]
∂tu
∂uT = I3. 对比式 (67) 和 (70) 可知 MSE(û(a)) = CRLB(a)(u).

证毕.

命题 2 表明向量 û(a) 可以作为基于短波二维 DOA 观测量的渐近统计最优定位结果, 而在本文

的定位问题中其可以看成是一个不可或缺的中间估计值.

注释11 由式 (70)可知, MSE(û(a))并不是满秩矩阵,这是因为向量 u的自由度仅为 2,其可由注

释 1中定义的向量 u来表征. 若将向量 u在阶段 1的估计值记为 û
(a)

,其估计误差为△u(a) = û
(a)

−u,
则有 △u(a) = Σ(u)△u(a), 并且向量 û

(a)
的均方误差矩阵为

MSE(û
(a)

) = E[△u(a)(△u(a))T] = [I2 O2×1]MSE(û(a))

 I2

O1×2


=

(
(Σ(u))T

(
∂tu
∂uT

)T

Φ−1
θ

∂tu
∂uT

Σ(u)

)−1

. (71)

由该式可知, MSE(û
(a)

) 是满秩矩阵, 其将作为先验知识应用于阶段 2. 此外, 结合式 (70) 和 (71) 还

可得 MSE(û(a)) = Σ(u)MSE(û
(a)

)(Σ(u))T.
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4.3 阶段 2 的计算原理与方法

4.3.1 短波 TDOA 伪线性观测方程

本小节推导短波 TDOA 伪线性观测方程. 首先联合式 (14) 和 (15) 可得

cτm/2 +

√
a1,1 − a1,2 cos(β

(t)
1 ) =

√
am,1 − am,2 cos(β

(t)
m )

两边平方并移项
=⇒ am,2 cos(β

(t)
m ) = a1,2 cos(β

(t)
1 )− cτm

√
a1,1 − a1,2 cos(β

(t)
1 ) + am,1 − a1,1 − c2τ2m/4

代入式 (14)
=⇒ am,2

√
4r2o − ∥u− uN+m∥22 = 2roµm

两边平方并移项
=⇒ 2a2m,2u

T
N+mu− a2m,2∥u∥22 = 4r2oµ

2
m + a2m,2(∥uN+m∥22 − 4r2o) (2 6 m 6 M),

(72)

其中

µm = a1,2 cos(β
(t)
1 )− cτm

√
a1,1 − a1,2 cos(β

(t)
1 ) + am,1 − a1,1 − c2τ2m/4. (73)

与式 (38) 类似, 式 (72) 最后一个等式中的 ∥u∥22 也是辅助变量. 然而, 严格来说式 (72) 并不是向

量
[

u

∥u∥22

]
的伪线性观测方程,原因在于其右侧 µm是向量 u的非线性函数,这意味着在仅有短波 TDOA

观测量的条件下, 难以通过基于伪线性观测方程的计算框架对辐射源进行定位, 这正是文献 [34] 中的

短波 TDOA定位方法采用网格选择求解的主要原因.所幸的是,文中的方法在阶段 1已经给出向量 u

的一个中间估计值 û(a) 及其统计特性, 因此可以利用估计值 û(a) 代替 µm 中的向量 u, 此时可将

式 (72) 最后一个等式右侧看成是含有误差的已知量, 从而将式 (72) 作为向量
[

u

∥u∥22

]
的伪线性观测方

程进行处理.

将式 (72) 中的 M − 1 个方程合并可得如下矩阵形式:

Aτ (h
(t))

 u

∥u∥22

 = Aτ (h
(t))tu = bτ (τ ,h

(t),u), (74)

其中

Aτ (h
(t)) =


2a22,2u

T
N+2 −a22,2

2a23,2u
T
N+3 −a23,2

...
...

2a2M,2u
T
N+M −a2M,2

 , bτ (τ ,h
(t),u) =


4r2oµ

2
2 + a22,2(∥uN+2∥22 − 4r2o)

4r2oµ
2
3 + a23,2(∥uN+3∥22 − 4r2o)

...

4r2oµ
2
M + a2M,2(∥uN+M∥22 − 4r2o)

 , (75)

其中 Aτ (h
(t)) 表示伪线性观测矩阵; bτ (τ ,h

(t),u) 表示伪线性观测向量; tu =
[

u

∥u∥22

]
表示扩维的位置

向量, 其仍然服从式 (42) 中的双重二次等式约束.

注释12 注意到伪线性方程式 (74) 是由非线性方程 τ = fτ (u,h
(t)) 演变而来, 因此将该式代回

式 (74) 中可以得到如下关于向量 u 和 h(t) 的恒等式:

Aτ (h
(t))

 u

∥u∥22

 = Aτ (h
(t))tu = bτ (fτ (u,h

(t)),h(t),u). (76)
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将式 (76) 两边分别对向量 u 和 h(t) 求导可得

Aτ (h
(t))

∂tu
∂uT

= Bτ,τ (τ ,h
(t),u)Fτ,u(u,h

(t)) +Bτ,u(τ ,h
(t),u)

=⇒ Cτ,τFτ,u(u,h
(t)) = Aτ (h

(t))
∂tu
∂uT

−Cτ,u =⇒ Fτ,u(u,h
(t)) = C−1

τ,τ

(
Aτ (h

(t))
∂tu
∂uT

−Cτ,u

)
, (77)

[Ȧτ,1(h
(t))tu Ȧτ,2(h

(t))tu · · · Ȧτ,M (h(t))tu] = Bτ,τ (τ ,h
(t),u)Fτ,h(u,h

(t)) +Bτ,h(τ ,h
(t),u)

=⇒ Cτ,τFτ,h(u,h
(t)) +Cτ,h = O(M−1)×M =⇒ Fτ,h(u,h

(t)) = −C−1
τ,τCτ,h, (78)

其中 

Bτ,τ (τ ,h
(t),u) =

∂bτ (τ ,h
(t),u)

∂τT
, Bτ,h(τ ,h

(t),u) =
∂bτ (τ ,h

(t),u)

∂(h(t))T
,

Bτ,u(τ ,h
(t),u) =

∂bτ (τ ,h
(t),u)

∂uT
, Cτ,τ = Bτ,τ (τ ,h

(t),u),

Cτ,h = Bτ,h(τ ,h
(t),u)− [Ȧτ,1(h

(t))tu Ȧτ,2(h
(t))tu · · · Ȧτ,M (h(t))tu],

Cτ,u = Bτ,u(τ ,h
(t),u), Ȧτ,m(h(t)) =

∂Aτ (h
(t))

∂⟨h(t)⟩m
(1 6 m 6 M).

(79)

式 (77) 和 (78) 刻画了 TDOA 非线性观测模型与其伪线性观测模型之间隐含的代数关系, 对于阶段 2

定位方法的推导和理论性能分析至关重要.

4.3.2 估计准则及其求解方法

在实际定位中, 向量 τ , h(t), 以及 u 的真实值都是未知的, 仅能由观测值 τ̂ 和 ĥ(t) 以及中间估计

值 û(a) 来代替. 基于式 (74) 可以定义如下误差向量:

ξτ = bτ (τ̂ , ĥ
(t), û(a))−Aτ (ĥ

(t))tu = △bτ −△Aτ tu, (80)

其中△bτ = bτ (τ̂ , ĥ
(t), û(a))−bτ (τ ,h(t),u), △Aτ = Aτ (ĥ

(t))−Aτ (h
(t)). 利用一阶误差分析方法可得

△bτ ≈ Bτ,τ (τ ,h
(t),u)ετ +Bτ,h(τ ,h

(t),u)ε
(t)
h +Bτ,u(τ ,h

(t),u)△u(a), (81)

△Aτ tu ≈ [Ȧτ,1(h
(t))tu Ȧτ,2(h

(t))tu · · · Ȧτ,M (h(t))tu]ε
(t)
h . (82)

将式 (81) 和 (82) 代入式 (80) 中可得

ξτ ≈Bτ,τ (τ ,h
(t),u)ετ + (Bτ,h(τ ,h

(t),u)− [Ȧτ,1(h
(t))tu Ȧτ,2(h

(t))tu · · · Ȧτ,M (h(t))tu])ε
(t)
h

+Bτ,u(τ ,h
(t),u)△u(a) = Cτ,τετ +Cτ,hε

(t)
h +Cτ,u△u(a). (83)

由式 (83) 可知, 误差向量 ξτ 渐近服从零均值高斯分布, 并且其协方差矩阵为

COV(ξτ ) = E[ξτξ
T
τ ] ≈ Cτ,τE[ετε

T
τ ]C

T
τ,τ +Cτ,hE[ε

(t)
h (ε

(t)
h )T]CT

τ,h +Cτ,uE[△u(a)(△u(a))T]CT
τ,u

= Cτ,τΩτC
T
τ,τ +Cτ,hΩ

(t)
h C

T
τ,h +Cτ,uMSE(û(a))CT

τ,u. (84)

此外, 阶段 1 的估计值 û(a) 可以看成是向量 tu 的观测量, 根据注释 1 的讨论可知, 该估计值可

由向量 û
(a)
来表征, 为了在阶段 2 得到渐近统计最优估计值, 需要将向量 û

(a)
看成观测量, 于是引入
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如下扩维误差向量:

ξ̃τ =

bτ (τ̂ , ĥ(t), û(a))

û
(a)

−

Aτ (ĥ
(t))

I2×4

 tu = b̃τ (τ̂ , ĥ
(t), û(a))− Ãτ (ĥ

(t))tu =

 ξτ

△u(a)


≈

Cτ,τετ +Cτ,hε
(t)
h +Cτ,u△u(a)

△u(a)

 , (85)

其中 Ãτ (ĥ
(t)) =

[
Aτ (ĥ(t))

I2×4

]
表示扩维伪线性观测矩阵; b̃τ (τ̂ , ĥ

(t), û(a)) =
[
bτ (τ̂, ĥ(t), û(a))

û(a)

]
表示扩维伪线

性观测向量; I2×4 = [I2 O2×2]. 由式 (85) 可知, 误差向量 ξ̃τ 渐近服从零均值高斯分布, 并且其协方

差矩阵为

COV(ξ̃τ ) = E[ξ̃τ ξ̃
T
τ ] =

 COV(ξτ ) Cτ,uΣ(u)MSE(û
(a)

)

MSE(û
(a)

)(Σ(u))TCT
τ,u MSE(û

(a)
)

 , (86)

其中利用误差关系式 △u(a) = Σ(u)△u(a).

联合式 (42), (85), (86) 可以建立如下含双重二次等式约束的估计准则:

min
tu∈R4×1

{Jτ (tu)} = min
tu∈R4×1

{(b̃τ (τ̂ , ĥ(t), û(a))− Ãτ (ĥ
(t))tu)

T(COV(ξ̃τ ))
−1(b̃τ (τ̂ , ĥ

(t), û(a))

− Ãτ (ĥ
(t))tu)}

s.t. tTuΛ1tu = r2e ,

tTuΛ2tu + γT
2 tu = 0,

(87)

其中 (COV(ξ̃τ ))
−1 是加权矩阵,其用于抑制观测误差 ετ , ε

(t)
h ,以及估计误差△u(a) 的影响.与式 (53)

类似, 式 (87) 也可借鉴文献 [23] 中的时频差定位方法进行求解, 也就是对二次等式约束凸松弛, 使其

变为线性等式约束. 假设已经得到第 k 次迭代结果 t̂
(t)
u (k), 为了得到第 k + 1 次迭代结果 t̂

(t)
u (k + 1),

可以求解如下优化问题:

min
tu∈R4×1

{Jτ (tu)} = min
tu∈R4×1

{(b̃τ (τ̂ , ĥ(t), û(a))− Ãτ (ĥ
(t))tu)

T(COV(ξ̃τ ))
−1(b̃τ (τ̂ , ĥ

(t), û(a))

− Ãτ (ĥ
(t))tu)}

s.t. Û (t)(k + 1)tu =

r2e
0

 ,

(88)

其中 Û (t)(k + 1) =
[

(t̂
(t)
u (k))TΛ1

(t̂
(t)
u (k))TΛ2 + γT

2

]
∈ R2×4. 与式 (54) 类似, 式 (88) 可以通过两次矩阵 QR 分解得到

最优闭式解, 具体可见如下命题.

命题3 假设矩阵 (Û (t)(k + 1))T 的 QR 分解可以表示为

(Û (t)(k + 1))T︸ ︷︷ ︸
4×2

= Q
(t)
1 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

4×4

R
(t)
1 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

2×2

O2×2

 =

Q(t)
1,1(k + 1)︸ ︷︷ ︸

4×2

Q
(t)
1,2(k + 1)︸ ︷︷ ︸

4×2


R

(t)
1 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

2×2

O2×2


= Q

(t)
1,1(k + 1)R

(t)
1 (k + 1), (89)

1961



王鼎等: 针对超视距短波辐射源的测角与测时差协同定位方法

其中 Q
(t)
1 (k + 1) 表示正交矩阵; R

(t)
1 (k + 1) 表示上三角矩阵. 再假设矩阵 (COV(ξ̃τ ))

−1/2Ãτ (ĥ
(t))

Q
(t)
1,2(k + 1) 的 QR 分解可以表示为

(COV(ξ̃τ ))
−1/2Ãτ (ĥ

(t))Q
(t)
1,2(k + 1)︸ ︷︷ ︸

(M+1)×2

= Q
(t)
2 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

(M+1)×(M+1)

R
(t)
2 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

2×2

O(M−1)×2



=

Q(t)
2,1(k + 1)︸ ︷︷ ︸
(M+1)×2

Q
(t)
2,2(k + 1)︸ ︷︷ ︸

(M+1)×(M−1)


R

(t)
2 (k + 1)︸ ︷︷ ︸

2×2

O(M−1)×2


= Q

(t)
2,1(k + 1)R

(t)
2 (k + 1), (90)

其中 Q
(t)
2 (k + 1) 表示正交矩阵; R

(t)
2 (k + 1) 表示上三角矩阵. 接着令向量 t̂

(t)
1 (k + 1) 和 t̂

(t)
2 (k + 1) 分

别满足 
(R

(t)
1 (k + 1))Tt̂

(t)
1 (k + 1) =

r2e
0

 ,

R
(t)
2 (k + 1)t̂

(t)
2 (k + 1) = (Q

(t)
2,1(k + 1))T(COV(ξ̃τ ))

−1/2(b̃τ (τ̂ , ĥ
(t), û(a))

− Ãτ (ĥ
(t))Q

(t)
1,1(k + 1)t̂

(t)
1 (k + 1)),

(91)

则式 (88) 的最优闭式解可以表示为

t̂ (t)u (k + 1) = Q
(t)
1,1(k + 1)t̂

(t)
1 (k + 1) +Q

(t)
1,2(k + 1)t̂

(t)
2 (k + 1). (92)

命题 3的证明同命题 1. 通过对 4×2阶和 (M +1)×2阶矩阵进行 QR分解,并求解两个 2×2阶

三角线性方程组即可获得式 (88) 的最优解 t̂
(t)
u (k + 1). 若将序列 {t̂ (t)u (k)}16k6+∞ 的收敛值记为 t̂

(t)
u

(即 t̂
(t)
u = limk→+∞ t̂

(t)
u (k)), 于是阶段 2 的定位结果为 û(t) = [I3 O3×1]t̂

(t)
u , 其为文中新方法最终给

出的定位结果. 算法 2 列出了阶段 2 的计算步骤.

注释13 阶段 2的优化算法也需要设置迭代初始值,可以针对式 (87)中的目标函数,将非加权形

式的最小二乘估计值作为初始值, 如下所示:

t̂ (t)u (0) = (Ãτ (ĥ
(t)))†b̃τ (τ̂ , ĥ

(t), û(a)) = ((Ãτ (ĥ
(t)))TÃτ (ĥ

(t)))−1(Ãτ (ĥ
(t)))Tb̃τ (τ̂ , ĥ

(t), û(a)). (93)

仿真实验结果表明, 利用该初始值能获得较好的全局收敛性. 此外, 与阶段 1 的优化算法类似, 阶段 2

的优化算法在每次迭代中也能对加权矩阵 (COV(ξ̃τ ))
−1 实时更新, 从而增强算法在大观测误差条件

下的抗噪性能.

注释14 虽然阶段 2与阶段 1中的优化算法具有类似的计算框架,但阶段 1仅需要二维 DOA观

测量即可实现, 其中没有体现协同, 而阶段 2 在仅有 TDOA 观测量的条件下无法实现, 其需要阶段 1

的估计值及其统计特性, 换言之其需要协同 TDOA 和二维 DOA 两种观测量方可实现. 因此, 两个阶

段缺一不可, 而且它们是串行实现, 不能并行展开. 阶段 2 蕴含协同处理思想, 这种协同处理包含两个

层面. 第 1个层面体现在式 (85)中,其直接利用阶段 1的估计值 û(a) 构造扩维的伪线性观测方程,目

的在于获得协同增益, 也就是提高定位精度, 可称这种协同的作用是 “锦上添花”; 第 2 个层面体现在

式 (80) 中, 其利用阶段 1 的估计值 û(a) 将 bτ (τ̂ , ĥ
(t), û(a)) 看成是含有误差的已知观测向量, 从而利
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Algorithm 2 Calculation procedure for phase 2

Step 1: Define a convergence threshold δ > 0 and choose the initial value t̂
(t)
u (0);

Step 2: Compute Aτ (ĥ(t)) and bτ (τ̂ , ĥ(t), û(a)) using the intermediate estimate û(a) and (75);

Step 3: Compute Ãτ (ĥ(t)) and b̃τ (τ̂ , ĥ(t), û(a)) using the intermediate estimate û
(a)

and (85);

Step 4: Set the iteration counter k := 0 and calculate MSE(û
(a)

) and COV(ξτ ) from (71) and (84), respectively;

Step 5: Compute (COV(ξ̃τ ))−1 via (86);

Step 6: Calculate Û (t)(k + 1) and perform QR decomposition on (Û (t)(k + 1))T to get Q
(t)
1,1(k + 1), Q

(t)
1,2(k + 1) and

R
(t)
1 (k + 1);

Step 7: Solve the first system of linear equations in (91) to get t̂
(t)
1 (k + 1);

Step 8: Calculate matrix (COV(ξ̃τ ))−1/2Ãτ (ĥ(t))Q
(t)
1,2(k+1) and perform QR decomposition on it to obtain Q

(t)
2,1(k+1)

and R
(t)
2 (k + 1);

Step 9: Solve the second system of linear equations in (91) to get t̂
(t)
2 (k + 1);

Step 10: Compute t̂
(t)
u (k + 1) = Q

(t)
1,1(k + 1)t̂

(t)
1 (k + 1) + Q

(t)
1,2(k + 1)t̂

(t)
2 (k + 1). If ∥t̂ (t)

u (k + 1) − t̂
(t)
u (k)∥2 6 δ, let

t̂
(t)
u = t̂

(t)
u (k + 1) and go to step 13; otherwise go to step 11;

Step 11: Increment the iteration counter k := k + 1 and calculate MSE(û
(a)

) and COV(ξτ ) from (71) and (84),

respectively;

Step 12: Compute (COV(ξ̃τ ))−1 via (86) and go to step 6;

Step 13: Let û(t) = [I3 O3×1]t̂
(t)
u be the final estimation result in phase 2 and terminate the calculation.

用伪线性观测模型对向量 tu 进行求解, 若没有此中间估计值, 就不能将式 (74) 作为向量 tu 的伪线性

观测模型, 后续的计算过程也都无法实现, 因此可称这种协同的作用是 “雪中送炭”.

注释15 合并算法 1 和 2 即为文中的短波 DOA/TDOA 协同定位新方法, 注意到该方法最终给

出的估计值 û(t) 是辐射源在 ECEF坐标系下的定位结果,若要得到地理坐标系下的定位结果 (即经纬

度), 可以直接利用文献 [31] 中的方法进行转化, 限于篇幅这里不再阐述其具体计算过程.

4.3.3 理论性能分析

本小节推导估计值 t̂
(t)
u 和 û(t) 的统计特性, 为此需要首先讨论序列 {t̂ (t)u (k)}16k6+∞ 的收敛性.

由于式 (88)的凸松弛过程与式 (54)相近,这意味着序列 {t̂ (t)u (k)}16k6+∞ 与序列 {t̂ (a)u (k)}16k6+∞ 具

有相同的收敛性, 都遵循文献 [23] 中的结论. 由此可知, 当序列 {t̂ (t)u (k)}16k6+∞ 收敛, 并且收敛至向

量 t̂
(t)
u 时, 向量 t̂

(t)
u 就是式 (87) 的全局最优解.

下面在序列 {t̂ (t)u (k)}16k6+∞ 收敛的情况下推导估计值 t̂
(t)
u 和 û(t) 的统计特性,此时向量 t̂

(t)
u 是

式 (87)的全局最优解. 将向量 t̂
(t)
u 的估计误差记为 △t(t)u = t̂

(t)
u − tu,利用第 4.2.3小节中的理论性能

分析方法可知, 向量 t̂
(t)
u 是渐近无偏估计, 其均方误差矩阵为

MSE(t̂ (t)u ) = E[△t(t)u (△t(t)u )T] = Φ̃τ − Φ̃τT (u)((T (u))
TΦ̃τT (u))

−1(T (u))TΦ̃τ

= Φ̃
1/2

τ Π⊥[Φ̃
1/2

τ T (u)]Φ̃
1/2

τ , (94)

其中

Φ̃τ = ((Ãτ (h
(t)))T(COV(ξ̃τ ))

−1Ãτ (h
(t)))−1. (95)

补充材料附录 C 证明矩阵 Φ̃τ 可以表示为

Φ̃τ =


(Aτ (h

(t)))T(C(t))−1Aτ (h
(t))− (Aτ (h

(t)))T(C(t))−1Cτ,uΣ(u)I2×4

− IT2×4(Σ(u))TCT
τ,u(C

(t))−1Aτ (h
(t)) + I

T

2×4(MSE(û
(a)

))−1I2×4

+ I
T

2×4(Σ(u))TCT
τ,u(C

(t))−1Cτ,uΣ(u)I2×4


−1

, (96)
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其中

C(t) = Cτ,τΩτC
T
τ,τ +Cτ,hΩ

(t)
h C

T
τ,h. (97)

根据向量 û(t) 与 t̂
(t)
u 之间的关系可知, 向量 û(t) 也是渐近无偏估计, 其均方误差矩阵为

MSE(û(t)) = E[(û(t) − u)(û(t) − u)T] = E[△u(t)(△u(t))T] = [I3 O3×1]MSE(t̂ (t)u )

 I3

O1×3


= [I3 O3×1]Φ̃

1/2

τ Π⊥[Φ̃
1/2

τ T (u)]Φ̃
1/2

τ

 I3

O1×3

 , (98)

式中△u(t) = û(t)−u表示向量 û(t)的估计误差. 进一步理论性能分析还表明,在协同短波DOA/TDOA

观测量的条件下, 向量 û(t) 是渐近统计最优估计值, 具体可见如下命题.

命题4 假设存在二维 DOA和 TDOA两种观测量,则向量 û(t)的估计精度可以逼近相应的 CRLB

(即有 CRLB(u)).

命题 4 的证明见补充材料附录 D, 该命题表明向量 û(t) 可以作为协同短波 DOA/TDOA 观测量

的渐近统计最优定位结果.

注释16 最后需要指出的是, 影响定位精度的因素除了定位方法外, 还有观测站位置的布设方式,

这本质上是个优化问题 [47,48]. 由于文中的定位方法具有渐近统计最优性, 因此可以利用 CRLB 矩阵

构造优化准则. 将短波辐射源可能出现的区域记 V , 短波辐射源在该区域内出现的先验概率密度函数

记为 pu(u), 此时观测站位置的最优布设问题可以表示为 [47, 48]

{O1,opt,O2,opt, . . . ,ON,opt,ON+1,opt,ON+2,opt, . . . ,ON+M,opt}

= argmax

{∫
V

det[(CRLB(u))−1]pu(u)du

}
. (99)

相比视距定位场景, 短波超视距观测站的建设成本更高, 尤其是安装天线阵列时, 所以在实际应用时

更常考虑优选短波观测站, 这意味着式 (99) 中的参数空间是一个有限离散集合, 此时可以利用遗传算

法、蚁群算法等智能算法进行寻优计算. 如果该离散集合空间较大, 可以设置一些约束条件来压缩参

数空间, 例如, 在选择 DOA交汇定位体制的观测站时, 应尽可能使定位区域在两个观测站连线的法线

方向上, 在选择 TDOA 交汇定位体制的观测站时, 应尽可能拉大观测站基线, 以形成规则的正三角形

或者正四边形. 具体的算法设计将在后续的研究中展开讨论.

5 仿真分析

本节通过仿真实验验证新方法的定位性能, 在不做其他说明的情况下, 基础仿真实验参数如下:

短波辐射源经度为 134.56◦, 纬度为 36.67◦, 其在 ECEF 坐标系下的位置向量为 u = [−3593.8 3649.5

3788.1]T km, 现有 7个短波观测站接收到该短波信号,其中 3个观测站隶属 DOA交汇定位体制, 4个

观测站隶属 TDOA 交汇定位体制, 它们的经纬度以及信号到达观测站对应的电离层虚高数值见表 1.

DOA, TDOA 以及电离层虚高观测误差均服从零均值高斯分布, 并且协方差矩阵分别为 Ωθ = σ2
θI6,

Ωτ = σ2
τ (I3 + 13×3)/2, 以及 Ωh = σ2

hI7, 其中 σθ, στ , 以及 σh 表示相应的标准差.
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表 1 短波观测站的经纬度与电离层虚高数值

Table 1 Longitude, latitude and ionospheric virtual height of shortwave observer

Shortwave observer DOA-1 DOA-2 DOA-3 TDOA-1 TDOA-2 TDOA-3 TDOA-4

Longitude (◦) 116.23 112.54 116.00 123.47 114.54 114.03 119.27

Latitude (◦) 40.22 33.00 29.71 41.80 38.04 30.58 26.05

Ionospheric virtual height (km) 340 390 370 310 350 385 365
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图 3 (网络版彩图) 新方法的定位结果与定位椭圆曲线

Figure 3 (Color online) Positioning results and elliptic curves of the new method. Positioning results in (a) X-Y plane,

(b) Y -Z plane, and (c) X-Z plane

5.1 验证新方法的有效性

将 3种标准差分别设为 σθ = 0.3◦, στ = (2/c) s,以及 σh = 3 km,并进行 5000次蒙特卡罗 (Monte

Carlo) 实验. 图 3 给出了在 ECEF 坐标系下新方法的定位结果与定位椭圆曲线, 其中图 3(a)∼(c) 分

别是 X-Y 平面、Y -Z 平面, 以及 X-Z 平面上的定位结果.

从图 3 中可以看出, 新方法的定位结果散点图的形状与定位椭圆的形状一致, 并且大概率对应大

面积椭圆, 小概率对应小面积椭圆, 从而验证了新方法的有效性.

5.2 验证新方法的全局收敛性和渐近统计最优性

首先验证新方法的全局收敛性. 将 3种标准差分别设为 σθ = 0.2◦, στ = (0.3/c) s,以及 σh = 2 km.

改变辐射源位置坐标, 在经纬度 [134◦ 136◦] × [34◦ 36◦] 区域内随机选取 10 个位置点. 图 4 给出了

新方法在单次蒙特卡罗实验中辐射源 X 轴坐标估计值的迭代收敛曲线, 其中图 4(a) 和 (b) 分别是阶

段 1 和 2 的单次迭代收敛曲线. 需要指出的是, 图 4 中的全局最优值是针对式 (53) 和 (87) 中的目标

函数, 在全域采用精细化网格搜索得到的最优结果. 限于篇幅, 这里仅给出 X 轴坐标的收敛曲线, 其

他两个坐标的收敛性能与其接近. 从图 4 中可以看出, 新方法具有较好的全局收敛性和较快的收敛速

度, 一般迭代 10 次以内即可收敛.
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图 4 (网络版彩图) 新方法的 X 轴坐标的迭代收敛曲线

Figure 4 (Color online) Iterative convergence curve of X-coordinate of the new method. Convergence curve for (a) phase

1 and (b) phase 2

接着验证新方法的渐近统计最优性. 改变辐射源位置坐标, 并在经纬度 [134◦ 136◦] × [34◦ 36◦]

区域内随机选取 30 个位置点. 首先将 TDOA 和电离层虚高观测误差标准差分别设为 στ = (0.3/c) s

和 σh = 2 km, 图 5 给出了新方法的定位均方根误差及其 CRLB 随着标准差 σθ 的变化箱线图; 然后

将 DOA 和电离层虚高观测误差标准差分别设为 σθ = 0.2◦ 和 σh = 2 km, 图 6 给出了新方法的定位

均方根误差及其 CRLB 随着标准差 στ 的变化箱线图; 最后将 DOA 和 TDOA 观测误差标准差分别

设为 σθ = 0.2◦ 和 στ = (0.3/c) s, 图 7 给出了新方法的定位均方根误差及其 CRLB 随着标准差 σh 的

变化箱线图. 需要指出的是, 图中的均方根误差是进行 5000 次蒙特卡罗实验的统计结果, 相应的计算

公式为 RMSE =
√

1
5000

∑5000
n=1 ∥û(n) − u∥22, 其中 û(n) 表示在第 n 次蒙特卡罗实验中得到的最终定位

结果.

从图 5∼7 中可以看出: (1) 新方法的定位均方根误差能渐近逼近相应的 CRLB, 从而验证了新方

法的渐近统计最优性,同时也验证了文中理论性能分析的有效性; (2)新方法的渐近统计最优性对辐射

源位置坐标具有一定的泛化性.
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图 5 (网络版彩图) 新方法的定位均方根误差及其 CRLB 随着标准差 σθ 的变化箱线图

Figure 5 (Color online) Boxplot of RMSE of the new method and the CRLB as a function of standard deviation σθ.

(a) RMSE of the new method; (b) CRLB
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图 6 (网络版彩图) 新方法的定位均方根误差及其 CRLB 随着标准差 στ 的变化箱线图

Figure 6 (Color online) Boxplot of RMSE of the new method and the CRLB as a function of standard deviationστ .
(a) RMSE of the new method; (b) CRLB

本小节最后验证新方法的渐近统计最优性对观测站位置坐标也具有一定的泛化性,为此需要改变

观测站位置坐标, 并统计定位均方根误差. 下面以表 1 给出的位置坐标为中心, 在经纬度 ±1◦ 范围内
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图 7 (网络版彩图) 新方法的定位均方根误差及其 CRLB 随着标准差 σh 的变化箱线图

Figure 7 (Color online) Boxplot of RMSE of the new method and the CRLB as a function of standard deviation σh.

(a) RMSE of the new method; (b) CRLB
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图 8 (网络版彩图) 新方法的定位均方根误差及其 CRLB 随着标准差 σθ 的变化箱线图 (改变观测站位置坐标)

Figure 8 (Color online) Boxplot of RMSE of the new method and the CRLB as a function of standard deviation σθ

(changing observer locations). (a) RMSE of the new method; (b) CRLB

随机选择 30 组观测站位置坐标, 此时辐射源位置坐标固定不变. 将 TDOA 和电离层虚高观测误差标

准差分别设为 στ = (0.3/c) s 和 σh = 2 km, 图 8 给出了新方法的定位均方根误差及其 CRLB 随着标

准差 σθ 的变化箱线图. 从图 8 中可以得到所期望的结论.

5.3 验证新方法的性能优势

下面将协同定位新方法与其他定位方法以及短波 DOA 定位方法和短波 TDOA 定位方法进行比

较, 用于验证新方法能获得较高的协同增益. 所比较的方法包括文献 [21] 中的约束 Taylor (记为 C-

Taylor) 级数迭代定位方法和文献 [34] 中的网格选择定位方法. C-Taylor 级数迭代定位方法是针对非

线性观测模型提出的最大似然求解方法, 可推广应用于短波定位, 由于其中没有伪线性化过程, 因此

仅能根据先验知识确定迭代初始值,这里给出 “初始值为真实值”和 “初始值为随机值”两种情形下的

定位结果. 此外, 网格选择定位方法仅适用于短波 TDOA 定位问题.

首先将 TDOA 和电离层虚高观测误差标准差分别设为 στ = (0.3/c) s 和 σh = 2 km, 图 9(a) 给

出了定位均方根误差随着标准差 σθ 的变化曲线; 然后将 DOA 和电离层虚高观测误差标准差分别设

为 σθ = 0.2◦ 和 σh = 2 km, 图 9(b) 给出了定位均方根误差随着标准差 στ 的变化曲线; 接着将 DOA

和 TDOA 观测误差标准差分别设为 σθ = 0.2◦ 和 στ = (0.3/c) s, 图 9(c) 给出了定位均方根误差随着

标准差 σh 的变化曲线; 最后改变辐射源经度, 经度越大, 辐射源与观测站间距就越大, 将 3 种标准差

分别设为 σθ = 0.2◦, στ = (0.3/c) s, 以及 σh = 2 km, 图 9(d) 给出了定位均方根误差随着辐射源经

度 ω1 的变化曲线.
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图 9 (网络版彩图) (a) 定位均方根误差随着标准差 σθ 的变化曲线; (b) 定位均方根误差随着标准差 στ 的变化曲

线; (c) 定位均方根误差随着标准差 σh 的变化曲线; (d) 定位均方根误差随着辐射源经度 ω1 的变化曲线

Figure 9 (Color online) Localization RMSE as a function of (a) standard deviation σθ, (b) standard deviation στ ,

(c) standard deviation σh, and (d) emitter longitude ω1

从图 9 中可以看出: (1) 新方法的定位均方根误差能够渐近逼近相应的 CRLB, 从而再次验证了

其渐近统计最优性; (2)当 C-Taylor级数迭代定位方法的初始值取随机值时, 其产生 “门限效应”的误

差阈值明显低于新方法, 当该方法的初始值取真实值时, 其定位精度与新方法接近, 然而将真实值作

为初始值在实际中难以实现,并且其计算复杂度也高于新方法; (3)网格选择定位方法的估计均方误差

能渐近逼近仅基于 TDOA 观测量的 CRLB; (4) 相比短波 DOA 定位方法和短波 TDOA 定位方法, 新

方法能获得较高的协同增益, 并且对辐射源位置坐标具有一定的泛化性, 其性能增益会随着 3 种标准

差以及辐射源与观测站间距的增加而增大.

本小节最后观察新方法在大观测误差条件下的抗噪性能,并将其与文献 [45]给出的拉格朗日乘子

优化方法进行比较. 将 3 种标准差分别设为 σθ = 0.1α◦, στ = (0.5α/c) s, 以及 σh = 10 km, 并将参

数 α 从 1增加至 20, 因此 σθ 的最大值为 2◦, στ 的最大值为 (10/c) s, 图 10给出了定位均方根误差随

着参数 α 的变化曲线.

从图 10中可以看出,当参数 α较小时,两种方法的性能都能逼近 CRLB,但是随着参数 α的逐渐

增大,两种方法都产生了门限效应,这是由定位问题的非线性本质所引起的. 然而,通过比较不难发现,
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图 10 (网络版彩图) 定位均方根误差随着参数 α 的变化曲线

Figure 10 (Color online) Localization RMSE as a function of parameter α

新方法在发生门限效应时具有更高的误差阈值, 同时在大观测误差条件下具有更强的抗噪性能, 这验

证了注释 10 中所分析的结论.

6 结论

本文重点研究针对超视距短波辐射源的测角与测时差协同定位问题. 文中首先基于文献 [32∼35]

中的电离层虚高模型依次构建短波二维 DOA 和 TDOA 观测方程. 然后在电离层虚高先验观测误差

存在下推导定位精度的 CRLB, 随后针对观测方程的强非线性特征, 提出一种新的 DOA/TDOA 协同

定位方法. 最后通过一阶误差分析方法证明新方法的渐近统计最优性. 仿真实验结果表明, 新方法具

有良好的全局收敛性和渐近统计最优性, 其定位精度明显高于短波 DOA 定位精度和短波 TDOA 定

位精度, 能够获得较高的协同增益. 此外, 相比拉格朗日乘子优化方法, 文中提出的优化方法具有更高

的误差阈值和更强的抗噪性能.

最后需要指出的是, 本文主要研究针对静止短波辐射源的定位问题, 后续将研究如何协同 DOA/

TDOA 观测量对运动短波辐射源进行航迹跟踪, 此外, 还将研究如何优选短波观测站以获得更高的定

位精度.

补充材料 补充材料.本文的补充材料见网络版 infocn.scichina.com. 补充材料为作者提供的原始

数据, 作者对其学术质量和内容负责.
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Abstract The location of long-distance shortwave radiation sources is practically significant in national de-

fense security. Shortwave multistation-positioning systems mainly include direction-of-arrival (DOA) and time-

difference-of-arrival (TDOA) intersection locations. These two systems have their advantages and disadvantages

in terms of performance. To combine the advantages of these two positioning technologies, this study focuses

on the cooperative positioning problem based on DOA and TDOA measurements. First, the two-dimensional

DOA and TDOA observation models are established for the over-the-horizon propagation scenario. Subsequently,

the Cramér-Rao lower bound (CRLB) of positioning accuracy is derived in the presence of measurement errors

in virtual ionosphere height. Aiming at the strong nonlinear characteristics of the observation equations, a new

DOA/TDOA cooperative localization method is proposed. Finally, the asymptotic efficiency of the new estimator

is proved using the first-order error analysis theory. The new method comprises two stages. In the first stage,

the shortwave DOA observation equation is transformed into a pseudo-linear observation equation by introducing

an auxiliary variable, as well as solving a quadratic equation with one unknown. Next, an optimization model

with two quadratic equality constraints is constructed, and an iterative optimization algorithm based on matrix

QR decomposition is proposed to obtain an intermediate estimate of the emitter position. The second stage

transforms the shortwave TDOA observation equation into a pseudo-linear observation equation by combining

the intermediate estimates given in the first phase. Also, an iterative-constrained weighted-least-squares estimator

based on the matrix decomposition is proposed again to localize the emitter. Simulation results show that the

new cooperative localization method has good global convergence, the localization performance can reach the

CRLB, and the obtained cooperative gain is quite high.

Keywords wireless positioning, shortwave emitter, direction-of-arrival (DOA), time-difference-of-arrival

(TDOA), Cramér-Rao lower bound (CRLB), QR decomposition, theoretical performance analysis
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