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摘要 近年来, Stackelberg 博弈被广泛用于解决信息物理系统安全控制、智能电网能源管理等问题.

已有的 Stackelberg 均衡点求解方法大多需要已知系统模型信息, 而在实际应用中模型信息通常难以

精确获取, 这在一定程度上限制了相关理论研究成果的应用. 鉴于此, 本文研究了不基于系统模型

的 Stackelberg博弈均衡点的求解方法. 具体地,本文考虑线性二次二人 Stackelberg博弈,其中博弈状

态演化满足线性方程, 且成本函数为二次形式. 博弈的两个参与者为能够预测另一个体可能响应的个

体 (即领导者), 和根据领导者策略作出最优响应的个体 (即跟随者). 因为本文考虑线性形式的状态演

化和二次形式的成本函数, 且领导者先于跟随者采取行动, 故领导者和跟随者的决策问题可建模为两

层的线性二次型最优控制问题. 本文按照从跟随者到领导者的原则, 基于动态规划原理推导出最优控

制策略.该策略被证明恰好为 Stackelberg均衡策略,但其计算需使用系统模型信息.基于此策略,本文

提出一种基于执行器 – 评价器 (actor-critic) 结构的 Q 学习算法, 解决了系统动力学模型未知情况下

线性二次二人 Stackelberg 博弈均衡点求解问题. 此外, 本文理论证明了所提算法能够保证系统状态、

执行网络和评价网络权重估计误差一致最终有界, 并通过数值仿真实验说明基于 Q 学习算法所得控

制策略能够使系统状态稳定, 且估计控制策略下的成本函数偏离均衡策略下的成本函数的幅度较小.
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1 引言

在自然界、人类社会和工程领域, 个体之间普遍存在着各种交互行为 [1∼4], 比如人与人之间的竞

争与合作 [5]、多机器人协同 [6, 7] 等. 个体在与其他个体进行交互时, 通常会选择利己行为, 这些利己
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行为可能与其他个体产生竞争, 从而使群体利益偏离社会总效用上的最优. 博弈理论 [8] 被广泛用来

研究具有个体间利益冲突的群体交互行为, 比如贝叶斯博弈 [9]、演化博弈 [10,11] 等. 另外, 由于不同个

体的地位及分工存在差异, 个体间交互过程中还广泛存在着分层决策的行为 [12, 13]. 比如, 在电力市场

中, 通常由能源管理中心根据对用户前期用电行为的分析先行制定电价, 随后用户决定自己的用电策

略 [14]. 当个体之间存在利益冲突且多个体具有分层决策行为时, Stackelberg 博弈为探究多个体间的

交互行为提供了一种有效的数学工具. 在相关研究中,通常将参与博弈的个体称为决策者或参与者 [8].

Stackelberg 博弈的研究最早起源于经济学领域, 用于研究地位不对称的厂商之间的竞争 [1]. 基本

的 Stackelberg 博弈问题中一般包含两个参与者: 领导者和跟随者 [8], 其中领导者具有优先决策权, 能

够预测跟随者可能的响应,并选择一种使自己性能指标最优的策略,而跟随者是理性的,会根据领导者

的策略作出最优响应 [8]. 在控制领域, 研究学者们将 Stackelberg 博弈引入到控制系统中并开展了一

系列研究 [2, 15∼19]. 这些研究中, 通常有一个描述动态决策过程 (现象或规律) 的微分或差分方程 (也

称为状态方程), 而状态方程中不同的控制输入即为来自于不同参与者的控制策略 [20]. 上述基于动态

系统的 Stackelberg 博弈 (也称为动态 Stackelberg 博弈) 问题本质上是一种考虑分层决策过程的多方

的最优控制问题 [2]. 一般来说, 此类问题的研究目的是通过设计各位参与者的控制策略, 在保证系统

稳定性的基础上实现 Stackelberg 意义下的最优.

针对博弈状态演化满足线性方程、成本函数为二次形式的线性二次 Stackelberg 博弈, 文献 [2] 提

出了一种求解博弈均衡点的方法, 并讨论了均衡点存在的充分条件. 基于此先驱性工作, 近年来, 研究

者们针对动态 Stackelberg 博弈问题开展了丰富的研究. 文献 [16] 考虑线性随机系统下的多人 (一个

领导者, 多个跟随者) Stackelberg 博弈问题, 设计了帕累托最优 (Pareto optimality) 和纳什均衡 (Nash

equilibrium) 意义下的 Stackelberg 均衡策略, 进一步通过交叉耦合的代数非线性方程刻画了实现均衡

的必要条件. 文献 [17, 18] 研究了跟随者数量趋于无穷情况下的线性二次 Stackelberg 随机微分博弈,

并从平均场极限角度给出了估计的 Stackelberg均衡点. 与前述工作不同,文献 [19]考虑动态决策过程

具有非线性结构的情况,并提出一种基于线性化和动态扩展技术的 Stackelberg均衡策略估计方法. 可

以观察到, 上述工作主要从参与者的数量和决策过程的性质等维度丰富动态 Stackelberg 博弈的研究

成果, 所得均衡策略依赖于系统动力学模型的信息, 而这些信息在实际应用中通常难以精确获取. 如

何在系统动力学模型完全未知的情况下求解 Stackelberg 均衡策略是一项非常有意义且具有挑战性的

研究课题.

近几年来, 利用自适应动态规划 [21] 方法结合机器学习 [22, 23] 算法, 在未知系统动力学信息的情

况下自适应地学习最优控制率逐渐成为控制领域的研究热点之一,尤其是基于强化学习的控制方法受

到广泛关注 [24∼26]. 文献 [27, 28] 提出一种基于执行器 – 评价器 – 辨识器 (actor-critic-identifier) 结构

的控制方法, 通过辨识器估计系统模型参数, 进而用于执行网络和评价网络中学习最优控制策略. 文

献 [29] 提出一种基于数据的策略迭代算法, 该算法不需要设计额外的神经网络进行系统辨识, 而是通

过重复使用有限时间区间内采样的系统输入输出数据, 在线计算线性二次调节问题的最优控制率. 文

献 [30] 在此基础上发展了一种不基于模型的 off-policy 积分强化学习算法用于估计纳什均衡策略, 从

而解决多智能体系统图博弈问题. 与前述方法不同, 文献 [31] 设计了新颖的 Q 函数, 并结合自适应动

态规划方法提出了一种适用于连续状态和动作空间问题的 Q 学习算法, 解决了线性系统非零和博弈

问题. 考虑到动态 Stackelberg 博弈问题本质上是一种多方最优控制问题, 文献 [32, 33] 基于前述动态

规划方法结合强化学习算法的思想, 提出了一种两层的值迭代算法用于估计动态 Stackelberg 博弈均

衡解; 然而, 由于参与者之间地位不对称所带来的复杂耦合关系, 所提出的算法仍依赖于部分系统模

型信息.据了解, 目前还没有方法能够在系统动力学模型完全未知的情况下求解动态 Stackelberg均衡
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策略.

为解决模型未知情况下动态 Stackelberg 均衡点的求解问题, 本文针对线性二次二人 Stackelberg

博弈,研究了不基于系统模型的均衡点求解方法. 受文献 [15,19]启发,本文结合参与者本身的性质 (即,

领导者能够预测跟随者可能的响应, 且先于跟随者作出决策), 按照从跟随者到领导者的原则, 结合动

态规划原理推导出了依赖于系统动力学模型参数的 Stackelberg均衡策略.基于此, 本文提出了一种新

的 Q 学习算法, 可在系统动力学模型完全未知的情况下估计所得均衡策略, 并证明了算法的有效性.

本文的主要贡献总结如下:

(1) 尽管已有很多工作研究动态 Stackelberg 博弈, 但所提出的均衡策略求解方法依赖于系统动力

学模型信息 (比如,文献 [2,15∼19]依赖于完整的系统模型信息,文献 [32,33]依赖于部分模型信息).考

虑到在实际应用中, 系统动力学模型信息通常难以精确获取, 本文研究了不基于系统模型1) 的线性二

次二人 Stackelberg 博弈均衡点求解问题.

(2) 本文将文献 [31] 中提出的用于解决多人同时博弈问题的 Q 学习算法扩展到分层决策的框架

下,提出了一种新的基于执行器 –评价器结构的 Q学习算法,可在完全未知系统模型信息的情况下估

计 Stackelberg 均衡策略, 且能够规避模型辨识误差对系统性能的影响.

(3) 本文理论证明了系统状态、执行网络和评价网络权重估计误差一致最终有界. 因此, 与文

献 [32,33] 提出的依赖于部分模型信息的两层值迭代算法不同, 本文所提出的 Q 学习算法不仅完全不

需要系统模型信息, 而且收敛性能具有较好的理论保证.

符号说明. 一个正定 (半正定) 矩阵 M 表示为 M ≻ 0 (M ≽ 0). 如果矩阵 M = C ′C, 则

记 C =
√
M . 用 λ̄(M)和 λ(M)分别表示矩阵 M 的最大和最小特征值. Tr(M)表示矩阵 M 的迹. ∥x∥

表示向量 x 的 2 范数. 定义 ∥x∥2M = x′Mx, 其中 x′ 表示向量 x 的转置.

对于矩阵 M ∈ Rn×n, vech(M) 表示由矩阵 M 的 n 个对角线元素和 n(n−1)
2 个非对角线元素 Mij

组成的列向量, 即 vech(M) = [M11, . . . ,Mnn,M12, . . . ,M1n,M23, . . . ,M2n, . . . ,M(n−1)n]
′. 当 M 为对称

矩阵, vecs(M) 表示由矩阵 M 的 n 个对角线元素和 n(n−1)
2 个对称的非对角线元素之和 (Mij +Mji)

组成的列向量, 即 vecs(M) = [M11, . . . ,Mnn, 2M12, . . . , 2M1n, 2M23, . . . , 2M2n, . . . , 2M(n−1)n]
′.

2 问题描述

考虑具有两个参与者的线性二次 Stackelberg 博弈, 其中第 1 个参与者 (称为领导者) 处于主导地

位, 而第 2 个参与者 (称为跟随者) 处于被动地位. 领导者能够预测跟随者可能的响应并优先采取行

动,而跟随者观察到领导者策略后,随之作出对自己最有利的响应.用如下具有两个控制输入的连续时

间线性时不变系统描述动态决策过程:

ẋ = Ax+B1u1 +B2u2, (1)

其中, x ∈ Rn 表示博弈的状态向量, ui ∈ Ui ⊆ Rpi , i = 1, 2, 表示每个参与者的控制策略. 系统矩阵 A

和 Bi 是维数合适的矩阵, 且是未知的. 假设对于每个参与者 i = 1, 2, 矩阵对 (A,Bi) 能稳定.

根据每个参与者 i, i = 1, 2 的特点, 设置如下成本函数:

Ji(x(t0), u1, u2) =

∫ ∞

t0

ri(x, u1, u2)dτ, (2)

1) 本文所述系统模型是指博弈状态所满足动态方程中的系统矩阵, 具体是指式 (1) 中的 A, Bi, i = 1, 2, 其刻画了
博弈状态的演化规律.
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图 1 (网络版彩图) 参与者的信息结构及均衡策略

Figure 1 (Color online) Information structure and equilibrium strategies of players

其中, ri(x, u1, u2) = ∥x∥2Qi
+ ∥ui + θiuj∥2Ri

, t0 为初始时刻. 对于任意 i = 1, 2 有 Qi ≽ 0, Ri ≻ 0,

θi ∈ (0, 1) 成立. 假设 (A,
√
Qi) 能观.

定义1 (可行控制 [30]) 如果 ui(0) = 0, ui(x(t)) 为 x(t) 的连续函数且能够使系统 (1) 稳定, 而

且 Ji 是有限的, 即 Ji < +∞, 则控制策略 ui(x(t)), i = 1, 2 被称为关于成本函数 (2) 的可行控制.

注意, 本文考虑线性状态反馈控制策略, 即, 控制策略为状态 x 的线性函数. 为了使符号简洁, 下

文中省略自变量 x, 将控制策略记为 ui, i = 1, 2.

定义2 (Stackelberg 均衡 [33]) 如果存在一个从领导者策略空间到跟随者最优响应策略空间的映

射 ū2 : U1 → U2 (最优响应映射),使得对于任意固定 u1 ∈ U1,任意 u2 ∈ U2满足: J2(x(t0), u1, ū2(u1)) 6
J2(x(t0), u1, u2), 并且如果存在策略 ū1 ∈ U1, 使得对于任意 u1 ∈ U1 满足: J1(x(t0), ū1, ū2(ū1)) 6
J1(x(t0), u1, ū2(u1)), 那么, 令 ū2 = ū2(ū1), 策略集 {ū1, ū2} 即为 Stackelberg 均衡策略集.

图 1 展示了本文所讨论的动态 Stackelberg 博弈中领导者和跟随者的信息结构及均衡策略. 具体

地,领导者具有优先决策权,他掌握更多的信息且能够预测跟随者可能的响应策略;跟随者在观察到领

导者策略后采取对自己最有利的措施. 基于此信息结构, 领导者在考虑跟随者最优响应 ū2(u1) 的情况

下优化自己的成本函数 J1,得到策略 ū1;跟随者基于观察到的 ū1,优化成本函数 J2,得到策略 ū2(ū1).

策略集 {ū1, ū2} 为均衡策略集. 本文的研究目标是找到一组控制策略, 一方面能够使系统 (1) 渐近稳

定, 另一方面构成 Stackelberg 均衡.

注释1 在一般性问题中, 可能存在跟随者最优响应不唯一的情况. 由于领导者的最优策略会受

跟随者最优响应策略的影响, 当跟随者存在多种最优响应时, 领导者还需要判断跟随者会采取哪一种

响应. 这使得领导者层面的优化问题变得更加复杂. 然而, 在本文所考虑的线性二次 Stackelberg 博弈

问题中, 跟随者不会存在多种最优响应, 具体原因将在第 3 节中给出.

3 均衡策略设计

本节将前述问题考虑为 Stackelberg 博弈框架下的最优控制问题, 首先结合 Stackelberg 博弈中参

与者的性质, 利用动态规划思想推导出每个参与者的最优控制策略 (具体定义在下文中给出), 然后证

明所得最优控制策略即为期望的均衡策略.

基于成本函数 (2), 将可行控制策略下的值函数定义为

Vi(x(t)) =

∫ ∞

t

ri(x, u1, u2)dτ, i = 1, 2. (3)

根据 ri(x, u1, u2)的定义可知: Vi(x(t))为状态二次型和控制输入二次型之和从 t时刻到无穷时刻的积

分,表示当采取控制策略 u1和 u2时输入能量的累计成本. 第 i个参与者的哈密尔顿函数 (Hamiltonian)
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定义为

Hi(x,∇Vi, u1, u2) = ri(x, u1, u2) +∇V ′
i (Ax+Bu1 +Bu2) , (4)

其中, ∇Vi =
∂Vi

∂x ∈ Rn, i = 1, 2. 最优值函数定义为

V ∗
i (x(t)) = min

ui

∫ ∞

t

ri(x, u1, u2)dτ. (5)

对于任意给定的领导者策略 u1, 跟随者的最优响应策略满足

u∗
2(u1) = argmin

u2

H2(x,∇V2, u1, u2), (6)

其中 V2 表示控制策略 u1, u
∗
2(u1) 下的值函数. 由于 H2 是关于 u2 的强凸函数, 最优响应策略 u∗

2(u1)

唯一2). 根据一阶最优性条件 ∂H2

∂u2
= 0, 可得 2R2(u2 + θ2u1) +B′

2∇V2 = 0, 故

u∗
2(u1) = −θ2u1 −

1

2
R−1

2 B′
2∇V2. (7)

考虑到领导者能够预测上述最优响应策略, 领导者的最优策略满足

u∗
1 = argmin

u1

H1(x,∇V ∗
1 , u1, u

∗
2(u1)). (8)

因为 H1 是关于 u1 的强凸函数, 领导者的最优策略 u∗
1 唯一.根据一阶最优性条件 H1

u1
= 0, 可得 2(1−

θ1θ2)R1[(1− θ1θ2)u1 − θ1
2 R

−1
1 B′

2∇V ∗
2 ] + (B1 − θ2B2)

′∇V ∗
2 = 0, 故

u∗
1 =

θ1
2(1− θ1θ2)

R−1
2 B′

2∇V ∗
2 +

1

2(1− θ1θ2)2
R−1

1 (θ2B2 −B1)
′∇V ∗

1 . (9)

将式 (7) 和 (9) 代入哈密尔顿函数 (4) 可得如下耦合的哈密尔顿 – 雅克比 – 贝尔曼 (Hamilton-

Jacobi-Bellman, HJB) 方程:

Hi(x,∇V ∗
i , u

∗
1, u

∗
2) = ri(x, u

∗
1, u

∗
2) + (∇V ∗

i )
′ (Ax+Bu∗

1 +Bu∗
2) = 0, (10)

其中 u∗
2 = u∗

2(u
∗
1) 表示跟随者在领导者策略为 u∗

1 时的最优响应策略. 接下来, 证明求解上述 HJB 方

程所得的最优控制策略集能够使系统 (1) 渐近稳定, 且恰好为 Stackelberg 均衡策略.

定理1 假设 L1(x(t)) 和 L2(x(t)) 分别为求解 HJB 方程 (10) 得到的领导者和跟随者的值函数,

L1(0) = 0 且 L2(0) = 0. 控制策略 u∗
1 和 u∗

2 分别如式 (9) 和 (7) 所示. 那么,

(1) 动态系统 (1) 渐近稳定;

(2) {u∗
1, u

∗
2} 构成 Stackelberg 均衡策略集, 且满足 Ji(x(t0), u

∗
1, u

∗
2) = Li(x(t0)), i = 1, 2.

证明 此证明分为两部分. 首先, 将 L1, L2 视为李雅普诺夫函数 (Lyapunov function), 并将其沿

系统 (1) 求微分, 可得: L̇i(x) = ∇L′
i(Ax+B1u

∗
1 +B2u

∗
2). 通过最优策略 (7), (9), 及 HJB 方程 (10) 可

得: L̇i = −∥x∥2Qi
−

∥∥u∗
i + θiu

∗
j

∥∥2
Ri
. 由于 Qi ≽ 0 且 Ri ≻ 0, L̇i 6 0 成立. 根据 LaSalle 不变集原理 [34],

x 收敛到满足 L̇i(x) = 0 的区域内, 即满足:
√
Qix = 0 且 ui + θiuj = 0. 由于 ui 和 uj 相互独立, 且矩

阵对 (A,
√
Qi) 可观, 故当且仅当 x = 0 时 L̇i = 0. 因此, 控制策略 u∗

1, u
∗
2 能使动态系统 (1) 渐近稳定.

2) 需要注意的是, 本文并不是强调哈密尔顿函数必须满足强凸关系, 最优策略才能得到唯一解; 而是得益于本文
考虑的二次型值函数, 所构建的哈密尔顿函数 Hi 恰好为 ui 的强凸函数, 这种强凸关系保证了最优策略的唯一性.
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接下来, 证明此定理的第 2 个结论. 由于动态系统 (1) 渐近稳定, 成本函数 (2) 可以写作

Ji(x(t0), u1, u2) =

∫ ∞

t0

ri(x, u1, u2)dτ + Li(x(t0)) +

∫ ∞

t0

L̇idτ

=

∫ ∞

t0

Hi(x, Li, u1, u2)dτ + Li(x(t0)). (11)

根据文献 [30] 中的论证可得, 对于 i = 1, 2, j ̸= i,

Hi(x,∇Li, u1, u2) = ∥ui + θiuj∥2Ri
−
∥∥u∗

i + θiu
∗
j

∥∥2
Ri

+∇L′
iB1(u1 − u∗

1) +∇L′
iB2(u2 − u∗

2). (12)

将式 (12) 代入 (11), 则有

Ji(x(t0), u1, u2) = Li(x(t0))+

∫ ∞

t0

[
∥ui+θiuj∥2Ri

−∥u∗
i +θiu

∗
j∥2Ri

+∇L′
iB1(u1−u∗

1)+∇L′
iB2(u2−u∗

2)
]
dτ.

因此, 当 u1 = u∗
1, u2 = u∗

2 时第 i 个参与者的成本函数为 Ji(x(t0), u
∗
1, u

∗
2) = Li(x(t0)).

当领导者采取策略 u1 ̸= u∗
1,且跟随者采取相应的最优响应策略 u∗

2(u1)时,根据式 (12),可得领导

者的成本函数为

J1(x(t0), u1, u
∗
2(u1)) =

∫ ∞

t0

[
∥u1 + θ1u

∗
2(u1)∥2R1

− ∥u∗
1 + θ1u

∗
2(u

∗
1)∥

2
R1

+∇L′
1B1(u1 − u∗

1) +∇L′
1B2(u

∗
2(u1)− u∗

2(u
∗
1))

]
dτ + L1(x(t0)).

由式 (8) 可知, 对于任意的控制策略 u1 ̸= u∗
1, 满足 H1(x,∇L1, u

∗
1, u

∗
2(u

∗
1)) 6 H1(x,∇L1, u1, u

∗
2(u1)), 其

等价于 ∥u∗
1 + θ1u

∗
2(u

∗
1)∥

2
R1

+∇L′
1B1u

∗
1+∇L′

1B2u
∗
2(u

∗
1) 6 ∥u1 + θ1u

∗
2(u1)∥2R1

+∇L′
1B1u1+∇L′

1B2(u
∗
2(u1)),

因此可得: J1(x(t0), u
∗
1, u

∗
2(u

∗
1)) 6 J1(x(t0), u1, u

∗
2(u1)).

另一方面, 当跟随者不采取最优响应策略, 即 u2 ̸= u∗
2 时, 跟随者的成本函数为

J2(x(t0), u
∗
1, u2) =L2(x(t0)) +

∫ ∞

t0

[
∥u2 + θ2u

∗
1∥

2
R2

− ∥u∗
2 + θ2u

∗
1∥

2
R2

+∇L′
2B2(u2 − u∗

2)
]
dτ.

定义 X2 = ∥u2 + θ2u
∗
1∥

2
R2

− ∥u∗
2 + θ2u

∗
1∥

2
R2

+ ∇L′
2B2 (u2 − u∗

2). 由式 (7) 可知 ∇L′
2B2 = −2(u∗

2)
′R2 −

2θ2(u
∗
1)

′R2,故有X2 = ∥u2 − u∗
2∥

2
R2

> 0. 因此,对于任意控制策略 u2, J2(x(t0), u
∗
1, u

∗
2)6J2(x(t0), u

∗
1, u2).

综上可知, 策略集 {u∗
1, u

∗
2} 为 Stackelberg 均衡策略. 证明结束.

由于系统 (1) 为线性系统, 在考虑线性反馈控制策略的情况下, 最优值函数 V ∗
i (x) 是关于系统状

态 x 的二次函数, 其形式为 V ∗
i (x) = x′Pix, i = 1, 2, 其中, Pi ∈ Rn×n 为对称正定矩阵. 相应地, 领导

者和跟随者的均衡策略可以表示为

u∗
1 =

θ1
(1− θ1θ2)

R−1
2 B′

2P2x+
1

(1− θ1θ2)2
R−1

1 (θ2B2 −B1)
′P1x, (13)

u∗
2 =− θ2u

∗
1 −R−1

2 B′
2P2x. (14)

当领导者和跟随者采取上述策略时可实现 Stackelberg均衡. 然而,上述策略依赖于系统矩阵 B1和 B2.

若系统模型未知, 则无法直接根据上述公式计算均衡策略.
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图 2 (网络版彩图) 执行器 – 评价器框架

Figure 2 (Color online) Actor-critic structure

4 算法设计与分析

4.1 基于执行器 – 评价器框架的 Q 学习算法

本小节拟提出一种基于执行器 – 评价器框架 (如图 2 所示) 的 Q 学习算法, 在系统动力学模型矩

阵完全未知的情况下估计前述均衡策略.

首先针对每个参与者 i, 定义如下形式的 Q 函数: Qi(x, u1, u2) = V ∗
i (x) + Hi(x,∇V ∗

i , u1, u2).

令 U = [x′, u′
1, u

′
2]

′
, 上述 Q 函数可以写成:

Qi(x, u1, u2) =U ′


Qi

xx Qi
xui

Qi
xuj

Qi
uix Qi

uiui
Qi

uiuj

Qi
ujx Qi

ujui
Qi

ujuj

U = U ′Q̄iU,

i, j = 1, 2, i ̸= j, 其中, Qi
xx = Pi +Qi + PiA+A′Pi, Qi

uiui
= Ri, Qi

ujuj
= θ2iRi, Qi

xui
= (Qi

uix)
′ = PiBi,

Qi
xuj

= (Qi
ujx)

′ = PiBj , Qi
uiuj

= (Qi
ujui

)′ = θiRi.

那么, 最优策略 (即均衡策略) 下的 Q 函数可以表示为

Qi(x, u
∗
1, u

∗
2) = (U∗)′Q̄iU

∗ = [vecs(Q̄i)]
′vech(U∗(U∗)′),

其中, U∗ = [x′, (u∗
1)

′, (u∗
2)

′]′. 用如下评价网络估计 Q 函数:

Q̂i(x, u1, u2) = Ŵ ′
civech(UU ′), (15)

其中 Ŵci 表示估计的评价网络权重, f = vech(UU ′) 视为评价网络的基函数. 令 Wci = vecs(Q̄i) 表示

理想的评价网络权重. 上述评价网络的结构如图 3(a) 所示.

借鉴积分强化学习 [33] 的思想, 将满足式 (5) 的最优值函数写成如下贝尔曼方程的形式:

V ∗
i (x(t)) = V ∗

i (x(t− T ))−
∫ t

t−T

ri(x, u
∗
1, u

∗
2)dτ,
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图 3 (网络版彩图) 网络结构

Figure 3 (Color online) Network architecture. (a) Critic network; (b) actor network

其中, T ∈ R>0 为固定的时间区间. 考虑到 Hi(x,∇V ∗
i , u

∗
1, u

∗
2) = 0, 如下贝尔曼方程成立:

Qi(x(t), u
∗
1, u

∗
2) = Qi(x(t− T ), u∗

1, u
∗
2)−

∫ t

t−T

ri(x, u
∗
1, u

∗
2)dτ.

对于任意可行的有界控制策略 u1, u2, 定义

εBi = W ′
ci

(
vech[U(t− T )U(t− T )′]− vech[U(t)U(t)′]

)
−
∫ t

t−T

ri(x, u1, u2)dτ.

由定义 1 可知, 在可行的有界控制策略 u1, u2 下, 状态轨迹 x(t) 有界. 因此, 存在 ε̄Bi(u1, u2) ∈ R>0

使得 ∥εBi∥ 6 ε̄Bi(u1, u2). 其中 ε̄Bi 依赖于控制策略 u1, u2, 且当 u1 = u∗
1, u2 = u∗

2 时, ε̄Bi = 0.

基于前述 Q 函数, 式 (13) 和 (14) 所示的均衡策略变成

u∗
1 =a1R

−1
2 Q2

u2xx− a2R
−1
1 Q1

u1xx+ a3R
−1
1 Q1

u2xx, (16)

u∗
2 =− θ2u

∗
1 −R−1

2 Q2
u2xx, (17)

其中, a1 = θ1
(1−θ1θ2)

, a2 = 1
(1−θ1θ2)2

, a3 = θ2a2.

考虑到均衡策略是状态 x 的线性函数, 令 u∗
1 = W ′

a1x, u∗
2 = W ′

a2x. 根据式 (16) 和 (17), 可

得 Wa1 = a1Q2
xu2

R−1
2 − a2Q1

xu1
R−1

1 + a3Q1
xu2

R−1
1 , Wa2 = −θ2Wa1 −Q2

xu2
R−1

2 .

用如下执行网络估计参与者的控制策略:

ûi(x) = Ŵ ′
aix, (18)

其中, Ŵai ∈ Rn×pi 为估计的执行网络权重, x 视为执行网络的激活函数. 上述执行网络的结构如

图 3(b) 所示.

将估计的 Q 函数 (15) 和估计的控制策略 (18) 代入上述关于 Q 函数的贝尔曼方程中, 得到如下

执行网络估计误差:

eci = Q̂i(x(t), û1, û2)− Q̂i(x(t− T ), û1, û2) +

∫ t

t−T

ri(x, û1, û2)dτ.

将列向量 Ŵci 按照 vecs(·) 的逆运算进行矩阵化操作得到矩阵 ˆ̄Qi, Q̂i
(·) 表示

ˆ̄Qi 中相应的块矩阵. 将

执行网络的估计均衡策略与基于评价网络的估计均衡策略作差, 可得如下执行网络估计误差:

ea1 =Ŵ ′
a1x− a1R

−1
2 Q̂2

u2xx+ a2R
−1
1 Q̂1

u1xx− a3R
−1
1 Q̂1

u2xx,
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ea2 =Ŵ ′
a2x+ θ2Ŵ

′
a1x+R−1

2 Q̂2
u2xx.

定义如下二次形式的误差:

Kci =
1

2
∥eci∥2 , Kai =

1

2
∥eai∥2 . (19)

利用梯度下降法及链式法则设计评价网络和执行网络估计权重的更新率,以最小化估计误差 (19).

估计的评价网络权重的更新率为

˙̂
Wci = −αci

∂Kci

∂Ŵci

= −αci
σ

(1 + σ′σ)
2 e

′
ci, (20)

其中, αci ∈ R>0 为常数增益, 决定了 Ŵci 的收敛速率, σ = vech[U(t)U(t)′] − vech[U(t − T )U(t − T )′],

U = [x′, (û1)
′, (û2)

′]′, (1 + σ′σ)2 的引入是为了实现标准化 [31, 35] (其性质将在算法分析中用到).

同理, 估计的执行网络权重的更新率为

˙̂
Wai = −αai

∂Kai

∂Ŵai

= −αaixe
′
ai. (21)

将评价网络权重估计误差表示为 W̃ci = Wci − Ŵci, 则相应的误差动力学为

˙̃Wci = −αci
σσ′

(1 + σ′σ)2
W̃ci − αci

σ

(1 + σ′σ)2
εBi , (22)

此式将在 4.2 小节中用于分析评价网络权重估计值的收敛情况. 执行网络权重估计误差表示为 W̃ai =

Wai − Ŵai, 由式 (21) 和 Wai 的定义可知执行网络权重估计误差动力学分别为

˙̃Wa1 = −αa1xx
′W̃a1 − a1αa1xx

′Q̃2
xu2

R−1
2 + a2αa1xx

′Q̃1
xu1

R−1
1 − a3αa1xx

′Q̃1
xu2

R−1
1 , (23)

˙̃Wa2 = −αa2xx
′W̃a2 − θ2αa2xx

′W̃a1 − αa2xx
′Q̃2

xu2
R−1

2 , (24)

其中, Q̃i
(·) = Qi

(·) −
ˆ̄Qi
(·). 式 (23)和 (24)刻画了执行网络权重估计误差的演化,将在 4.2小节中用于分

析执行网络权重估计值的收敛情况. 注意, 初始的评价网络和执行网络权重向量可以随机选择.

注释2 本文基于传统 Q 学习算法 [22] 和前述依赖于系统模型的均衡策略 (13), (14), 设计了一种

新的 Q 学习算法. 其难点在于: (1) 如何通过采样的系统输入输出数据一定程度上揭示系统状态的演

化规律; (2) 如何在连续的状态和动作空间下不基于系统模型实现策略更新. 与传统 Q 学习算法 [22]

相同, 本文所提算法中 Q 值通过贝尔曼方程产生的残差更新, 即式 (20). 然而, 由于本文考虑连续的

状态和动作空间, 因此无法得到一个有限的 Q 表, 使得策略无法通过查找 Q 表更新. 可以观察到: 均

衡策略 (13), (14) 中依赖于模型信息的部分恰好可以用 Q 函数中的元素表示. 基于此, 本文设计了如

式 (21) 所示的策略更新方式, 该方法巧妙地避开了模型参数辨识环节.

4.2 算法分析

本小节将分析所提 Q 学习算法的收敛性. 通过观察可知, 本文给出的评价网络权重的估计误差

动力学 (22) 和文献 [35] 中的评价网络权重的估计误差动力学形式相同. 因此, 文献 [35] 中的引理 2

(Technical Lemma 2) 所讨论的评价网络权重估计误差的收敛情况同样适用于本文. 故有以下结论.

引理1 ([35]) 考虑评价网络误差动力学 (22). 令信号 σ 满足持续激励条件,即,存在常数 β1, β2 ∈
R>0,及时间区间 T ∈ R>0,使得对于所有时刻 t都有 β1I 6

∫ t

t−T
∆(τ)∆(τ)′dτ 6 β2I,其中 ∆ = σ

1+σ′σ ,

那么
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(1) 如果 εBi = 0, 则对于任意 t > t0 > 0, κi
1, κ

i
2 ∈ R>0, 式 ∥W̃ci(t)∥ 6 ∥W̃ci(t0)∥κi

1e
−κi

2(t−t0) 成立,

即: 式 (23) 所示的评价网络权重估计误差动力学具有指数稳定平衡点;

(2) 当 ∥εBi∥ 6 ε̄Bi , 且 ∥yi∥ 6 ȳi, 其中 yi = ∆′W̃ci 表示评价网络误差系统输出, 则 ∥W̃ci(t)∥ 指数
收敛到残差集 ∥W̃ci(t)∥ 6 Gi, 其中, Gi =

√
β2T
β1

[ȳi + δβ2αci(ε̄Bi + ȳi)], δ 为一个正常数.

基于上述引理, 接下来介绍本文的第 2 个主要结论:

定理2 考虑动态系统 (1)、评价网络 (15) 和执行网络 (18). 估计的评价网络和执行网络更新率

分别如式 (20) 和 (21) 所示. 定义 M1 = 1
(1−θ1θ2)

R−1
1 (θ2Q1

u2x − Q1
u1x), M2 = −R−1

2 Q2
u2x. 当选择合适

的执行网络学习率 αai 和系数矩阵 Qi 满足

αa2 >
2ε

2ε− θ2 − λ̄(R−1
2 )

, (25)

αa1 >
2ε+ αa2ε

2θ2

2ε− a1λ̄(R
−1
2 )− (a2 + a3)λ̄(R

−1
1 )

, (26)

λ(Q1) >
1

2
λ̄(Q1

xu1
Q1

u1x) +
1

2
λ̄(Q1

xu2
Q1

u2x) +
αa1(a2 + a3)ε

2
λ̄(R−1

1 )G2
1 − λ(M ′

1R1M1), (27)

λ(Q2) >
1

2
λ̄(Q2

xu1
Q2

u1x) +
1

2
λ̄(Q2

xu2
Q2

u2x) +
αa2ε

4
λ̄(R−1

2 )G2
2 +

αa1a1ε

2
λ̄(R−1

2 )G2
2 − λ(M ′

2R2M2), (28)

其中, ε > max{a1λ̄(R
−1
2 )+(a2+a3)λ̄(R

−1
1 )

2 ,
θ2+λ̄(R−1

2 )
2 }, 状态为 Ψ = [x′, W̃ ′

c1, W̃
′
c2, W̃

′
a1, W̃

′
a2]

′ 的闭环系统在

任意初始条件 Ψ(0) 下一致最终有界.

证明 考虑李雅普诺夫函数 V =
∑

i=1,2 [V
∗
i (x) +

1
2∥W̃ci∥2 + 1

2Tr(W̃
′
aiW̃ai)], 其时间导数的形式

为 V̇ =
∑

i=1,2{∇V ∗
i (x)

′(Ax+B1û1 +B2û2) + W̃ ′
ci

˙̃Wci +Tr(W̃ ′
ai

˙̃Wai)}, 其中 V ∗
i (x)沿着控制策略 ûi 下

的闭环轨迹求导. 将权重更新率式 (22)∼(24) 代入上式可得

V̇ =
∑
i=1,2

(Ti1 + Ti2 + Ti3) ,

其中,

Ti1 = ∇V ∗
i (x)

′(Ax+B1u
∗
1 +B2u

∗
2 −B1W̃

′
a1x−B2W̃

′
a2x),

Ti2 = −αciW̃
′
ci∆∆′W̃ci − αciW̃

′
ci

σ

(1 + σ′σ)2
εBi ,

T13 = Tr
[
αa1W̃

′
a1

(
−xx′W̃a1 − xx′a1Q̃2

xu2
R−1

2

)]
+Tr

[
αa1W̃

′
a1

(
xx′a2Q̃1

xu1
R−1

1 − xx′a3Q̃1
xu2

R−1
1

)]
,

T23 = Tr
[
W̃ ′

a2

(
−αa2xx

′W̃a2 − αa2θ2xx
′W̃a1

)]
− Tr

[
W̃ ′

a2

(
αa2xx

′Q2
xu2

R−1
2

)]
.

结合 HJB 方程 (10) 可得 Ti1 = −x′Qix − x′M ′
iRiMix − x′Qi

xui
W̃ ′

aix − x′Qi
xuj

W̃ ′
aix. 利用 Young

不等式可得 Ti1 满足

Ti1 6− (λ(Qi) + λ(M ′
iRiMi)) ∥x∥2 +

∑
j=1,2

1

2
λ̄(Qi

xuj
Qi

ujx) ∥x∥
2
+

1

2
∥W̃ ′

ajx∥2.

同理, 利用 Young 不等式可得 Ti2 满足:

Ti2 6 −αci

2
W̃ ′

ci∆∆′W̃ci +
αci

2
ε̄′Bi

1

(1 + σ′σ)2
ε̄Bi .
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考虑到矩阵的每个子矩阵的 2范数小于等于它所隶属矩阵的 2范数 [31],故有 ∥Q̃i
(·)∥ 6 ∥W̃ci∥. 利用迹

的性质, Young 不等式, 及引理 1 可得

T13

αa1
6
(
a1
2ε

λ̄(R−1
2 ) +

a2 + a3
2ε

λ̄(R−1
1 )− 1

)
∥W̃ ′

a1x∥2 +
(a2 + a3)ε

2
λ̄(R−1

1 )G2
1 ∥x∥

2
+

a1ε

2
λ̄(R−1

2 )G2
2 ∥x∥

2
,

T23

αa2
6
(
θ2
2ε

− 1 +
λ̄(R−1

2 )

2ε

)
∥W̃ ′

a2x∥2 +
εθ2
2

∥W̃ ′
a1x∥2 +

ε

2
λ̄(R−1

2 )G2
2 ∥x∥

2
,

其中, ε > 0. 根据上述分析, 故有

V̇ 6 −
∑
i=1,2

[
Zxi ∥x∥2 −

αci

2
ε̄′Bi

1

(1 + σ′σ)2
ε̄Bi

]
−

∑
i=1,2

[
Zai∥W̃ ′

aix∥2 +
αci

2
W̃ ′

ci∆∆′W̃ci

]
,

其中,

Zx1 =λ(Q1) + λ(M ′
1R1M1)−

1

2
λ̄(Q1

xu1
Q1

u1x)−
1

2
λ̄(Q1

xu2
Q1

u2x)− αa1
(a2 + a3)ε

2
λ̄(R−1

1 )G2
1,

Zx2 =λ(Q2) + λ(M ′
2R2M2)−

1

2
λ̄(Q2

xu1
Q2

u1x)−
1

2
λ̄(Q2

xu2
Q2

u2x)− αa2
ε

2
λ̄(R−1

2 )G2
2 − αa1

a1ε

2
λ̄(R−1

2 )G2
2,

Za1 =αa1

(
1− a1

2ε
λ̄(R−1

2 )− a2 + a3
2ε

λ̄(R−1
1 )

)
− αa2εθ2

2
− 1,

Za2 =αa2

(
1− θ2

2ε
− λ̄(R−1

2 )

2ε

)
− 1.

当选择合适的参数, 满足条件 (25)∼(28) 时, Z1 > 0, Z2 > 0, Z3 > 0, Z4 > 0 成立. 因此, 当 ∥x∥ >

maxi=1,2

√
αci

2Zxi

1
1+σ′σ ε̄Bi 时, V̇ < 0. 根据扩展的李雅普诺夫定理可知: 系统状态和估计权重误差一致

最终有界. 证明结束.

注释3 对于一个具体实例, 在给定问题设置后, 取定参数 ε 即可根据式 (25), (26) 选取合适的学

习速率 αai. 式 (27), (28) 给出了参数 Qi 理论上应满足的条件, 但由于不等号右侧的式子依赖于系统

模型参数, 且一定程度上会受 Qi 的影响, 故难以根据 (27), (28) 精确计算参数 Qi 的值. 尽管如此, 仿

真实验结果表明, 一般来说选择较大的参数 Qi 更容易保证算法收敛.

5 仿真实验

考虑具有两个输入的线性时不变系统 (1), 其中 A = [
1 −1

2 −1
], B1 = B2 = [

1

1
]. 根据条件 (25)∼(28),

注解 3, 及 θi 的定义, 成本函数中的参数选取为 Q1 = 15I2, Q2 = 10I2, R1 = R2 = 1, θ1 = 0.3,

θ2 = 0.2; 评价网络和执行网络的学习率分别为 αci = 9, αa1 = 1, αa2 = 3.5; T = 0.01 s; 假设系

统矩阵 A, B1, B2 完全未知; 初始的评价网络权重设置为 Wc1 = 15 × 110, Wc2 = 10 × 110; 初始的

执行网络权重设置为 Wa1 = 02, Wa2 = 02. 为满足持续激励条件, 前 250 s 时间区间内, 在系统上

施加如下指数衰减的探测噪声3): e(t) = e−0.01t
∑10

i=1 sin(w
f
i t) 其中, wf

i ∈ (−50, 50). 系统状态演化

如图 4 所示, 可以看出 250 s 之后系统实现渐近稳定. 评价和执行网络权重的收敛情况分别如图 5

和 6 所示. 算法收敛时, Ŵc1 = [14.896 15.004 0.177 − 0.084 14.951 6.494 6.287 7.3667 7.1367 0.061]′,

3) 本文所提出的 Q学习算法是一种 on-policy算法,其与大多数 on-policy算法相同,具有对探测噪声敏感的性质,
也就是说, 系统上施加的探测噪声会对系统的稳定性产生一定的影响 [32,33,35]. 尽管如此, 此类 on-policy 算法在控制
系统领域仍发挥着重要的作用. 选择合适的探测噪声即可避免系统发散等不期望的行为.
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图 4 (网络版彩图) 系统状态演化

Figure 4 (Color online) Evolution of the system state
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图 5 (网络版彩图) 评价网络权重收敛性

Figure 5 (Color online) Convergence of the critic network weight. (a) Leader; (b) follower
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图 6 (网络版彩图) 执行网络权重收敛性

Figure 6 (Color online) Convergence of the actor network weight. (a) Leader; (b) follower

Ŵc2 = [9.928 10.001 0.118 − 0.055 9.965 4.347 4.209 4.878 4.724 0.040]′, Ŵa1 = [−1.625 − 1.734]′,

Ŵa2 = [−1.173 − 1.252]′. 图中 Comp(i) 表示纵坐标所示向量的第 i 个分量.

定义

C1(x0) =
|J1(x0, û1, û2)− J1(x0, u

∗
1, u

∗
2)|

|J1(x0, u∗
1, u

∗
2)|

,
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图 7 (网络版彩图) 估计策略下的成本函数偏离最优值的程度

Figure 7 (Color online) Deviation of the cost function under the approximate strategies from the optimal value.

(a) Leader; (b) follower

C2(x0) =
|J2(x0, û1, û2)− J2(x0, u

∗
1, u

∗
2)|

|J2(x0, u∗
1, u

∗
2)|

,

表示在初始状态 x0 下, 采用估计的均衡策略 û1, û2 的成本函数偏离采用实际均衡策略 u∗
1, u

∗
2 的成本

函数的程度. 当 x0 = [0 0]′ 时, 规定 Ci(x0) = 0. 图 7(a) 和 (b) 展示了在不同初始条件下 C1, C2 的值.

大致看来, C1 6 0.04, C2 6 0.02, 这表明当状态 x 的每个分量均位于区间 [−5, 5] 内时, 估计控制策略

下的领导者成本函数偏离均衡策略下的领导者成本函数至多 4%, 估计控制策略下的跟随者成本函数

偏离均衡策略下的跟随者成本函数至多 2%.

6 总结

本文研究了系统模型未知情况下, 线性二次二人 Stackelberg博弈均衡点求解问题.按照从跟随者

到领导者的原则, 本文基于动态规划原理推导出最优控制策略, 并在定理 1 中证明所得最优控制策略

满足 Stackelberg 均衡的定义, 即所得最优控制策略恰好为 Stackelberg 均衡策略. 此外, 本文提出了一

种基于执行器 – 评价器结构的 Q 学习算法, 该算法可在系统模型信息完全未知的情况下估计前述均

衡策略. 文中定理 2 证明了所提算法能够保证系统状态及参数估计误差一致最终有界. 数值仿真结果

表明学习所得控制策略能够使系统状态稳定,且估计控制策略下的成本函数偏离均衡策略下的成本函

数的幅度较小.
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Abstract In recent years, Stackelberg game has contributed a lot to security control of cyber-physical systems

and to energy management in smart grids. The existing methods for seeking Stackelberg equilibrium rely heavily

upon complete information of the system dynamics; however, exact system dynamics is difficult to get in real

applications, which restricts the applications of the theoretical research results to some extent. In view of this,

this paper proposes to seek the equilibrium for Stackelberg game in a model-free way. Specifically, we investigate

the linear-quadratic two-player Stackelberg game, in which the game state is evolved along with a linear system

and the cost functions are quadratic. The two players in this game are called leader and follower, where the leader

makes its decision preferentially with consideration of the reaction functions of the follower, while the follower

reacts optimally to the leader’s strategy. Due to the consideration of linear state dynamics and quadratic cost

functions, as well as the fact that the leader takes actions prior to the follower, the decision-making problem for

the leader and the follower can be formulated as a two-level linear-quadratic optimal control problem. According

to the principle “from the follower to the leader”, this paper derives a pair of optimal control strategies through

dynamic programming. The resulting strategies are shown exactly to be the Stackelberg equilibria, but they

depend on the information of system dynamics. Then a new actor-critic based Q-learning algorithm, which could

approximate the resulting equilibrium strategies without any information of system dynamics, is proposed. It is

shown that under the proposed Q-learning algorithm, the system state as well as the approximation errors of the

parameters for actor and critic neural networks are uniformly ultimately bounded. The simulation results show

that the control strategies obtained from the proposed Q-learning algorithm could make the system state stable,

and the cost functions under the estimated control strategies have only a small deviation from the optimal ones.

Keywords linear-quadratic two-player Stackelberg game, optimal control, model-free, actor-critic structure,

Q-learning
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