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摘要 雷达频段的逐渐拓宽以及 5G 通信的广泛应用使得频谱资源越发拥挤, 宽带雷达在提高距离

分辨率的同时, 使得目标散射特征由原来的点特征向距离扩展特征转变. 本文立足于频谱拥挤环境下

的扩展目标探测波形设计问题, 以输出信干噪比 (signal to interference pulse noise ratio, SINR) 为准

则, 通过建立极小极大 (minimax) 优化模型, 研究在距离扩展目标冲击响应 (target impulse response,

TIR)非准确已知情况下,具有良好的频谱兼容与脉冲压缩性能的雷达波形设计问题,确保检测性能对

TIR 的偏差具有稳健性. 在波形优化过程中, 借鉴 Minorization Maximization (MM) 算法的思想, 构

造序列的子 minimax 问题对原波形设计问题进行逼近. 针对子 minimax 问题, 给出了基于拉格朗日

(Lagrange)对偶的求解算法,并对算法复杂度和收敛性进行了分析.仿真结果表明,依照所提算法设计

的波形能够满足频谱兼容性且具有较好的脉冲压缩性能, 是一种稳健的检测波形, 相比当前其他算法,

所提算法能够确保迭代的收敛性, 而且在 TIR 先验偏差较大时获得更高的 SINR.

关键词 扩展目标探测, 频谱兼容, 极小极大优化, Minorization Maximization 算法, 拉格朗日对偶

1 引言

近年来, 雷达频段的拓宽以及 5G 通信技术的广泛运用, 使得原本有限的频谱资源更加拥挤, 雷

达和通信的频谱兼容问题日益突出, 通过波形设计的方法, 在有限频谱资源的条件下完成目标探测与

识别任务需求显得十分迫切 [1∼7]. Aubry 等 [1, 8] 以最大化输出信干噪比 (signal to interference pulse

noise ratio, SINR) 为准则, 研究了频谱兼容与波形相似性约束下的波形设计问题, 并基于半正定规划
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松弛 (semi-definite programming relaxation, SDPR) 技术给出了波形优化方法. 然而, SDPR 技术计算

复杂度高, 且只能够优化波形的自相关矩阵, 需要通过秩 1 分解或者随机化的方法获得实际发射波形,

当约束超过 3 个时, 秩 1 分解算法无法使用 [9]. 正如文献 [10] 所指出的那样, 当引入波形相似性约

束时, 随机化方法也难以获得令人满意的波形. 鉴于以上原因, 一系列基于其他算法的波形优化方法

被相继提出, 诸如序列二次约束二次规划 (quadratically constrained quadratic programming, QCQP)

算法 [10], Minorization Maximization (MM) 算法 [11], 交替方向乘子法 (alternating direction method of

multipliers, ADMM) [12], 用于求解频谱兼容与波形相似约束下的波形优化问题.

然而, 以上方法均是以点目标模型为研究对象, 随着宽带雷达技术的发展 [13], 典型目标的散射特

征呈现出距离扩展特性. 与传统的点目标模型不同的是, 扩展目标的雷达回波不再是发射波形的尺度

变换, 而是目标冲击响应 (target impulse response, TIR) 与发射波形的卷积形式 [14], 同时 TIR 受到雷

达频段、视角和目标姿态等多方面影响, 探测前无法确切已知 [15, 16]. 鉴于此, 当感兴趣目标是扩展目

标时, 需要考虑目标 TIR 不确定性所带来的影响, 而引申出极小极大 (minimax) 波形设计方法用于提

升目标探测性能的稳健性 [17∼22]. Chen 等 [17] 研究了 TIR 不确定集为球状集合且发射波形受到能量

约束情况下的扩展目标探测波形设计问题, 并且采用交替迭代的方法对发射波形进行优化, 该条件下

波形设计所对应的 minimax 问题存在鞍点, 收敛性能够保证. 针对更加复杂的 TIR 不确定集合, Jiu

等 [18] 提出使用一系列的球状凸集覆盖 TIR 不确定集合, 并通过求解球状凸集内的 minimax 问题构

造最优波形. 遗憾的是, 仅考虑发射波形能量约束所设计的波形会具有较大的峰均比 (peak-to-average

power ratio, PAR), 无法满足雷达发射机的要求. Karbasi 等 [19] 引入 PAR 约束到扩展目标探测波形

设计中, 提出利用随机采样的方法对球状不确定 TIR 集合进行近似, 将 minimax 双重优化问题转换

为最大化问题并利用 SDPR 方法进行求解, 但是当 TIR 不确定性较大时, 需要大量的随机采样, 否则

容易造成信噪比损失. 文献 [20] 提出使用交替优化的方法求解 PAR 约束下的扩展目标探测波形设计

问题, 但是此时 minimax 问题的鞍点不一定存在, 收敛性无法保证. 尽管学者们在扩展目标探测波形

设计方面的研究取得了不错进展,但是频谱兼容与波形相似性约束条件下的扩展目标探测波形设计技

术鲜有报道. 该条件下, 当前广泛采用的 SDPR 技术无法直接用于该条件下的波形设计问题, 其原因

在于从信号自相关矩阵中合成同时满足频谱兼容与相似性约束的波形存在困难.

综合以上分析, 本文研究雷达扩展目标探测的 minimax 波形设计问题, 以提升扩展目标探测性能

的稳健性. 通过限制指定频段上信号的发射能量,并在 2范数度量下约束发射信号与参考信号的距离,

确保发射波形同时具有频谱兼容性与良好的脉冲压缩性能. 首先, 以输出端 SINR 为目标函数, 将稳

健波形设计问题建模为一个 minimax 优化问题, 然后对波形的频谱兼容与相似性约束进行了分析, 给

出了约束参数的设置方法. 在波形优化方面, 借鉴 MM 算法的思想, 构造序列的子 minimax 问题对原

minimax 波形设计问题进行逼近. 针对子 minimax 问题, 提出了基于拉格朗日对偶的求解方法, 利用

对偶原理 [23], 将 minimax 双重优化问题转化为凸优化问题进行求解. 在此基础上进一步对所提算法

的收敛性及复杂度进行了分析. 数值实验结果证明了本文所提算法的有效性.

2 问题描述与建模

2.1 符号定义与说明

在本文中, 标量变量用斜体字母表示 (如 a, A); 矢量变量用粗斜体小写字母表示 (如 a), a(i) 表

示向量 a的第 i个元素;矩阵变量用粗斜体大写字母表示 (如 A), A(p, q)表示矩阵 A 中位于第 p 行,
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图 1 (网络版彩图) 探测场景示意图

Figure 1 (Color online) Radar detection scenario

第 q 列的元素; A ≽ 0 表示 A 是半正定矩阵, λmax(A) 表示矩阵 A 的最大特征值. R 和 C 分别表示
实数域和复数域, ∗ 表示卷积运算, 上标 H 表示共轭转置. ∥·∥2 为欧几里得空间内的 2 范数.

2.2 信号模型

如图 1所示,场景中雷达对感兴趣目标 T进行探测,目标的尺寸显著大于雷达距离分辨单元 ∆R,

电磁散射特性由 TIR进行描述. 除感兴趣目标外,雷达不远处存在某个无线电使用设备 U,要求雷达发

射信号频段不能与 U使用频段重合.假定雷达发射信号的离散采样为 s = [s(1), s(2), . . . , s(N)]T ∈ CN ,

那么雷达接收的回波可以表示为 [18, 19]

r = t ∗ s+ n, (1)

其中, t = [t(1), t(2), . . . , t(L)]T ∈ CL 为 TIR, n 为不依赖于发射信号的干扰和噪声. 进一步表示成矩

阵形式 [18, 19]

r = Ts+ n = St+ n, (2)

其中 T =
∑L

i=1 t(i)Ji−1, S = [J0s, . . . ,JL−1s], Ji ∈ R(N+L−1)×N 为移位矩阵:

Ji(p, q) =

 1, p− q = i,

0, p− q ̸= i.

2.3 极小极大波形设计

在雷达接收端, 使用滤波器 w 对接收信号进行滤波, 则输出信干噪比 SINR 可以表示为关于三元

组 (t,w, s) 的函数:

SINR(t,w, s) =
wHTssHTHw

wHRnw
=

wHSttHSHw

wHRnw
, (3)

其中 Rn 为干扰和噪声协方差矩阵.

假定雷达通过认知的方法 [16] 获得了 TIR的先验知识 t0,但是受到目标姿态、环境变化等因素的

影响, 在实际探测过程中真实 TIR 与先验 t0 存在一定的偏差. 雷达希望通过调整滤波器与发射波形,
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使得在 TIR偏差的情况下仍能对目标实现稳健探测. 那么,该情况下的波形设计问题可以建模为以下

minimax 优化问题 [19]: max
s,w

min
t

SINR(t,w, s),

s.t. ∥t− t0∥2 6 r, s ∈ Ω,
(4)

其中, r 为 TIR不确定集合的半径,用于描述先验 t0 与真实值的偏差, r 越大表示 TIR不确定性越大,

先验知识越不准确. Ω 为波形约束集合, 具体包含能量约束、频谱兼容约束以及相似性约束 [4, 11].

2.4 波形约束集合

雷达发射信号能量受到实际系统的限制, 因此需要对发射信号的总能量加以约束. 不失一般性,

将发射能量进行归一化表示, 那么发射信号的能量约束可以写为

∥s∥22 6 1. (5)

另外, 设备 U 要求雷达在指定频段上对发射能量进行限制. 不妨设 [fm
1 , fm

2 ] 为第 m 个受到能量

限制的频带, 则发射信号在该频带的辐射能量可以表示为 sHRm
I s, 其中 [4]

Rm
I (p, q) =

 fm
2 − fm

1 , p = q,

ej2πfm
2 (p−q)−ej2πfm

1 (p−q)

j2π(p−q) , p ̸= q.

假设存在 M 个限制频带, 则频谱兼容约束由下式给出 [1, 4, 8]:

sHRIs 6 eI , (6)

其中, eI 为所有限制频带所允许的最大能量, RI =
∑M

m=1 αmRm
I , αm > 0 为各频带的权系数.

为使得所设计波形具有良好的脉冲压缩性能与多普勒 (Doppler) 兼容性, 需要引入波形相似性约

束 [11], 其表达式为

∥s− s0∥2 6 δ. (7)

其中, s0 为具有良好脉冲压缩性能与多普勒兼容性的参考波形, δ 用于约束所设计波形与参考波形的

相似程度.

从几何的角度对波形约束集合 Ω 进行分析可以发现, 能量约束集合为 N 维空间内以原点为球心

的单位球,将满足能量约束的波形约束在球内;频谱兼容约束将满足频谱兼容性的波形约束在 N 维空

间内以原点为球心的椭球内; s0 为单位球上的一个点, 相似性约束集合为 N 维空间内以该点为球心,

δ 为半径的球体,将满足相似性约束的波形约束在球内.图 2以 2维空间为例,给出了约束集合的包含

关系. 图 2(a) 中, 3 个约束集合存在部分交集, 意味着 Ω 非空, 即存在同时满足以上 3 个约束的波形,

相反, 图 2(b) 给出了另外一种情况, 3 个约束集合不存在交集, 不存在同时满足以上 3 个约束的波形.

需要指出的是,当 δ > 2时, 相似性约束集合可以完全覆盖能量约束集合,此时任何满足能量约束的波

形均满足相似性约束, 即相似性约束不起到实质作用; 当 eI > λmax(RI)时, 频谱兼容约束集合可以完

全覆盖能量约束集合, 此时任何满足能量约束的波形均满足频谱兼容约束, 即频谱兼容约束不起到实

质作用. 除此之外, 从图中还可以观察到, 无论何种情况, 能量约束与频谱兼容约束均存在交集, 而频

谱兼容约束与信号相似性约束可能不存在交集. 鉴于此, 可通过以下方法设计约束参数, 以确保最优

波形的存在性.
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1

Similarity constraint

Spectral compatibility constraint

s
0

s
0

1 Energy constraint

δ δ

(a) (b)

图 2 (网络版彩图) 约束的几何关系

Figure 2 (Color online) Geometric relations of constraints. (a) A feasible case; (b) an infeasible case

给定 s0 与 eI , 求解以下优化问题 Pδ:

Pδ

min
s

∥s− s0∥2

s.t. ∥s∥22 6 1, sHRIs 6 eI .
(8)

令 v(Pδ) 为 Pδ 的最优值, 那么, 取 δ > v(Pδ) 可确保波形约束集合 Ω 非空.

综上, 频谱兼容条件下的扩展目标 minimax 波形设计模型可以表示为以下带约束的 minimax

问题:

P


max
s,w

min
t

wHSttHSHw

wHRnw

s.t. ∥t− t0∥2 6 r, ∥s∥22 6 1,

sHRIs 6 eI , ∥s− s0∥2 6 δ.

(9)

注意到式 (9) 中, 模型对于 w 是无约束的且 ∥t− t0∥2 6 r 为凸集, 根据文献 [24] 中定理, 关于 w 的

最大化问题可以先进行求解, 其最优解表达式为 w∗ = R−1
n St. 将 w∗ 代入式 (9) 中, 得到简化后的

minimax 波形设计问题:

P


max

s
min
t

sHTHR−1
n Ts

s.t. ∥t− t0∥2 6 r, ∥s∥22 6 1,

sHRIs 6 eI , ∥s− s0∥2 6 δ.

(10)

3 极小极大波形优化算法

本节介绍用于求解问题 P 的优化算法. 首先, 简要给出 MM算法的主要思想,并以此为基础提供

P 中目标函数的一个 minorizer, 利用该 minorizer 构造一系列的子 minimax 问题对 P 进行逼近. 然

后, 基于拉格朗日对偶 [23] 求解子 minimax 问题. 最后对算法的收敛性和运算复杂度进行分析.

3.1 MM 算法

MM 算法主要用于解决下列优化问题 [25]:

max
x∈X

g(x),
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与直接优化 g(x)不同的是, MM算法通过顺序地优化一系列代理函数 ḡ(x,x(l))去寻找原问题的最优

解 x∗. 第 l 次迭代求解的优化问题为

x(l+1) ∈ argmax
x∈X

ḡ(x,x(l)).

在所有的代理函数中, 满足

ḡ(x,x(l)) 6 g(x), ∀x ∈ X , ḡ(x(l),x(l)) = g(x(l)) (11)

两条性质的 ḡ(x,x(l))称为 g(x)在 x(l) 点的一个 minorizer. minorizer的性质确保了 MM算法在迭代

过程中目标函数的递增性, 即

ḡ(x(l),x(l)) = g(x(l)) 6 ḡ(x(l+1),x(l)) 6 g(x(l+1)).

针对式 (10) 中的问题 P, 以下定理提供了目标函数在 s(l) 处的一个 minorizer.

定理1 令 g(s) = min∥t−t0∥26rs
HTHR−1

n Ts, 那么

ḡ(s, s(l)) = min
∥t−t0∥26r

2Re

{(
s(l)

)H

THR−1
n Ts

}
−
(
s(l)

)H

THR−1
n Ts(l)

是 g(s) 在 s(l) 点的一个 minorizer.

证明 对任给的 t, 可以得到

sHTHR−1
n Ts =

(
s− s(l)

)H

THR−1
n T

(
s− s(l)

)
+ 2Re

{(
s(l)

)H

THR−1
n Ts

}
−
(
s(l)

)H

THR−1
n Ts(l).

显然, THR−1
n T 是半正定矩阵, 我们进一步得到

sHTHR−1
n Ts > 2Re

{(
s(l)

)H

THR−1
n Ts

}
−
(
s(l)

)H

THR−1
n Ts(l), ∀s,

以及

sHTHR−1
n Ts = 2Re

{(
s(l)

)H

THR−1
n Ts

}
−

(
s(l)

)H

THR−1
n Ts(l), s = s(l).

以上两个式子对任给的 t 恒成立, 因此在等式或不等式的两边同时对 t 取最小化仍然成立, 即

ḡ(s, s(l)) 满足式 (11) 中的性质, 是 g(s) 在 s(l) 点的一个 minorizer. 定理得证.

结合 MM 算法与定理 1, P 的解可通过序列化地求解以下问题得到:

P(l)


s(l+1) = argmax

s
ḡ(s, s(l))

s.t. ∥s∥22 6 1, sHRIs 6 eI ,

∥s− s0∥2 6 δ.

(12)

将优化问题 P(l) 与 P 进行对比, 不难发现, 一方面, P(l) 与 P 均是关于 t 和 s 的 minimax 优化问题,

另一方面, P 中目标函数是关于 s 的二次函数, 而 P(l) 中目标函数是关于 s 的线性函数, 因此更容易

求解. 接下来给出 P(l) 的优化算法.
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3.2 基于拉格朗日对偶的波形优化算法

考虑第 l 次迭代问题 P(l) 的内部最小化问题:

min
∥t−t0∥26r

2Re

{(
s(l)

)H

THR−1
n Ts

}
−
(
s(l)

)H

THR−1
n Ts(l), (13)

令 S(l) =
[
J0s

(l), . . . ,JL−1s
(l)
]
, 根据式 (2), 可将式 (13) 重新表述为

min
∥t−t0∥26r

tHG(S,S(l))t, (14)

其中 G(S,S(l)) = (S(l))HR−1
n S + SHR−1

n S(l) − (S(l))HR−1
n S(l). 进一步将式 (14) 表示成如下的拉格

朗日对偶形式 [23], 得到

max
µ,γ

γ

s.t.

G(S,S(l)) + µI µt0

µtH0 µtH0 t0 − µr2 − γ

 ≽ 0,

µ > 0,

(15)

其中, µ 为约束 ∥t− t0∥2 6 r 的对偶变量, γ 为引入的辅助变量. 注意到式 (14) 是关于 t 的单二次约

束二次规划问题, 即使矩阵 G(S,S(l)) 的半正定性质不满足, 强对偶性质仍然成立 [23].

将 P(l) 的内部最小化问题表示成对偶形式, 可以得到 P(l) 的等价优化问题如下:

P̃(l)



(s(l+1), γ∗, µ∗) = argmax
s,µ,γ

γ,

s.t.

G(S,S(l)) + µI µt0

µtH0 µtH0 t0 − µr2 − γ

 ≽ 0,

µ > 0, ∥s∥2 6 1, sHRIs 6 eI , ∥s− s0∥2 6 δ.

(16)

显然, G(S,S(l)) 是 s 的线性函数, 且波形约束集合 Ω 是凸集. 因此, P̃(l) 是一个凸优化问题, 可以利

用 CVX 在多项式时间内求解 [26]. 迭代求解优化问题 P̃(l) 直至收敛, 获得优化的发射波形 s∗.

在得到 s∗ 的基础上, 可通过下式计算最优滤波器 w∗:

t∗ = arg min
∥t−t0∥26r

tH(S∗)
H
R−1

n S∗t, w∗ = R−1
n S∗t∗, (17)

其中 S∗ = [J0s
∗, . . . ,JL−1s

∗]. 算法 1 总结了极小极大波形设计算法.

算法 1 Optimization algorithm for solving P
Input: Rn, RI , t0, s0, eI , δ, ϵ;

Initialization: Set l = 0, then initialize s(0) with the optimal solution of Pδ and record g(s(0));

Iteration:

Step 1: Solve P(l), and record g(s(l+1));

Step 2: Check the condition (g(s(l+1))− g(s(l)))/g(s(l)) 6 ϵ; if it is true, go to Step 3, otherwise, set l = l+ 1 and go to

step 1;

Step 3: Set s∗ = s(l), then calculate the optimal filter with (17);

Output: s∗, w∗.
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3.3 收敛性和运算复杂度

P̃(l) 的凸性以及 MM算法的性质确保了输出目标函数在迭代过程中的递增性. 不妨设 v(P)为问

题 P 的最优值, 那么以下不等式成立:

v(P) 6 max
s∈Ω

sHTH
0 R−1

n T0s 6 max
∥s∥2

261
sHTH

0 R−1
n T0s = λmax

(
TH
0 R−1

n T0

)
, (18)

其中 T0 =
∑L

i=1 t0(i)Ji−1. 第 1 个不等号成立, 因为将最小化运算变为取特定的 t0; 第 2 个不等号成

立, 因为松弛了波形的部分约束. 以上分析表明算法 1 在迭代过程中所产生的迭代值构成了一个单调

增且有上界的序列, 显然算法 1 是收敛的.

算法 1 的总运算复杂度由初始化、迭代优化和生成滤波器 3 部分构成. 算法初始化需要求解二

阶锥规划问题 Pδ, 使用内点法最多需要 O(N3.5) 阶数的浮点数运算 [27], 其中, 1 次浮点数运算表示 2

个浮点数进行一次加法或者乘法运算所需计算量; 迭代优化部分运算量与迭代次数成正比, 每次迭代

中, 求解 P(l) 最多需要 O((L+N)
0.5

((N)
4
+ (LN)

2
+ L3N)) 阶数的浮点数运算 [27], 不妨设总迭代次

数为 M1, 那么迭代的总运算量为

O
(
M1(L+N)

0.5
(
(N)

4
+ (LN)

2
+ L3N

))
浮点数运算. 另一方面, 生成滤波器需要 O(L3 + (N + L)

2
) [28] 浮点数运算. 因此, 算法 1 的运算复杂

度不超过

O
(
M1(L+N)

0.5
(
(N)

4
+ (LN)

2
+ L3N

))
阶数的浮点数运算.

4 实验分析

本节通过数值实验对所提算法以及优化的波形性能进行验证. 在接下来的实验中, 波形编码

长度取 N = 64; 频谱兼容约束包含 3 个受到限制的归一化频带, 分别为 [0.3, 0.35], [0.5, 0.55] 和

[0.65, 0.75], 对应的加权值为 0.3, 0.4, 0.3; 参考波形 s0 选取线性调频信号, 其离散采样形式为 s0(i) =
1√
N
exp

jπ(i−1)2

N ; 干扰与噪声协方差矩阵 Rn(p, q) = σ20.8|p−q|, 其中 σ2 由输入 SNR = 10log10
1
σ2 定义;

TIR 长度 L = 10, 归一化的先验 t0 由表 1 给出. 迭代终止参数取 ϵ = 10−4.

4.1 算法收敛性实验

图 3 绘制了输入 SNR = 20 dB, r = 0.5 条件下, g(s(l)) 关于不同 δ 和 eI 的迭代曲线. 从图中不

难看出, g(s(l)) 随迭代次数单调递增, 并且在若干次迭代后收敛, 足以验证算法的有效性. 具体而言,

图 3(a) 针对不同的 δ 进行了分析, 其中 eI = 10−5, 图中显示, 最终输出的 SINR 随着 δ 的增加而提

高, 其原因在于 δ 的增大意味着波形相似性约束减弱, 波形可以利用更多的自由度提升 SINR. 除此之

外,可以看出当 δ 从 0.5提升到 1.0时, SINR会有大约 3 dB的提升;而当 δ 继续提高到 1.5, 2.0 (无信

号相似性约束) 时, SINR 提升不明显. 图 3(b) 给出了 δ = 1 时, 不同 eI 对 SINR 迭代曲线的影响. 与

图 3(a) 具有相同的趋势, 最终输出的 SINR 同样随着 eI 的增加而提高, 当 eI = λmax(RI) 时, 取得最

高 SINR为 22.3 dB,此约束意味着任意波形均可满足给定的频谱兼容约束,即频谱兼容约束不对发射

波形具有约束力.
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表 1 先验 t0

Table 1 Prior knowledge of t0

t(1) t(2) t(3) t(4) t(5)

0.14ejπ/4 0.35ej2π/3 0.55 0.21e−jπ/6 0.14e−jπ/3

t(6) t(7) t(8) t(9) t(10)

0.28e−jπ/3 0.21e−jπ/5 0.28ejπ/2 0.48ej3π/8 0.21e−jπ/6
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图 3 (网络版彩图) 极小信干噪比 g(s(l)) 迭代曲线

Figure 3 (Color online) Iteration curve of minimal SINR g(s(l)). (a) SINR for different δ; (b) SINR for different eI

4.2 波形性能实验

本小节对算法 1所优化波形的频谱兼容性和脉冲压缩性能展开分析.图 4和 5分别给出了 4.1小

节仿真参数所优化的波形功率谱和脉冲压缩性能, 其中褐色曲线为参考信号 s0 所对应的功率谱和脉

冲压缩结果.

图 4 中, 限制频段以灰色矩形框标识. 仔细观察图 4(a), 我们发现在给定 eI = 10−5 的情况下, 不

同 δ 所优化的波形均在限制频段内形成约 −20 dB的凹口,且凹口深度几乎一致, δ 参数主要影响非限

制频段区的功率谱形状, 小的 δ 使得其对应的波形功率谱在非限制频段更加接近参考信号功率谱. 另

一方面, 从图 4(b) 中, 我们发现在给定 δ = 1 的情况下, 参数 eI 主要对优化波形在限制频段内的功率

谱产生影响, 就 eI = 10−5 以及 eI = 10−4 而言, 所设计波形的功率谱在 3 个限制频段内均形成凹口,

具有较好的频谱兼容性. 当 eI 增大到 10−2 时, 限制频段 [0.3, 0.35] 内的功率谱凹口显著减小且频段

[0.65, 0.75] 内的凹口消失; 更进一步, 当取消频谱兼容约束后 (eI = λmax(RI)), 限制频段 [0.5, 0.55] 内

的凹口也同步消失. 凹口消失的原因可以解释为: 频谱兼容约束实质上是对所有限制频段上的总能量

进行约束, 当频谱兼容约束放松时 (eI 增加), 所设计波形仅需要满足所有限制频段内的总能量不超过

eI 即可, 在此条件下, 可能会出现部分频段内凹口消失的现象. 也正是因为如此, 波形能够利用更多的

自由度用于提升信干噪比. 鉴于以上分析, 探测波形在限制频段内的功率谱分布主要由参数 eI 控制,

而限制频段外的功率谱分布主要受到参数 δ 影响.

图 5(a)显示了不同 δ 所对应优化波形的脉冲压缩性能,从图中不难看出,参数 δ 对脉冲压缩的旁

瓣有较大影响. 当 δ = 0.5 时, 脉冲压缩旁瓣在 −10 dB 以下, 其脉冲压缩结果也与参考信号较为相似,

而当 δ 增加到 1.0 以上时, 脉冲压缩性能有较大的下降, 旁瓣迅速抬升. 在不考虑波形相似性约束的
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图 4 (网络版彩图) 极小极大波形功率谱

Figure 4 (Color online) Spectrum power of minimax waveform. (a) Spectrum power for different δ; (b) spectrum power

for different eI
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图 5 (网络版彩图) 极小极大波形脉冲压缩性能

Figure 5 (Color online) Compression properties of minimax waveform. (a) Compression properties for different δ;
(b) compression properties for different eI

情况下 (δ = 2.0), 最高旁瓣已经抬升到约 −3 dB. 图 5(b) 给出了 δ = 1.0 条件下, 不同 eI 对所优化波

形脉冲压缩性能的影响. 对比图 5(a) 中的脉冲压缩曲线得到, 虽然不同的 eI 会造成脉冲压缩结果的

起伏变化, 但是其影响程度远小于参数 δ.

结合以上分析与 4.1 小节中的相关结果, 不难发现, 输出 SINR、频谱兼容和脉冲压缩性能三者之

间存在相互制约的关系, 实际运用的雷达波形应该是结合实际情况对以上性能的折中.

4.3 波形探测性能实验

本小节对算法 1 所优化波形的探测性能展开研究, 首先验证算法 1 所设计的极小极大波形是稳

健波形, 进一步证明所提算法的有效性. 然后, 在给定虚警概率 Pfa 的条件下, 研究不确定参数 r 对检

测性能的影响.

4.1 和 4.2 小节的研究表明了输出 SINR、频谱兼容和脉冲压缩性能的制约关系, 为兼顾频谱兼容
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图 6 (网络版彩图) 随机采样输出 SINR

Figure 6 (Color online) Actually achieved SINR with re-
spect to samples

图 7 (网络版彩图) 不同 r 值对应的检测概率曲线

Figure 7 (Color online) Detection probability curve for
different r

和脉冲压缩性能, 选取 δ = 0.5, eI = 10−5.

接下来的实验用于验证算法 1所设计波形的极小极大性质. 设算法 1输出 SINR为 S̃INR(s∗, t∗),

对任给的 t ̸= t∗, 以 s∗ 为发射波形, 实际获得的输出 SINR 为 S̃INR(s∗, t). 若 s∗ 为极小极大波形, 必

然有 S̃INR(s∗, t∗) 6 S̃INR(s∗, t). 在输入 SNR = 20 dB 与 r = 0.5 的情况下, 以算法 1 所设计的波形

为发射波形, 从 TIR 不确定集合的表面随机选取 100 个采样点作为 TIR 的真实值, 图 6 绘制了极小

SINR 与实际输出 SINR 的对比曲线. 图中曲线表明, 算法 1 所设计的波形为极小极大波形, 且具有稳

健性,即当 TIR在约束集合内变化时,实际获得 SINR均高于算法 1得到的极小 SINR,以上结果进一

步证明了所提算法的有效性.

高斯 (Gauss) 噪声条件下, 给定虚警概率 Pfa, 目标检测概率 Pd 是 SINR 的单调增函数 [29], 由下

式给出:

Pd = MarcQ
(√

2SINR,
√
−2 log(Pfa)

)
, (19)

其中 MarcQ(·, ·) 为 Marcum-Q 函数 [30]. 给定 Pfa = 10−6, 选取 δ = 0.5, eI = 10−5, 通过算法 1 计算

在不同参数 r 和输入 SNR 条件下的输出 SINR, 根据 Marcum-Q 函数计算检测概率 Pd 并绘制于图 7

中. 正如期望的那样, 检测概率随着输入 SNR 增加而提升. 与此同时, 在给定输入 SNR 的情况下, 检

测概率随着 r 的增大而降低, 这个现象可以给予如下解释, 参数 r 用于衡量先验 t0 与实际 TIR 之间

的偏差, 较大的 r 值意味着 t0 偏离真实 TIR 较大, 先验信息准确度低, 由此导致输出 SINR 的损失.

4.4 算法对比

本小节将所提波形设计算法与文献 [19, 20] 中的现有算法进行对比. 文献 [19] 使用随机采样的方

法对球状 TIR 不确定集合进行近似, 将双重优化的 minimax 问题转化为单重优化问题. 借鉴该思想,

在 TIR 不确定集表面随机抽取 50 个样本对不确定集进行近似, 在此基础上对波形进行优化. 图 8 以

输出 SINR 为对比指标, 将本文算法与文献 [19] 中算法进行对比, 实验参数设置 eI = 10−5, δ = 0.5 以

及输入 SNR = 20 dB. 从图中看出, 输出 SINR 随着 r 的增大而降低, 这与 4.3 小节结果一致. 当 r 较

小时, 本文算法与文献 [19] 算法所得 SINR 几乎一致, 而当 r 扩大时, 文献 [19] 算法所得 SINR 下降

更加剧烈, 其本质原因在于, 文献 [19] 所提算法使用随机采样对球状不确定集合进行近似, 半径 r 的
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图 8 (网络版彩图) 输出 SINR 随 r 的变化

Figure 8 (Color online) Output SINR with respect to r

图 9 (网络版彩图) 文献 [20] 算法迭代曲线

Figure 9 (Color online) Iteration curve with method
in [20]

扩大意味着不确定集合体积的膨胀,在采样数目不变的情况下近似精度下降,产生 SINR损失.相比之

下, 本文算法基于对偶理论, 并且强对偶性成立, 因而不存在近似过程导致的 SINR 损失.

文献 [20] 提出使用交替优化的方法生成发射波形的自相关矩阵 Rs = ssH, 即在第 l 次迭代中给

定 TIR 迭代值 t(l), 最大化以 Rs 为优化变量的 SINR, 得到 R
(l)
s ; 然后再给定 R

(l)
s , 最小化以 t 为优

化变量的 SINR, 得到 t(l+1); 如此反复进行. 图 9 展示了文献 [20] 中算法的迭代曲线, 其中 r = 0.5,

eI = 10−5, δ = 0.5 以及输入 SNR = 20 dB. 结果显示, 关于 Rs 的最大化 SINR 曲线 (图中红色曲线)

与关于 t(l) 的最小化 SINR曲线 (图中蓝色曲线)在迭代过程中出现震荡,无法收敛. 其根本原因在于,

文献 [20]所提算法需要确保目标函数相对于极大化变量 Rs 和极小化变量 t分别是强凹和强凸, 且两

个变量之间是弱耦合的 [31]. 然而, P 中的目标函数相对于 Rs 是线性的, 并不满足强凹性质, 文献 [20]

所提算法无法从理论上保证迭代的收敛性, 算法失效. 相比之下, 本文所提算法能够保证迭代过程收

敛 (参照图 3).

5 结束语

本文研究了频谱拥挤环境下的扩展目标探测雷达波形设计问题.在确保雷达波形具有较好频谱兼

容和脉冲压缩性能的情况下, 以输出 SINR 为准则, 将波形设计问题建模为 miniamx 优化问题, 以应

对扩展目标的 TIR 不能准确已知带来的不利影响. 在波形优化方面, 借鉴 MM 算法思想, 使用一系列

的子 minimax 优化问题对波形进行迭代优化, 针对子 minimax 问题, 给出了基于拉格朗日对偶的优

化算法. 实验结果展现了算法的收敛性以及所设计波形具有的良好频谱兼容和脉冲压缩性质. 在描述

TIR不确定性方面, 本文采取的是球状不确定集合,后续工作将开展非球状 TIR不确定集合情况下的

波形设计问题研究, 并致力于扩展到多输入多输出情况.
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Radar minimax waveform design for extended target detection
in the presence of spectrally crowded environment
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Abstract The extension of radar frequency bands, as well as widespread applications of 5G communications,

makes spectrum resources more congested. On the other hand, targets will exhibit extended scattering charac-

teristics instead of point-like scattering characteristics, since high range resolution is achieved for the wideband

radar. This paper focuses on the waveform design problem for extended target detection in the presence of spec-

trally crowded environment, where a minimax optimization model is built up based on the signal to interference

pulse noise ratio (SINR) criterion. Our goal is to design the waveform with good spectral compatibility and

pulse compression properties, which guarantees the robust detection performance against uncertainties of the

prior known target impulse response (TIR). At the stage of waveform optimization, the idea of the Minorization

Maximization (MM) algorithm is introduced by constructing a sequence of sub-minimax problems to approximate

the original minimax problem. These sub-minimax problems are easier to be solved, and we devise an algorithm

converting the double-level minimax optimization to a maximization problem based on Lagrange duality theory.

Moreover, the convergence and computational complexities of the proposed algorithm are analyzed theoretically.

Experimental results demonstrate that the waveform designed by the proposed algorithm is the robust detection

waveform with satisfactory spectral compatibility and pulse compression properties. Compared with other algo-

rithms, the proposed algorithm will converge within several iterations and achieve a relatively higher minimal

SINR when the error of prior TIR is large.

Keywords extended target detection, spectral compatibility, minimax optimization, Minorization Maximization

algorithm, Lagrange duality
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