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摘要 多层网络的结构和动力学是目前网络科学研究中的前沿方向. 在多层网络中单层之间的连接

方式直接影响整个多层网络的动力学、传播、扩散和同步.对于多层网络的一般结构,目前还没有系统

的理论和方法, 人们只能从简单的多层网络结构入手, 来探索层间连接如何影响多层整体动力学行为.

本文的工作针对单层是链状结构的双层网络, 通过图论理论和数值计算探讨这一问题, 寻找层间连接

的优化方式. 首先, 根据主稳定函数方法, 在同步域无界的条件下证明了各层结构相同的多层网络在

任意层间部分连边方式下, 均存在层间耦合强度阈值, 使得整个网络同步能力达到最大, 且最大同步

能力就是其单层网络的同步能力. 其次, 仿真得到双层链状网络在层间两条连边下的最优连边位置分

别为各条链的 1/4 和 3/4 处; 最差连边位置分别为其端点及相邻次端点处. 本文还分别利用主稳定函

数方法以及 “网络最短距离” 结构指标, 细致地讨论了单层节点数分别为 4N , 4N + 1, 4N + 2, 4N + 3

情况下的层间最优连边方式. 结果表明: 单层节点数 4N 对应有 4 种层间最优连边方式, 其他 3 种情

况下层间最优连边方式均唯一. 最后, 本文提出了最优层间耦合强度的表达式, 并通过计算不同节点

数情况下网络的最优层间耦合强度, 验证了该表达式的正确性.
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1 引言

我们的日常生活中随处可见复杂网络, 如神经网络、电力网络、基因网络、交通网络、人际关系

网、疾病/意见扩散网络等, 相关研究在疾病/舆论控制 [1]、智能电网 [2∼4]、博弈、神经科学 [5, 6] 等领

域有着广泛的应用, 已成为科学和工程研究领域中的热门问题 [7]. 其中, 网络在连续或脉冲通信下的

同步 [5, 6, 8∼10] 与控制 [11, 12] 及其超扩散 [13]、基于网络拓扑结构 [14] 以及 K-Core 分解法 [15,16] 的节点

重要性评估及牵制控制 [17] 等, 都是复杂网络的重要研究方向, 并取得了大量成果.

引用格式: 吴晓群, 孟涵怡, 陆君安, 等. 两条层间连边下的双层链状网络同步能力分析. 中国科学: 信息科学, 2021, 51: 1931–1945,

doi: 10.1360/SSI-2021-0048
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随着当今大数据时代的到来, 世界上大部分网络并不是孤立存在的, 而是由多个单层网络相互作

用而形成的多层网络 [18]. 多层网络的性质与传统的单层复杂网络有很大差别, 引起各研究领域的兴

趣, 例如多层网络上的疾病传播 [19]、结构识别 [20, 21] 以及扩散与超扩散 [22,23] 等, 其中, 多层网络的同

步问题自然也成为现下研究的热门问题. 文献 [24, 25] 主要研究了两层网络的层间耦合节点度的大小

及其相关性对网络同步能力的影响;文献 [26]分析了由不同拓扑结构的复杂网络所组成多层网络的特

征值谱与同步能力; 文献 [27] 则对于两层规则网络的同步能力影响因素进行了初步研究, 包括星型网

络、环状网络以及链状网络. 此后, 不同结构的多层规则网络同步能力的研究 [28] 被广泛关注.

目前关于多层规则网络同步能力的研究大多是对星型结构网络的讨论,文献 [29]得到两层星形网

络的同步能力受层间连边方式的影响;文献 [30]计算并分析了层间一对一连边的多层星型以及星型环

状网络的特征值谱和同步能力等. 然而, 对单层为链状/环状结构的多层网络的研究处于初级阶段, 文

献 [31] 研究了单向和双向的单层环状与链状网络的特征值谱及网络的同步能力, 文献 [32] 计算层间

一对一单向/双向连边的多层链状网络的特征值谱并分析各种因素对网络同步能力的影响情况.

长链状传感网络在矿井、隧道 [33]、智慧路灯控制系统 [34]、光纤通信 [35, 36]、货运列车状态监控 [37]

等场景下被广泛应用,理论上大多需将实物及其状态传感器所组成的复杂网络抽象为两层结构相同的

双层链状网络, 以针对如何更好地做到状态/负载的同步和均衡、如何选择合适的节点进行干扰和控

制等实际问题进行分析与研究.前文所述针对多层链状网络的相关研究均在层间一对一完全连接的情

况下进行, 理论上, 此时网络的特征值谱表达式易得到解析解; 实际应用中, 层间完全连接也会占用更

多资源, 造成高昂的成本和能耗的浪费. 本文在此基础上, 在层间一对一部分连接情况下, 首先证明了

同步域无界时任意单层结构相同的多层网络存在最大同步能力及层间耦合强度阈值; 进一步, 对两层

链状网络在层间两条连边情况下的同步能力进行猜想、计算、仿真与分析, 得到网络在同步域无界情

况下, 达到最大同步能力和最小同步能力时分别对应的层间最优连边方式和层间最差连边方式; 此外,

提出了层间最优连边方式下的最优层间耦合强度的数值表达式, 并仿真验证其合理性.

本文结构如下: 第 2 节介绍了一般多层网络模型及相关矩阵. 第 3 节提出并证明最大同步能力

定理, 随后介绍层间两条连边的双层链状网络模型, 并提出层间连边方式、网络节点数对同步能力的

影响及网络最优层间耦合强度数值表达式的猜想. 第 4 节对上述猜想进行数值仿真: 分别利用主稳定

函数方法 [38, 39] 以及 “网络最短距离” 结构指标, 仿真并讨论网络在不同节点数下的最优/最差连边位

置, 并仿真验证最优层间耦合强度数值表达式的合理性. 最后在第 5 节给出本文结论.

2 一般多层网络模型介绍

在单层有 N 个节点的 M 层网络中, 考虑层间一对一连边 (即第一层网络中第 i 个节点, 只可能

与其他层网络中第 i 个节点相连), 且任意两个单层网络之间层间连边方式均完全相同的情况, 第 K

层网络中第 i 个节点的动力学方程为

ẋK
i = f
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xK
i

)
+ dK

N∑
j=1

wK
ijH

(
xK
j

)
+ aci
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(
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)
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其中, K = 1, 2, . . . ,M ; i = 1, 2, . . . , N ; xK
i ∈ Rn 是第 K 层网络中第 i 个节点的 n 维状态变量;

f : Rn → Rn 是节点动力学函数; dK 为第 K 层网络的层内耦合强度; H : Rn → Rn 和 Γ : Rn → Rn

分别是网络的层内耦合函数和层间耦合函数; WK = (wK
ij ) ∈ RN×N 是第 K 层网络的耦合矩阵, 若节

点 i 与节点 j (j ̸= i) 之间有连边, 则 wK
ij = 1, 否则, wK

ij = 0, 且有 wK
ii = −

∑N
j=1,j ̸=i w

K
ij ; a 是多层网
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络的层间耦合强度; Cinter = diag(c1, c2, . . . , cN ) 是网络的层间耦合矩阵, 若任意两层网络第 i 个节点

对之间有连边, 则 ci = 1, 否则, ci = 0; VM = (vKL) ∈ RM×M 是网络的层间负 Laplace 矩阵, 若第 K

层与第 L (L ̸= K) 层网络之间有连边, 则 vKL = 1, 否则, vKL = 0, 且有 vKK = −
∑M

L=1,L ̸=K vKL. 令

LK = −dKWK ∈ RN×N 为第 K 层网络的层内 Laplace 矩阵; Linter = −VM 为网络的层间 Laplace 矩

阵; L, Lintra 以及 Linter 分别为 M 层网络的 Supra-Laplace 矩阵, 层内 Supra-Laplace 矩阵以及层间

Supra-Laplace 矩阵, 则有

Lintra =

M⊕
K=1

LK =


L1 0 · · · 0

0 L2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · LM

 , (2)

Linter = Linter ⊗ aCinter, (3)

L = Lintra + Linter. (4)

3 理论推导及猜想

3.1 多层任意网络

引理1 (分块对称行列式的计算 [38]) 对于任意正整数 M , 以及任意两个 N 阶方阵 A, B, 有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A B · · · B

B A · · · B
...

...
. . .

...

B B · · · A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A+ (M − 1)B| · |A−B|M−1

.

定理1 (多层网络的最大同步能力) 如图 1所示,考虑单层网络结构相同 (任意网络结构)且节点

数为 X 的 M (M > 2) 层网络, 网络同步域无界时, 在任意层间 m (1 6 m 6 X ) 条连边 (层间一对一

连边, 且任意两层网络的层间连边方式相同) 方式下, 都有如下结论:

(1) 层间耦合强度 a 较小时, 多层网络的同步能力随 a 的增大而增大;

(2) 任一层间连边方式,都对应有一个层间耦合强度阈值,使得网络同步能力达到最大,此后继续

增大 a, 同步能力保持不变;

(3) M 层网络在一切层间连边方式下所达到的最大同步能力, 就是其单层网络的同步能力.

证明 由于 M 层网络中所有单层网络结构均相同, 我们有

d1 = d2 = · · · = dM
△
= d,

L1 = L2 = · · · = LM
△
= Lintra,

Linter =


M − 1 −1 · · · −1

−1 M − 1 · · · −1

...
...

. . .
...

−1 −1 · · · M − 1


M×M

,
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其中, Lintra ∈ RX×X 是每个单层网络的层内 Laplace矩阵,满足耗散条件; Linter ∈ RM×M 是多层网络

的层间 Laplace 矩阵.

当层间连接 m (1 6 m 6 X ) 个节点对 (p1, p2, . . . , pm), 层间耦合强度为 a 时, 该多层网络的层间

耦合矩阵 Cinter 为 X 维对角矩阵, 其中, Cinter(p1, p1) = Cinter(p2, p2) = · · · = Cinter(pm, pm) = 1, 其他

元素均为 0.

由式 (2)∼(4) 可得, 此时 M 层网络的 Supra-Laplace 矩阵 L 为

L =


Lintra + (M − 1) aCinter −aCinter · · · −aCinter

−aCinter Lintra + (M − 1) aCinter · · · −aCinter

...
...

. . .
...

−aCinter −aCinter · · · Lintra + (M − 1) aCinter


MX×MX

. (5)

根据引理 1, 矩阵 L 的特征值有 MX 个, 从小到大依次设为 0 = λ1 < λ2 6 · · · 6 λMX . 同时, 矩阵

Lintra 的特征值有 X 个, 从小到大依次设为 0 = λI
1 < λI

2 6 · · · 6 λI
X .

令 Lintra +Ma ·Cinter
△
= L∗, 当层间耦合强度 a > 0 时, L∗ 一定是正定矩阵, 且有 X 个特征值, 从

小到大依次设为 0 < λ∗
1 6 λ∗

2 6 · · · 6 λ∗
X .

故矩阵 L 的特征值集合 {λi}16i6MX 为

{λi}16i6MX =
{
λI
i

}
16i6X , {λ∗

i }16i6X , {λ∗
i }16i6X , . . . , {λ∗

i }16i6X︸ ︷︷ ︸
M−1个

.

从而得到其最小非零特征值为

λ2 = min
{
λI
2, λ∗

1

}
, (6)

只与层内 Laplace 矩阵 Lintra 及矩阵 L∗ 的最小非零特征值有关.

根据主稳定函数方法,在同步域无界的情况下,多层网络模型 (1)的同步能力仅与其 Supra-Laplace

矩阵 L 的最小非零特征值 λ2 有关. 且 λ2 越大, 网络同步能力越强.

显然, 当层内耦合强度 d 一定时, ∀a ∈ U+ (0, δ), λI
2 保持不变, 而 λ∗

1 的值随 a 的增大而增大

(∀ϵ, λ∗
1

a=δ

> λ∗
1

a=δ−ϵ

). 特别地, 当 a = 0 时, Lintra = L∗, 此时 λ∗
1

a=0
= λI

1 = 0. 因此, 对于任一层间连边方式,

若 lima→∞ λ∗
1 > λI

2, 则必存在层间耦合强度阈值 am, 当 a = am 时, λ∗
1 = λI

2, 即

λ2 =

λ∗
1, 0 < a 6 am,

λI
2, a > am.

(7)

此时, 我们有

(1) 当 0 < a < am 时, λ2 = λ∗
1 随 a 的增大而增大, 网络同步能力随层间耦合强度的增大而增强;

(2) 当 a = am 时, λ2 = λ∗
1 = λI

2, 网络恰好达到最大同步能力, 即单层网络的同步能力;

(3) 当 a > am 时, λ2 = λI
2, 与 a 的值无关. 即, 此后继续增大 a 的值, 网络同步能力不再改变.

注1 定理 1 的结论与 Xu 等 [25] 对两层结构相同不规则网络的仿真结果一致, 进一步说明了该

定理的正确性.
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图 1 (网络版彩图) M (M = 3) 层网络示意图. 单层

X 个节点, 层内耦合强度为 d; 层间连接 m (m = 3)

条边, 层间耦合强度为 a

Figure 1 (Color online) Schematic diagram of an M -layer
(M = 3) network. There are X nodes in a single layer,

and the intra-layer coupling strength is d; the layers are
connected by m (m = 3) edges, and the inter-layer coupling
strength is a

图 2 (网络版彩图) 双层链状网络结构示意图. 单层 X
个节点, 层内耦合强度为 d; 层间两条连边 (节点对 i 和

j), 且层间耦合强度为 a

Figure 2 (Color online) Schematic diagram of a two-layer
chain network. There are X nodes in a single layer, and the

intra-layer coupling strength is d; two edges (node pairs i
and j) are connected between the layers, and the inter-layer
coupling strength is a

3.2 双层链状网络

本小节考虑如图 2 所示的双层链状网络, 其中, 单层网络均为 X 个节点; 层间有且仅有两条连边

且不会错位连边;当层间分别连接两层网络中第 i与第 j 个节点对时,称此层间连边方式为 “层间 i&j

连边” (1 6 i < j 6 X ); 由链状网络的对称性, 本文仅讨论满足 i < j, 1 6 i 6 ⌊X/2⌋, 且 i+ 1 6 j 6 X
的 “层间 i&j 连边”. 两个单层网络的层内耦合强度及其层内 Laplace 矩阵都相同, 分别记为 d 以及

Lintra. 即 d1 = d2
△
= d; L1 = L2

△
= Lintra. 当网络使用 “层间 i&j 连边” 方式时, 其层间耦合矩阵

Cinter 为 X 阶对角矩阵, 除 Cinter(i, i) = Cinter(j, j) = 1 外, 其他元素均为 0.

推论1 由定理 1, 对于上文所述两条层间连边下的双层链状网络, 有下述结论.

(1) 双层链状网络在达到最大同步能力时的层间耦合强度阈值 (am) 越小, 该层间连边方式越

优. 即, am 的最小值对应网络的层间最优连边方式. 将此层间耦合强度 min16i6⌊X/2⌋, i+16j6X am 称

为网络的最优层间耦合强度, 记作 ac; 同理, max16i6⌊X/2⌋, i+16j6X am 为网络的最差层间耦合强度,

记作 a∗;

(2) 单层链状网络的最小非零特征值 λI
2 的表达式

[31] 为

λI
2 = 4d · sin2

( π

2X

)
, (8)

其中, d 为层内耦合强度, X 为单层链状网络的节点数. 故在层间最优连边方式下, 我们有

a = ac ⇐⇒ λ2 = λ∗
1 = λI

2 = 4d · sin2
( π

2X

)
. (9)
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猜想1 (双层链状网络同步能力的影响因素) 针对层间两条连边的双层链状网络, 本文对影响其

同步能力的层间连边方式、层间耦合强度等因素猜想如下.

(1) 依次从单层链状网络中选择 3 个节点, 将网络尽量分成节点数相同的 4 部分, 当层间分别连

接被选中的第 1 和第 3 个节点对时, 网络同步能力最优, 此时 am = ac. 本文称此层间连边方式为 “层

间 (1/4)&(3/4) 连边”.

注2 仅在单层网络节点数 X = 4N + 3 (N ∈ N∗) 情况下可恰好找到所述节点, 其余情况会有

1 ∼ 2 个节点的偏差, 下文将对其进行更为详细的分析.

(2) “层间 1&2 连边” 是网络的层间最差连边方式, 此时 am = a∗.

(3) 若层间固定连接节点对 i (2 6 i 6 X − 1), 此时 “层间 1&i 连边” (2 6 i 6 ⌊X/2⌋) 以及 “层间

i&X 连边” (⌊X/2⌋ < i 6 X − 1) 是使得网络同步能力最差的连边方式.

猜想2 (网络节点数对层间最优连边方式的影响) 针对猜想 1中 “层间 (1/4)&(3/4)连边”这一层

间最优连边方式,本文根据单层网络节点数 X 除以 4所得余数,考虑 X = 4N+x (x = 0, 1, 2, 3;N ∈ N∗)

4 种单层网络节点数的情况.

(1) 当 X = 4N 时, 层间最优连边方式有 4 种, 分别为 “层间 (N + 1)&(3N + 1) 连边”, “层间

(N)&(3N)连边”, “层间 (N)&(3N +1)连边”,以及 “层间 (N +1)&(3N)连边”. 由链状网络的对称性,

“层间 N&3N 连边”与 “层间 (N +1)&(3N +1)连边”等价, 实际只有 3种不同的层间最优连边方式;

(2) 当 X = 4N + x (x = 1, 2, 3)时,层间最优连边方式均唯一,为 “层间 (N +1)&(3N + x)连边”.

猜想3 (最优层间耦合强度 ac) 针对任一本文所研究的双层链状网络,其最优层间耦合强度 ac 为

ac =
√

λI
2 · d = 2d · sin

( π

2X

)
, (10)

其中, λI
2 和 d 分别为单层链状网络的最小非零特征值及其层内耦合强度.

4 数值仿真与讨论

本节分别针对前文所提定理及 3 个猜想进行数值模拟仿真, 以验证其合理性.

4.1 双层链状网络同步能力的影响因素

本小节遍历单层 X 个节点的两层链状网络所有层间连边方式, 以验证定理 1 以及猜想 1.

4.1.1 层间连边方式以及层间耦合强度 a

图 3 给出单层 20 个节点的双层链状网络, 在所有层间连边方式下 Supra-Laplace 矩阵的最小非

零特征值 λ2 随层间耦合强度 a 的变化情况. 可以发现: 对于所有层间连边方式, λ2 的值均随 a 的增

大先增大,后保持不变,且其最大值不超过 λI
2 (图中接近 0.025处). 故由主稳定函数方法可以得出:对

所有 λ2 可达到 λI
2 的层间连边方式, 当层间耦合强度 a 的值较小时, 网络的同步能力随 a 的增大而

增大; 当 a 增大到阈值 am 时, 网络的同步能力达到最大. 对于一部分层间连边方式, 当 a = am 时,

λI
2 = λ∗

1, 双层链状网络的最大同步能力就是其单层网络的同步能力. 这与本文定理 1 的结论一致.

图 3 进一步表明, 4 种最接近 “层间 1/4&3/4 连边” 的情况下网络 λ2 随 a 的变化曲线完全重合,

即这 4 种层间连边方式对网络同步能力影响相同. 且此时 λ2 随 a 的增长速度最快, 几乎呈线性增长;

网络达到最大同步能力 (单层网络同步能力) 的速度最快; 任一固定 a 对应的 λ2 值最大. 显然, “层间

1/4&3/4 连边” 是双层链状网络的层间最优连边方式. 与本文猜想 1 中的第 (1) 条结论一致.
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图 3 (网络版彩图) 单层网络节点数 X = 20, 双层网

络所有 “层间 i&j 连边” 方式下, λ2 随层间耦合强度

a 的变化情况

Figure 3 (Color online) Varying λ2 versus inter-layer cou-
pling strength a for all the possible “inter-layer i&j connec-

tion” modes for X = 20

图 4 (网络版彩图) 单层网络节点数 X = 30, 一条层

间连边固定连接节点对 i (1 6 i 6 15) 时, λ2 随另一

层间连边位置 j (1 6 j 6 30) 的变化情况散点图及其

拟合曲线

Figure 4 (Color online) Eigenvalue λ2 varying with posi-

tion j (1 6 j 6 30) when one inter-layer edge is located at
node pair i (1 6 i 6 15) for X = 30

此外, 在 “层间 1&2 连边” 方式下, λ2 随 a 的增长速度最慢; 且此时任一固定 a 对应的 λ2 值也

最小. 显然, “层间 1&2 连边” 是双层链状网络的层间最差连边方式, 与本文猜想 1 中的第 (2) 条结论

一致.

上述利用主稳定函数方法得到的结论与文献 [28] 中利用牵制控制的同步准则得出的关于链状网

络最重要 2 个节点的节点组的结论具有一致性.

4.1.2 固定一条层间连边, 改变另一层间连边位置

观察图 4 中所有 15 条拟合曲线可以发现: 对于任意固定连边位置 i (1 6 i 6 ⌊X
2 ⌋), 层间最差连

边方式总是 “层间 1&i连边”;由链状网络的对称性,当层间固定连边位置为 ⌊X/2⌋ < i 6 X − 1时,其

层间最差连边方式为 “层间 i&X 连边”. 这与本文猜想 1 中第 (3) 条结论是一致的.

4.2 网络节点数对层间最优连边方式的影响

本小节利用主稳定函数方法和 “网络最短距离”结构指标,分别对单层节点数为 X = 4N +x (x =

0, 1, 2, 3) 的 4 种情况下两层链状网络的层间最优连边方式与其单层节点数 X 的关系进行数值仿真,

以验证猜想 2.

4.2.1 基于主稳定函数方法

由定理 1, 当 a < ac, 即 a 未达到任一层间连边方式下的阈值 am 时, 网络在所有层间连边方式下

均有 λ2 < λI
2, 即网络在任一层间连边方式下均未达到其最大同步能力, 根据主稳定函数方法, 此时所

有层间连边方式下 λ2 的最大值 λmax
2 就对应网络的层间最优连边方式.

此部分通过遍历计算单层 4N +x (x = 0, 1, 2, 3)个节点的双层链状网络在一切层间连边方式下的

λ2, 以找到 λmax
2 对应的层间最优连边位置 i, j 与单层节点数 X 之间的关系, 从而验证本文猜想 2 的
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图 5 (网络版彩图) 当 a < ac 时, 4 种单层网络节点数情况下网络的层间最优连边位置 i, j 随单层网络节点数 X
的变化情况. (a) X = 4N ; (b) X = 4N + 1; (c) X = 4N + 2; (d) X = 4N + 3

Figure 5 (Color online) The optimal inter-layer connection positions i and j changing with the number of single-layer

network nodes X for different network sizes for a < ac. (a) X = 4N ; (b) X = 4N + 1; (c) X = 4N + 2; (d) X = 4N + 3

正确性.

下文在 4 种单层网络节点数的情况下, 对所有层间连边方式下的 λ2 (λ2 < λI
2) 进行遍历计算, 在

误差小于 1 × 10−15 的条件下, 找到 λmax
2 及其对应的所有层间连边方式 (即网络的层间最优连边方

式). 仿真中, 设定所有网络的层内耦合强度 d = 1; 当单层网络节点数相同时, 网络在不同的层间连边

方式下的层间耦合强度 a 相同, 且 a < ac.

图 5 描绘了当 a < ac, 即双层链状网络在所有层间连边方式下均未达到其最大同步能力时, 4 种

单层网络节点数 X = 4N + x (1 6 N 6 25)情况下的双层链状网络的层间最优连边位置 i和 j 分别随

X 的变化情况散点及其线性拟合直线.

由图 5(a) 可知单层网络节点数为 X = 4N 时网络的层间最优连边方式有 4 种, 其对应的层间连

边位置 i和 j 完全分布在直线 i = N , i = N+1,以及直线 j = 3N , j = 3N+1上. 因此,当 X = 4N 时,

本文所研究的两层链状网络有 4种层间最优连边方式,分别为 “层间 N&3N 连边”, “层间 (N+1)&3N

连边”, “层间 N&(3N + 1) 连边”, 以及 “层间 (N + 1)&(3N + 1) 连边”. 这与上文图 3 的仿真结果完

全一致.

观察图 5(b)∼(d) 可知, 单层网络节点数为 X = 4N + x (x = 1, 2, 3) 时, 网络的层间最优连边方式

均唯一, 其对应的层间连边位置 i 均完全分布在直线 i = N + 1 上, 而其对应的层间连边位置 j 则分

别在直线 j = 3N + 1, 直线 j = 3N + 2, 以及直线 j = 3N + 3 上. 因此, 当 Xx = 4N + x (x = 1, 2, 3)

时, 网络的层间最优连边方式唯一, 为 “层间 (N + 1)&(3N + x) 连边”(x = 1, 2, 3).

以上仿真结果与本文猜想 2 的结论完全一致.

4.2.2 基于 “网络最短距离” 结构指标

此部分通过计算网络中所有节点到层间连边位置 (i, j) 之间最短距离之和作为 “网络最短距离”,

对单层节点数 4N + x (x = 0, 1, 2, 3) 的两层链状网络在层间两条连边时的层间最优/最差连边位置 i,
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j 与 X 之间的关系进行数值仿真. 从另一角度再次验证猜想 2 以及猜想 1 中第 (2) 条结论的正确性.

将本文所研究的两层链状网络看作图 G = (V, E), 其中两个单层网络是两个相同的图 G1 =

(V I, EI) 和 G2 = (V II, EII), 层间两条连边分别记为 ei 和 ej (1 6 i 6 ⌊X/2⌋, 且 i + 1 6 j 6 X );

则有 V =
{
V I, V II

}
, E =

{
EI;EII, ei, ej

}
.

对于图 G 所表示的双层链状网络, 在层间两条连边的情况下, 称任一节点 vk (1 6 k 6 2X ) 到两

条层间连边的端点节点 vIi 和 vIj 距离的最小值为节点 vk 的最短距离, 记作 Pk. 对于任一 “层间 i&j

连边” (1 6 i 6 ⌊X/2⌋, 且 i+ 1 6 j 6 X ), 其对应网络中所有 2X 个节点的最短距离之和, 就是此时的

“网络最短距离”, 记作 Pi&j . 我们有 Pi&j =
∑2X

k=1 Pk.

当单层网络节点数为奇数, 即 X = 4N + 1 以及 X = 4N + 3 时, 由于节点对 vX (X = (X + 1)/2)

到网络两个端点的距离相同, 会被两边同时牵制, 故在此, 我们对节点对 vX 进行特殊处理: 将节点对

vX 用左/右两个新节点对 vX1 及 vX2 代替; 以第一层网络为例, 两个新节点对中与节点 vIX 相邻的

左/右两个新节点分别为 vIX1
以及 vIX2

, 且它们与节点 vIX 之间的距离 (相当于网络中的耦合强度) 均

为 2d/3, 用两个新节点最短距离的平均值, 作为节点 vIX 的最短距离.

因此, 网络中节点 vk (1 6 k 6 2X ) 的最短距离 Pk 为

Pk =


1

d
·min (|k − i| , |k − j|) , vk ∈ V I,

1

d
·min (|k − i| , |k − j|) + 1

a
, vk ∈ V II,

(11)

其中, d 和 a 分别为网络的层内和层间耦合强度.

特别地, 当单层网络节点数为奇数时, 由于节点对 vX (X = (X + 1)/2) 到单层网络两个端点的距

离相同, 会被两边同时牵制, 造成资源浪费, 故对其最短距离 PX 的计算公式进行如下特殊处理:

PX =


1

d
·
min(|X − 1

3 − i|, |X − 1
3 − j|) + min(|X + 1

3 − i|, |X + 1
3 − j|)

2
, vX ∈ V I,

1

d
·
min(|X − 1

3 − i|, |X − 1
3 − j|) + min(|X + 1

3 − i|, |X + 1
3 − j|)

2
+

1

a
, vX ∈ V II.

(12)

当单层网络节点数 X 一定时, 只需遍历计算所有层间连边方式下的网络最短距离 Pi&j , 其最小

值 Pmin 和最大值 Pmax 分别对应的两种层间连边方式, 就是 “网络最短距离” 结构指标下双层链状网

络的层间最优连边方式和层间最差连边方式.

易证, 在本文所研究的双层链状网络中, 当 X 一定时, d和 a的值对不同 Pi&j 的大小关系没有影

响, 即 Pmin 和 Pmax 所对应的层间最优/最差连边方式与 d 和 a 的值无关. 由于篇幅所限, 在此不再

赘述. 本小节旨在找出 Pmin 及 Pmax 所对应的层间最优/最差连边方式, 故可将 Pmin 的表达式作如下

简化:

Pmin =



min
16i6X

i+16j62X

[
2X∑
k=1

min (|i− k| , |j − k|)

]
, X = 2X,

min
16i6X−1

i+16j62X−1

 2X∑
k=1

k ̸=X−1

min (|i− k| , |j − k|) + PX

 , X = 2X − 1,

(13)

其中, X ∈ N+, PX 的表达式如式 (12). Pmax 的表达式亦作相似简化. 由此计算得到所有 X =

4N + x (x = 0, 1, 2, 3; 1 6 N 6 100) 下双层链状网络中 Pmin 及 Pmax 所对应的层间最优/最差连边

方式.
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图 6 (网络版彩图) “网络最短距离” 结构指标下 4 种单层网络节点数对应的网络层间最优连边位置 i, j 随 X 的

变化情况. (a) X = 4N ; (b) X = 4N + 1; (c) X = 4N + 2; (d) X = 4N + 3

Figure 6 (Color online) The optimal inter-layer connection positions i and j changing with X using the “shortest distance”

index. (a) X = 4N ; (b) X = 4N + 1; (c) X = 4N + 2; (d) X = 4N + 3

(1) Pmin对应的层间最优连边方式. 图 6给出了 4种单层网络节点数 X = 4N+x (x = 0, 1, 2, 3; 1 6
N 6 100) 下, 利用 “网络最短距离” 结构指标求得的双层网络层间最优连边方式中连边位置 i 和 j 与

N 的变化情况散点图及其在猜想 2 中的相应拟合直线.

通过观察图 6(a) 及其在两个数据提示处的放大图例, 可以发现: 当单层网络节点数为 X = 4N

时, 网络的层间最优连边方式有 4 种, 分别为 “层间 N&3N 连边”, “层间 (N + 1)&3N 连边”, “层间

N&(3N + 1) 连边”, 以及 “层间 (N + 1)&(3N + 1) 连边”; 而图 6(b)∼(d) 所表示的其他 3 种节点数

X = 4N + x (x = 2, 3, 4) 情况下, 网络的层间最优连边方式皆唯一, 为 “层间 (N + 1)&(3N + x) 连

边”(x = 2, 3, 4).

以上结论与上文利用主稳定函数方法得到的仿真结论一致,进一步验证了本文猜想 2中结论的正

确性.

(2) Pmax对应的层间最差连边方式. 图 7给出了 4种单层网络节点数 X = 4N+x (x = 0, 1, 2, 3; 1 6
N 6 100) 下, 利用 “网络最短距离” 求得的网络层间最差连边位置 i 和 j 与 N 的变化情况散点图及

该关系在猜想 2 中的相应拟合直线.

观察 4 张子图 (图 7(a)∼(d)) 发现: 对任一 X , 本文所研究层间两条连边下双层链状网络的层间

最差连边方式均为 “层间 1&2 连边”. 这与上文图 3 中的仿真结果完全一致, 进一步验证了猜想 1 中

第 (2) 条结论的正确性.

4.3 最优层间耦合强度 ac

第 4.2小节验证了猜想 2结论的正确性,本小节利用该结论,对猜想 3所提的网络最优层间耦合强

度 ac 的数值表达式进行仿真及误差分析, 以验证其合理性. 猜想 2 中, 当单层网络节点数为 X = 4N ,

其 3 种层间最优连边方式下网络的同步能力完全相同, 故此情况下仅讨论 “层间 (N)&(3N) 连边”.
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图 7 (网络版彩图) “网络最短距离” 结构指标下 4 种单层网络节点数对应的网络层间最差连边位置 i, j 随 X 的

变化情况. (a) X = 4N ; (b) X = 4N + 1; (c) X = 4N + 2; (d) X = 4N + 3

Figure 7 (Color online) The worst inter-layer connection positions i and j changing with X using the “shortest distance”

index. (a) X = 4N ; (b) X = 4N + 1; (c) X = 4N + 2; (d) X = 4N + 3
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图 8 (网络版彩图) 单层节点数为 X = 4N + x (x = 0, 1, 2, 3; 5 6 N 6 50) 的双层链状网络当层间耦合

强度 a = 2d · sin
(

π
2X

)
时矩阵 L, Lintra 及 L∗ 各自的最小非零特征值 λ2, λI

2 及 λ∗
1 随 N 的变化情况.

(a) X = 4N ; (b) X = 4N + 1; (c) X = 4N + 2; (d) X = 4N + 3

Figure 8 (Color online) The minimum non-zero eigenvalues λ2, λI
2, and λ∗

1 corresponding to matrices L, Lintra, and L∗

changing with the number of single-layer network nodes X for different network sizes while a = 2d · sin
(

π
2X

)
. (a) X = 4N ;

(b) X = 4N + 1; (c) X = 4N + 2; (d) X = 4N + 3

图 8 给出了 4 种单层网络节点数情况下, 层间耦合强度 a = 2d · sin( π
2X ) 对应的双层链状网络的

Supra-Laplace 矩阵 L, 层内 Laplace 矩阵 Lintra, 以及矩阵 L∗(Lintra + 2aCinter) 各自的最小非零特征
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图 9 (网络版彩图) 单层网络节点数分别为 4N 及 4N + 2 (25 6 N 6 200), 层间耦合强度 a = 2d · sin( π

2X )

时, 误差
∣∣λ2 − λI

2

∣∣ 及 |λ2 − λ∗
1| 分别随 N 的变化情况. (a) X = 4N ; (b) X = 4N + 2

Figure 9 (Color online) The errors |λ2−λI
2| and |λ2−λ∗

1| varying with N respectively in the two cases where the number

of single-layer network nodes X is even for all 25 6 N 6 200 while a = 2d · sin( π
2X ). (a) X = 4N ; (b) X = 4N + 2

值随 N 的变化情况.

观察图 8 可以发现: 单层网络节点数为奇数时, 对任意 X , λ2, λ
I
2, 以及 λ∗

1 三者的值均完全相等;

而当单层网络节点数为偶数时, 三者基本相等, 但仍有一定误差, 且随着单层网络节点数的增加, 其误

差越来越小.

当单层网络节点数为奇数时, 由式 (9), 网络的层间耦合强度 2d · sin( π
2X ) 就是其最优层间耦合强

度 ac, 即 ac = 2d · sin( π
2X ); 当 X = 4N 时, 由图 8(a), 此时 λ2 = λ∗

1, 根据式 (7) 可知, 当前层间耦合强

度 a < am; 而当 X = 4N + 2 时, 由图 8(b), 此时 λ2 = λI
2, 故当前层间耦合强度 a > am.

进一步, 我们分别在 X = 4N 和 X = 4N + 2 时计算误差 |λ2 − λI
2| 及 |λ2 − λ∗

1|, 以代替其最优层
间耦合强度 ac 与 2d · sin( π

2X ) 之间的误差.

图 9 给出了当单层网络节点数分别为 X = 4N 以及 X = 4N + 2 时, 对于一切 25 6 N 6 200, 当

层间耦合强度 a = 2d · sin( π
2X )(d = 1) 时, λ2 与 λI

2 (X = 4N) 或 λ∗
1 (X = 4N + 2) 之间的误差随 N 的

变化情况.

观察图 9 发现, 此时两种情况下所考虑的误差均非常趋近于零 (小于 1E− 6), 且随着单层网络节

点数的增加, 误差越来越小, 故可认为此时网络的层间耦合强度 2d · sin( π
2X ) (d = 1) 与其最优层间耦

合强度 ac 相等.

以上仿真结果与猜想 3 的结论一致, 验证了式 (10) 的正确性.

5 讨论和结论

本文证明了在同步域无界时,单层网络结构相同的多层网络在任意层间一对一连边方式下均存在

某个层间耦合强度阈值, 使得网络达到最大同步能力. 在此基础上, 本文利用主稳定函数方法对双层

链状网络在层间两条连边下的最优/最差连边位置分别仿真,验证其最优连边位置在 1/4和 3/4处;其

最差连边位置为端点及其邻居节点处. 进而, 本文将双层链状网络的单层节点数细分为 4N , 4N + 1,
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4N + 2 及 4N + 3 这 4 种情况, 分别利用主稳定函数及 “网络最短距离” 结构指标讨论网络最优连边

方式的数量及其连边位置.最终发现: 单层节点数为 4N 时, 有 4种最优连边方式, 而其他 3种情况下

的最优连边方式均唯一. 最后, 本文在不同节点数情况下, 对所提的层间两条连边下双层链状网络的

最优层间耦合强度的表达式进行仿真及误差计算, 验证了其合理性.

目前对于两层网络层间连接方式的优化问题的研究大多停留在数值方法上,要想在理论上得到结

果还很困难.本文从两层简单结构的网络出发,针对两层网络的优化选点,及其与复杂网络的节点重要

性、牵制控制等研究方向之间的关系与联系等从理论和仿真上进行了证明与模拟, 为相关问题一般结

果的研究打下基础. 但是, 本文只针对单层网络结构相同的双层链状网络在同步域无界情况下进行讨

论, 存在一定局限性. 未来可在本文基础上进行更深入的研究, 如: 在同步域有界的情况下, 若网络层

间非一对一连边, 利用何种方法探究网络同步能力; 当层间连边数大于 2 时, 或针对其他类型的网络,

其最优/最差连边方式在数量/位置上将会如何变化、其最优层间耦合强度将如何表达.
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Analysis of the synchronizability of two-layer chain networks with
two inter-layer edges
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Abstract The structure and dynamics of multi-layer networks are the frontiers in the current network science

research. The inter-layer connections in a multi-layer network directly affect the dynamics, propagation, diffusion,

and synchronization of the entire multi-layer network. However, there is rarely systematic theory or method for

the general structure of multi-layer networks. People can only start with a simple structure to explore how the

inter-layer connections affect the overall dynamic behaviors of multiple layers. The work of this paper aims at

the two-layer networks where each layer is a chain network. Through graph theory and numerical calculation,

this problem is explored to find the optimization method of the inter-layer connections. First of all, according

to the master stability function method, this paper proves that when the synchronous region is unbounded, a

multi-layer network with the same network structure at each layer has a certain inter-layer coupling strength

threshold, so that the entire network reaches the maximum synchronizability, which is the synchronizability of

its single-layer network. Secondly, the simulations show that when there are only two edges between layers, the

optimal positions are respectively located at 1/4 and 3/4 of each chain, while the worst positions are the end node

of the chain and its neighbor node. Furthermore, we discuss in detail about the optimal connection modes of

two-layer chain networks when the number of single-layer nodes is 4N+x (x = 0, 1, 2, 3) using the master stability

function method and “network shortest distance” structure index. In the case that the single-layer nodes number

is 4N , there are 4 optimal connection modes; in the other three cases, there is only one optimal connection mode

respectively. Finally, we propose the expression of the optimal inter-layer coupling strength, and then verify the

correctness of the expression by calculating the optimal inter-layer coupling strength values of the two-layer chain

network with different sizes.

Keywords multi-layer networks, synchronizability, chain networks, inter-layer connection modes, inter-layer

coupling strength
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