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摘要 针对一类具有未知干扰和多约束的不确定纯反馈非线性系统, 提出一种基于干扰观测器的鲁

棒自适应抗干扰控制方案. 该方法首先基于 Butterworth 低通滤波器和径向基神经网络设计非线性干

扰观测器以实现对系统未知非线性函数和复合扰动的在线精确逼近, 并消除 “代数环” 问题. 其次, 为

确保系统在状态受限、预设性能和输入饱和等多重约束的综合影响下能够对期望轨迹进行稳定跟踪,

构造了一种新型的障碍 Lyapunov 函数, 结合辅助有界函数、Nussbaum 函数和一阶滑模微分器设计

Backstepping 控制器, 并通过 Lyapunov 稳定理论分析闭环系统稳定性. 最后, 仿真结果验证了所提控

制方法的有效性.
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1 引言

严格来说, 任何系统都要受到各种实际条件的约束. 如果约束条件得不到满足, 将会导致控制性

能下降、闭环不稳定, 甚至造成系统破坏. 约束问题是非线性系统控制的基本问题之一, 具有重要的

理论意义和实际价值, 目前也产生了一些值得关注的成果 [1∼13]. 近十年来, 应用障碍 Lyapunov 函数

(barrier Lyapunov function, BLF)解决具有状态或输出约束的非线性系统的控制问题取得了长足的进

展, 但是这些研究大多是针对严反馈型非线性系统 [1∼3] 的. 最近, 一些学者将 BLF 理论进一步推广

到纯反馈非线性系统的状态或输出约束控制之中 [4∼6]. 另一方面, 随着复杂度增加和控制需求提升,

以往的仅以稳态误差作为指标来衡量闭环系统的跟踪性能难以满足实际需求,在控制器的设计中需融

合考虑系统的动态和稳态性能指标的约束需求. 为此, 预设性能控制 (prescribed performance control,

PPC) 被提出, 其能够保证系统的跟踪误差收敛到预定义的任意小的残差集内, 同时超调量和收敛速

度可满足预先设置的条件. PPC 同时兼顾了系统的稳态性能和动态跟踪性能, 因此得到了广泛关注.
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SSI-2020-0331

Chen L S, Yang H. Adaptive robust anti-disturbance control for pure feedback nonlinear systems with multiple con-

straints (in Chinese). Sci Sin Inform, 2021, 51: 633–647, doi: 10.1360/SSI-2020-0331



陈龙胜等: 多约束纯反馈非线性系统鲁棒自适应抗干扰控制

文献 [7, 8] 研究了具有预设性能约束的严反馈型非线性系统的自适应控制问题. 文献 [9, 10] 进一步将

PPC 应用到更为一般的非仿射纯反馈非线性系统的控制器设计中. 实际系统执行器的机械构造和性

能通常都要受到某种物理约束, BLF/PPC 潜在的奇异问题和未知的外部扰动可能会造成控制输入过

大, 易导致输入饱和现象, 从而影响控制性能甚至导致系统失稳. 文献 [11, 12] 为具有输入饱和的一类

严反馈非线性系统研究了自适应约束控制策略.文献 [13]为具有对称饱和的随机纯反馈非线性系统构

建了模糊自适应控制器. 针对非对称饱和的一类纯反馈非线性系统, 文献 [9] 研究了自适应神经网络

控制器. 然而传统的对数型 BLF参数设计需要预先离线调用 Matlab中的 ⟨fmincon.m⟩函数计算虚拟
控制变量的上界, 控制器的参数选取较为复杂, 难以满足工程实际的需求. 同时目前关于具有多约束

的不确定纯反馈非线性系统控制的研究成果还较少.

系统的不确定性和多约束的综合影响容易引起控制的振荡, 难以满足鲁棒稳定度的需求, 因而有

关不确定非线性系统的鲁棒控制研究吸引了众多学者的关注. 神经网络和 Backstepping 法在处理系

统不确定性和维护系统稳定方面表现出较大优势,将两者结合起来应用在不确定非线性系统的鲁棒控

制中, 已引起了众多学者的关注. 文献 [1∼3, 11, 14∼16] 为一类严反馈非线性系统提出了鲁棒自适应

神经网络控制方案. 最初 Backstepping 法仅适用于 “参数严反馈” 形式的非线性系统, 无法适应纯反

馈这类复杂的非线性系统. 时至今日, 科研工作者在继承 Backstepping 法优点的基础上将其进一步应

用到更为一般的不确定纯反馈系统中. 文献 [5, 6, 9∼13] 基于神经网络和 Backstepping 法为一类纯反

馈非线性系统设计鲁棒自适应控制方案. 然而传统的 Backstepping 法存在 “计算膨胀” 的缺陷, 且已

有的纯反馈非线性系统的自适应控制策略通常未对神经网络逼近误差和外部时变干扰进行观测和补

偿. 外部干扰和未知的逼近误差容易导致控制输入过大, 引起控制的振荡. 目前将非线性干扰观测器

(nonlinear disturbance observer, NDO) 和非线性控制方法相结合已成为进一步提升不确定非线性系

统控制器鲁棒稳定度的一种有效方法 [11, 17∼19]. 文献 [20] 基于径向基神经网络 (radial basis function

neural network, RBFNN) 和 NDO 为一类具有周期扰动的非线性系统提出了事件触发控制方法. 同时

NDO 已被广泛应用于众多实际工程领域, 如高超声速飞行器系统 [21]、移动机器人系统 [22] 和水下航

行器系统 [23] 等. 然而目前关于不确定纯反馈非线性系统基于干扰观测器的抗干扰控制研究成果还十

分稀少.

鉴于以上分析, 本文为一类具有未知干扰和多约束的不确定纯反馈非线性系统提出基于 RBFNN

和 NDO 的鲁棒自适应 Backstepping 抗干扰控制方案. 主要工作为: (1) 基于 RBFNN 和 NDO 的耦合

设计实现对系统未知非线性函数和复合扰动的在线精确逼近,并结合辅助有界函数 (auxiliary bounded

function, ABF)、BLF 和 Nussbaum 函数综合解决系统状态受限、预设性能和输入饱和的多重约束问

题. (2) 设计新型障碍 Lyapunov 函数 (novel barrier Lyapunov function, NBLF) 保证闭环系统能够满

足状态/输出约束、稳态和瞬态性能指标约束的需求. (3) 基于 Butterworth 低通滤波器和一阶滑模微

分器设计 Backstepping控制器消除纯反馈系统存在的 “代数环”问题和 Backstepping固有的 “计算膨

胀” 问题.

2 问题提出及预备知识

2.1 问题阐述

考虑如下一类具有外部干扰和多约束的不确定纯反馈非线性系统:
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ẋi = fi(x̄i, xi+1) + xi+1 + di(t), i = 1, . . . , n− 1,

ẋn = fn (x̄n, u) + u+ dn(t),

y = x1,

(1)

其中, x̄i = [x1, . . . , xi]
T ∈ Ri 和 y ∈ R 分别是非线性系统的状态向量和输出, 系统所有状态均受限, 即

|xi| < kci , i = 1, . . . , n, kci 为已知正常数. fi(·) : Ri+1 → R 是未知的光滑非线性函数, di(t) : R+ →
R, i = 1, . . . , n 表示未知的外部时变干扰. 为便于推导, 令 xn+1 = u. 考虑系统存在输入饱和现象, 即

u = sat(v) =

 sgn(v)uM , |v| > uM ,

v, |v| 6 uM ,
(2)

其中, uM 为控制输入的饱和阈值, 自适应控制律 v 将在式 (35) 中给出.

控制目标: (P1)设计相应控制器使系统的输出 y 能跟踪期望轨迹 yd,且保证闭环系统所有信号有

界; (P2) 跟踪误差 z1 = y − yd 满足预定的稳态和瞬态性能指标需求; (P3) 所有状态满足预定约束, 即

|xi| < kci .

注释1 控制目标 P2可采用不等式 −ρ(t) < z1 < ρ(t), ∀t > 0来描述,其中 ρ: R+ → R+ 是严格递

减的连续光滑函数且满足 limt→∞ρ(t) = ρ∞ > 0, 即性能函数 (prescribed performance function, PPF).

本文选取的 PPF 为 ρ(t) = (ρ0 − ρ∞)e−ℓt + ρ∞, 其中, ρ∞ 表示预设的最大容许稳态误差, ℓ > 0 表示

跟踪误差的最低收敛速度, 同时跟踪误差的最大超调量小于 ρ0 > 0. 因此, 通过选择合适的 ρ0, ρ∞ 和

ℓ 可以保证系统的跟踪误差满足预定的稳态和瞬态性能指标约束需求.

假设1 期望轨迹 yd 及其一阶导数连续有界, 且满足 |yd| 6 A0 < kc1 , 其中 A0 为已知正常数.

假设2 ( [11,17,18]) 未知光滑干扰 di(t) 的导数有界, 即存在一个未知正常数 d̄i 使得 |ḋi(t)| 6 d̄i.

假设3 非线性函数 fi(x̄i, xi+1) 对 xi+1 的偏导数存在, 且存在正常数 gi 和 gi 使得 0 < gi 6
|1 + ∂f(x̄i, xi+1)/∂xi+1| 6 gi <∞, i = 1, . . . , n.

注释2 与已有的基于 NDO 的控制器设计要求系统控制增益及其方向已知相比, 假设 3 更具一

般性.

定义1 ([4, 11]) 若连续函数 N(ς) : R → R 满足

lim
r→∞

sup
1

r

∫ r

0

N(ς)dς = +∞, lim
r→∞

inf
1

r

∫ r

0

N(ς)dς = −∞, (3)

则称 N(ς) 为 Nussbaum 函数. 本文选取 Nussbaum 函数为 N(ς) = ς2 cos(ς).

引理1 ([24]) 若 N(ς) 是 Nussbaum 函数, 则对任意的有界函数 Ψ(·) : Rn → R, |Ψ(·)| ∈ [ι0,Ψ0]

和 Ψ̄(·) ∈ [−ι0, ι0] ⊂ R, 其中 ι0 < Ψ0 < +∞ 为任意的正常数, Ψ(·)N(ς) 和 (ς) + Ψ̄(·) 也是 Nussbaum

函数.

引理2 ([24]) 设 V (·) 和 ςj(·), j = 1, . . . ,m 是定义在 [0, tf ) 上的光滑函数, 满足 V (t) > 0,∀t ∈
[0, tf ); N (ςj) 为 Nussbaum 函数. 若 V (t) 6 Q + e−Ct

∑m
j=1

∫ t

0
N(ςj)ς̇je

Cτdτ 成立, 则 V (·), ςj(·) 和∫ t

0
N(ςj)ς̇jdτ 在区间 [0, tf ) 必定有界, 其中, m 为有界正整数, C 为正常数, Q 为适当的常数.

引理3 ([25]) 对于任意给定的正常数 tf > 0, 若闭环系统的解在区间 [0, tf ) 上有界, 则 tf = +∞.
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引理4 ([18]) 对一阶滑模微分器

ξ̇0 = ϑ0 = −ϵ0|ξ0 − η(t)|0.5sgn [ξ0 − η(t)] + ξ1,

ξ̇1 = −ϵ1sgn(ξ0 − η(t)),
(4)

其中, η(t) 是已知的信号, ξ0, ξ1 和 ϑ0 为微分器的状态变量, ϵ0 和 ϵ1 是待设计参数, 若初始跟踪误差

ξ0 − η(t0) 和 ϑ0 − η̇(t0) 有界, 则 ϑ0 可以任意精度逼近 η̇(t) 且逼近误差有界.

2.2 RBFNN

RBFNN结构简单且收敛速度快,其能逼近任意非线性函数. 给定任意一个光滑非线性函数 f(Z) :

Rq → R, 则存在一个 RBF 基函数向量 Φ(·) : Rq → Rp 以及理想的神经网络权值 W ∗ ∈ Rp 使得

f(Z) =W ∗TΦ(Z) + ε(Z), ∀Z ∈ ΩZ , (5)

其中, ΩZ 为 Rq 上的一个紧集, ε(Z) 是逼近误差, p > 1 为神经网络隐含层节点的个数. 理想的神经

网络权值 W ∗ 取在紧集 ΩZ 内使得 ε(Z) 最小的估计值 Ŵ , 定义为 W ∗ = argminŴ [supZ∈ΩZ
|f̂(Z, Ŵ )

−f(Z)|]. 对上述 RBFNN 逼近任意的非线性函数 f(Z) : Rq → R 存在如下引理.

引理5 ([11]) 理想的神经网络权值 W ∗ 向量、RBF 基函数向量 Φ(Z) 和逼近误差 ε(Z) 均有界,

即存在正常数 ε̄, w̄ 和 ϕ̄ 满足 |ε(Z)| 6 ε̄, ∥W ∗∥ 6 w̄ 和 ∥Φ(Z)∥ 6 ϕ̄.

2.3 NBLF

为满足系统的状态/输出约束条件,在应用 Backstepping法时,可以以约束区间为定义域构造 BLF,

传统的对数型 BLF 通常描述为如下形式 [1]:

V ′
bi = 0.5 ln

[
k2bi

/(
k2bi − z2i

)]
, (6)

其中, zi 是被约束变量, 满足 |zi(0)| < kbi , kbi > 0 是待设计的约束边界. 本文提出如下一种 NBLF:

Vbi = 0.5
[
z2i
/(
k2bi − z2i

)]
, i = 1, . . . , n. (7)

对比传统的 BLF和所设计的 NBLF易知在紧集 Ωz = {zi : |zi| < kbi , i = 1, . . . , n}内始终有 V ′
bi
< Vbi .

对 Vbi 和 V ′
bi
两边求导可得 V̇bi = k2biziżi/(k

2
bi
− z2i )

2
和 V̇ ′

bi
= ziżi/

(
k2bi − z2i

)
, 在 k2bi/(k

2
bi
− z2i ) > 1 和

ziżi < 0 的隐含前提下满足 V̇bi < V̇ ′
bi
< 0. 不等式 V ′

bi
< Vbi 和 V̇bi < V̇ ′

bi
表明所提出的 NBLF 比传统

的对数 BLF具有更宽的稳定域.尽管 NBLF能够保证系统的状态约束不被违背,但不能同时保证系统

跟踪误差满足预定的稳态和瞬态性能指标约束需求. 为此, 将 PPF 和 NBLF 结合起来设计如下新型

的预设性能障碍 Lyapunov 函数 (novel prescribed performance barrier Lyapunov function, PP-NBLF)

以同时保证状态、稳态和瞬态性能指标约束的需求:

Vb1 = 0.5
[
λ̄2

/(
1− λ̄2

)]
, (8)

其中, λ̄ = z1/ρ(t), ρ0 = kb1 = kc1 −A0 > ρ∞ 且满足 |z1(0)| < ρ0.

注释3 式 (8) 所描述的 PP-NBLF 可综合解决系统状态和预设性能指标约束的问题, 且与作者

前期的工作 [5] 相比, PP-NBLF 同样具有更宽的稳定域. 另一方面, 与已有的 PPC 利用误差转换函数

将含有不等式约束 −ρ(t) < z1 < ρ(t)的系统转化为无约束系统进行控制器设计和稳定性分析相比,本

文提出的 PP-NBLF 可实现直接对原系统进行控制器设计和稳定性分析.
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3 鲁棒自适应抗干扰控制设计及稳定性分析

3.1 坐标变换

标准的 Backstepping 设计需定义如下坐标变换:

z1 = x1 − yd, zi = xi − αi−1, i = 2, . . . , n, (9)

其中, z1 和 zi 为误差面, αi−1 为第 i− 1 个子系统的虚拟控制律.

若所设计的控制器能保证 |z1| < kb1 和 |zi| < kbi , 其中 kb1 > 0 和 kbi > 0 为待设计的约束边界参

数, 根据式 (9)定义的坐标变换可知状态变量必满足 |x1| < |yd|+ kb1 和 |xi| < |αi−1|+ kbi . 因此, 如果

期望轨迹 yd 和虚拟控制变量 αi−1 满足条件 |yd| 6 A0 和 |αi−1| 6 Ai−1, 则系统所有状态满足约束条

件 |x1| < kc1 和 |xi| < kci . 传统的基于 BLF 的控制方法需通过离线调用 Matlab ⟨fmincon.m⟩ 函数计
算虚拟控制变量 αi−1 的上界 Ai−1 以确定约束边界参数 kbi , 参数设计过于繁琐, 不便于工程实现. 本

文所设计的基于 NBLF 的自适应控制策略将通过引入 ABF T : (−♢,♢) → R 消除这一缺陷.

T (∗,♢) = (2♢/π) arctan [π∗/(2♢)] , (10)

其中, ♢ 表示正常数. 利用 ABF T 可生成变量 ηi−1:

ηi−1 = T (αi−1, Ai−1) = (2Ai−1/π) arctan [παi−1/(2Ai−1)] , (11)

其中 Ai−1 > 0 是由设计者决定的, 无需计算虚拟控制变量 αi−1 的上界. 显然, 由 arctan 函数的特性

可知变量 ηi−1 始终满足 |ηi−1| < Ai−1. 于是, 可利用变量 ηi−1 为 Backstepping 设计定义如下新坐标

变换:

z1 = x1 − yd, zi = xi − ηi−1. (12)

利用 0 < ρ(t) 6 kb1 和 kci = kbi + Ai−1 这一事实条件, 依据新坐标变换 (12) 可知只要所设计的控制

器能实现 |z1| < ρ(t) 和 |zi| < kbi , 则闭环系统所有状态满足 |x1| < kc1 和 |xi| < kci .

注释4 根据假设 1 和 ρ0 = kb1 = kc1 − A0, |z1(0)| < ρ0 可方便确定参数 ρ0 和 kb1 的值, 且参

数 kbi 和 Ai−1 的值可由设计者预先分配, 参数 kbi 和 Ai−1 的选取仅需要在满足 kci = kbi + Ai−1

和 |zi(0)| < kbi 的条件下让 kbi 尽可能小即可, 无需离线调用 Matlab ⟨fmincon.m⟩ 来计算, 本文基于

NBLF 设计的控制方法, 参数选取更为方便.

另一方面, ABF T 也可用来逼近式 (2) 中的饱和函数 sat(·) 以处理系统输入饱和受限约束的问
题, 即

ηv = T (v, uM ) = (2uM/π) arctan [πv/(2uM )] , (13)

其中 ∆u := u− ηv 为逼近误差. 根据 arctan 函数的特性可知 |ηv| < uM 且逼近误差 ∆u 有界. 同时在

实际工程系统中逼近误差 ∆u 变化率也是有界的, 即存在未知正常数 ū0 使得 |∆u̇| 6 ū0.

为便于后续的控制器设计, 利用中值定理可将式 (11) 和 (13) 进一步描述为

ηi−1 =
∂T (Ii−1αi−1)

∂αi−1
(αi−1 − 0) +

2Ai−1

π
arctan

(
0

2Ai−1

)
=

αi−1

1 + [πIi−1αi−1/(2Ai−1)]
2 = (1− φi−1)αi−1,

ηv =
∂T (Inv)

∂v
(v − 0) +

2uM
π

arctan

(
0

2uM

)
=

v

1 + [πInv/(2uM )]
2 = (1− φn)v,

(14)
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其中, 0 < Ii−1 < 1, 0 < In < 1, φi−1 = [πIi−1αi−1/(2Ai−1)]
2
/[1 + (πIi−1αi−1/(2Ai−1))

2
] 和 φn =

[πInv/(2uM )]
2
/[1 + (πInv/(2uM ))

2
]. 显然, φi−1 和 φv 满足 0 < φi−1, φv < 1.

注释5 文献 [17] 中所提出的控制策略需预先离线计算 φi 和 φv 的最大值以避免控制器奇异值

问题, 给控制器设计带来了不便, 不便于工程实现. 本文所提出的基于 NBLF 的控制策略将在 Back-

stepping 的每一步设计中引入 Nussbaum 函数来解决此问题.

3.2 基于 RBFNN 的干扰观测器设计

采用如下 RBFNN 来逼近系统中未知非线性函数 fi(·):

fi(x̄i, xi+1) = γ−1
i W ∗T

i Φi(x̄i, xi+1) + γ−1
i εi, i = 1, . . . , n, (15)

其中, γi > 0为待设计的参数, εi 表示最优逼近误差. 为消除控制对象非仿射纯反馈特性会引起的 “代

数环” 问题, 引入如下滤波信号 [26]:

xi+1,f = HL(s)xi+1 ≈ xi+1, i = 1, . . . , n, (16)

其中 HL(s) = a0/(s
n + an−1s

n−1 + · · ·+ a1s+ a0) 表示 Butterworth 低通滤波器, 其截止频率 ωc =

1 rad/s,相应的滤波器参数可参见文献 [26]. 由于大部分执行机构都具有低通特性,因此采用滤波信号

xi+1,f 替换 RBF 基函数 Φi(·) 输入向量中的 xi+1 解决 “代数环” 问题是合理可行的 [26].

将式 (11) 和 (13) 代入式 (1) 并结合式 (15) 可得

ẋi = γ−1
i W ∗T

i Φi(x̄i, xi+1,f ) + xi+1 +Di, i = 1, . . . , n− 1,

ẋn = γ−1
n W ∗T

n Φn(x̄n, xn+1,f ) + ηv +Dn,
(17)

其中, Di = γ−1
i εi + γ−1

i W ∗T
i [Φi(x̄i, xi+1)− Φi(x̄i, xi+1,f )] + di(t), i = 1, . . . , n − 1 和 Dn = γ−1

n εn +

∆u+γ−1
n W ∗T

n [Φn(x̄n, u)− Φn(x̄n, xn+1,f )]+dn(t)表示系统的复合扰动.根据假设 2和引理 5可知,复

合扰动 Di 及其变化率是有界的, 即 ∣∣∣Ḋi

∣∣∣ 6 θi, i = 1, . . . , n, (18)

其中, θi 是未知的正常数. 为进一步抑制未知的复合扰动对闭环系统的跟踪性能和稳定性的影响, 设

计如下的 NDO 以实现对复合扰动 Di 的在线估计.

D̂i = Zi + γixi, i = 1, . . . , n,

Żi = −ŴT
i Φi(x̄i, xi+1,f )− γi

(
xi+1 + D̂i

)
, i = 1, . . . , n − 1,

Żn = −ŴT
n Φn(x̄n, xn+1,f )− γn

(
ηv + D̂n

)
,

(19)

其中, D̂i 是 Di 的估计值, Ŵi 为参数 W ∗
i 的估计值, Zi 为观测器辅助系统状态. 定义 D̃i = Di − D̂i

和 W̃i =W ∗
i − Ŵi, 根据式 (19) 设计的 NDO, 可推导出

˙̃Di = Ḋi − ˙̂
Di = Ḋi − W̃T

i Φi(x̄i, xi+1,f )− γiD̃i, i = 1, . . . , n. (20)
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3.3 控制器设计及稳定性分析

本小节基于所设计的 NDO 和 BLF, 使用 Backstepping 方法来设计鲁棒自适应抗干扰控制器.

步骤 1. 令 z1 = x1−yd, z2 = x2−η1,依据式 (11)可将 η1定义为 η1 = (2A1/π) arctan [πα1/(2A1)],

其中, α1 为第 1 子系统待设计的虚拟控制律, 参数 A1 和 kb2 的值可依据注释 4 确定. 根据式 (14) 和

(17) 可得

ż1 = γ−1
1 W ∗T

1 Φ1(x̄1, x2,f ) + z2 + (1− φ1)α1 +D1 − ẏd, (21)

其中 0 < φ1 < 1. 为第 1 个子系统设计如下虚拟控制律:

α1 = N(ς1)ϖ1, ϖ1 = κ1z1 − ẏd − ρ−1ρ̇z1 +
ρ2z1

2(ρ2 − z21)
2 + γ−1

1 ŴT
1 Φ1(x̄1, x2,f ) + D̂1, (22)

其中, κ1 > 0 为设计参数, ρ 为注释 1 中定义的性能函数且满足 |z1(0)| < kb1 和 ρ0 = kb1 = kc1 − A0.

参数自适应设计律为

ς̇1 = ρ2z1ϖ1/
(
ρ2 − z21

)2
,

˙̂
W 1 = Λ1

[
γ−1
1 ρ2z1

(ρ2 − z21)
2Φ1(x̄1, x2,f )− λ1Ŵ1

]
, (23)

其中, λ1 > 0 和 Λ1 = ΛT
1 > 0 为设计参数.

步骤 2. 令 z3 = x3−η2,依据式 (11)可将 η2 定义为 η2 = (2A2/π) arctan [πα2/(2A2)],其中, α2 为

第 2 子系统待设计的虚拟控制律, 设计参数 A2 和 kb3 的值可依据注释 4 确定. 为消除 Backstepping

的 “计算膨胀” 问题, 利用如下的一阶滑模微分器获取 η̇1 的估计信号:

ξ̇20 = ϑ20 = −ϵ20|ξ20 − η1|0.5sgn(ξ20 − η1) + ξ21,

ξ̇21 = −ϵ21sgn(ξ20 − η1),
(24)

其中, ϵ20 和 ϵ21 为设计的正常数, ξ20, ξ21 和 ϑ20 为微分器的状态变量. 根据引理 4 可得

η̇1 = ϑ20 + ψ2, (25)

其中, ψ2 为微分器估计误差且有界, 即存在正常数 ψ̄2 使得 |ψ2| 6 ψ̄2. 结合式 (14), (17) 和 (25) 并对

z2 = x2 − η1 关于时间 t 求导可得

ż2 = γ−1
2 W ∗T

2 Φ2(x̄2, x3,f ) + z3 + (1− φ2)α2 +D2 − ϑ20 − ψ2, (26)

其中 0 < φ2 < 1. 为第 2 个子系统设计如下虚拟控制律:

α2 = N(ς2)ϖ2, ϖ2 = κ2z2 − ϑ20 +
k2b2z2

(k2b2 − z22)
2 + γ−1

2 ŴT
2 Φ2(x̄2, x3,f ) + D̂2 +

ρ2z1(k
2
b2

− z22)
2

k2b2(ρ
2 − z21)

2 , (27)

其中 κ2 > 0 为设计参数. 参数自适应设计律为

ς̇2 = k2b2z2ϖ2/
(
k2b2 − z22

)2
,

˙̂
W 2 = Λ2

[
γ−1
2 k2b2z2

(k2b2 − z22)
2Φ2(x̄2, x3,f )− λ2Ŵ2

]
, (28)

其中 λ2 > 0 和 Λ2 = ΛT
2 > 0 为设计参数.
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步骤 i = 3, . . . , n− 1. 令 zi = xi − ηi−1 和 zi+1 = xi+1 − ηi, 依据式 (11) 可将 ηi−1 和 ηi 定义为

ηi−1 = (2Ai−1/π) arctan [παi−1/(2Ai−1)] , ηi = (2Ai/π) arctan [παi/(2Ai)], 其中, αi 为第 i 子系统待设

计的虚拟控制律, 参数 Ai 和 kbi+1 的值可依据注释 4 确定. 同样, 类似步骤 2, 根据引理 4 可得

η̇i−1 = ϑi0 + ψi, (29)

其中, |ψi| 6 ψ̄i, ψ̄i 为正常数. 结合式 (14), (17) 和 (29) 并对 zi 关于时间 t 求导可得

żi = γ−1
i W ∗T

i Φi(x̄i, xi+1,f ) + zi+1 + (1− φi)αi +Di − ϑi0 − ψi, (30)

其中 0 < φi < 1. 为第 i 个子系统设计如下虚拟控制律:

αi = N(ςi)ϖi, ϖi = κizi − ϑi0 +
k2bizi

(k2bi − z2i )
2 + γ−1

i ŴT
i Φi(x̄i, xi+1,f ) + D̂i +

k2bi−1
zi−1(k

2
bi
− z2i )

2

k2bi(k
2
bi−1

− z2i−1)
2 ,

(31)

其中 κi > 0 为设计参数. 参数自适应设计律为

ς̇i = k2biziϖi/
(
k2bi − z2i

)2
,

˙̂
W i = Λi

[
γ−1
i k2bizi

(k2bi − z2i )
2Φi(x̄i, xi+1,f )− λiŴi

]
, (32)

其中 λi > 0 和 Λi = ΛT
i > 0 为设计参数.

步骤 n. 类似步骤 2, 根据引理 4 可得

η̇n−1 = ϑn0 + ψn, (33)

其中 |ψn| 6 ψ̄n, ψ̄n 为正常数. 结合式 (14), (17) 和 (33) 并对 zn = xn − ηn−1 关于时间 t 求导可得

żn = ẋn − η̇n−1 = γ−1
n W ∗T

n Φn(x̄n, xn+1,f ) + (1− φn)v +Dn − ϑn0 − ψn, (34)

其中 0 < φn < 1. 为系统设计如下的自适应控制律 v:

v = N(ςn)ϖn, ϖn = κnzn − ϑn0 +
k2bnzn

(k2bn − z2n)
2 + γ−1

n ŴT
n Φn(x̄n, xn+1,f ) + D̂n +

k2bn−1
zn−1(k

2
bn

− z2n)
2

k2bn(k
2
bn−1

− z2n−1)
2 ,

(35)

其中 κn > 0 为设计参数. 参数自适应设计律为

ς̇n = k2bnznϖn/
(
k2bn − z2n

)2
,

˙̂
Wn = Λn

[
γ−1
n k2bnzn

(k2bn − z2n)
2Φn(x̄n, xn+1,f )− λnŴn

]
, (36)

其中 λn > 0 和 Λn = ΛT
n > 0 为设计参数.

定理1 对系统 (1) 在满足假设 1∼3 的前提下, NDO 为式 (19) 的形式, 参数自适应律设计为式

(23), (28), (32)和 (36)的形式,则在所设计的鲁棒自适应抗干扰控制器 (35)的作用下,闭环系统满足指

标: (1)系统的输出信号 y跟踪期望轨迹 yd 的同时,闭环系统中所有信号有界; (2)跟踪误差 z1 = y−yd
满足预定的稳态和瞬态性能指标约束需求; (3) 系统所有状态满足预定的约束需求, 即 |xi| < kci .

证明 结合式 (7) 和 (8) 中定义的 Vb1 和 Vbi , 考虑如下的 Lyapunov 函数:

V = Vb1 +
n∑

i=2

Vbi + 0.5
n∑

i=1

W̃T
i Λ−1

i W̃i + 0.5
n∑

i=1

D̃2
i . (37)
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对式 (37) 两边关于时间 t 求导并结合式 (7), (8), (20), (21), (26), (30) 和 (34) 可得

V̇ =
ρ2z1

(ρ2 − z21)
2

[
γ−1
1 W ∗

1
TΦ1(x̄1, x2,f ) + z2 + (1− φ1)α1 +D1 − ẏd − ρ−1ρ̇z1

]
− W̃T

1 Λ−1
1

˙̂
W 1

+

n−1∑
i=2

k2bizi

(k2bi − z2i )
2

[
γ−1
i W ∗

i
TΦi(x̄i, xi+1,f ) + zi+1+(1− φi)αi +Di − ϑi0 − ψi

]
− W̃T

i Λ−1
i

˙̂
W i

+
k2bnzn

(k2bn − z2n)
2

[
γ−1
n W ∗

n
TΦn(x̄n, xn+1,f )+(1− φn)v +Dn − ϑn0 − ψn

]
− W̃T

n Λ−1
n

˙̂
Wn

+

n∑
i=1

D̃i

[
Ḋi − W̃i(x̄i, xi+1,f )− γiD̃i

]
. (38)

根据式 (22), (23), (27), (28), (31), (32), (35) 和 (36) 可将式 (38) 进一步表述为

V̇ =− κ1ρ
2z21

(ρ2 − z21)
2 + [(1− φ1)N(ς1) + 1] ς̇1 +

ρ2z1D̃1

(ρ2 − z21)
2 − ρ4z21

2(ρ2 − z21)
4 + λ1W̃

T
1 Ŵ1 −

κ2k
2
b2
z22

(k2b2 − z22)
2

+ [(1− φ2)N(ς2) + 1] ς̇2 +
k2b2z2z3

(k2b2 − z22)
2 −

k4b2z
2
2

(k2b2 − z22)
4 +

k2b2z2D̃2

(k2b2 − z22)
2 −

k2b2z2ψ2

(k2b2 − z22)
2 + λ2W̃

T
2 Ŵ2

+
n−1∑
i=3

[
−

κik
2
bi
z2i

(k2bi − z2i )
2 + [(1− φi)N(ςi) + 1] ς̇i −

k4biz
2
i

(k2bi − z2i )
4 +

k2blziD̃i

(k2bi − z2i )
2 −

k2biziψi

(k2bi − z2i )
2 + λiW̃

T
i Ŵi

]

+

n−1∑
i=3

−
k2bi−1

zi−1zi

(k2bi−1
− z2i−1)

2 +

n−1∑
i=3

k2bizizi+1

(k2bi − z2i )
2 −

k2bn−1
zn−1zn

(k2bn−1
− z2n−1)

2 −
κnk

2
bn
z2n

(k2bn − z2n)
2 + [(1−φn)N(ςn)+1] ς̇n

−
k4bnz

2
n

(k2bn − z2n)
4 +

k2bnznD̃n

(k2bn − z2n)
2 −

k2bnznψn

(k2bn − z2n)
2 + λnW̃

T
n Ŵn +

n∑
i=1

D̃i

[
Ḋi − W̃i(x̄i, xi+1,f )− γiD̃i

]
.

(39)

考虑引理 5 并利用 Young’s 不等式可得

ρ2z1D̃1/
(
ρ2 − z21

)2 6 0.5ρ4z21/
(
ρ2 − z21

)4
+ 0.5D̃2

1, (40)

λiW̃
T
i Ŵi 6 −0.5λiW̃

T
i W̃i + 0.5∥W ∗

i ∥
2 6 −0.5λiW̃

T
i W̃i + 0.5λiw̄

2
i , i = 1, . . . , n, (41)

k2biziD̃i/
(
k2bi − z2i

)2 6 0.5k4biz
2
i /
(
k2bi − z2i

)4
+ 0.5D̃2

i , i = 2, . . . , n, (42)

− k2biziψi/
(
k2bi − z2i

)2 6 0.5k4biz
2
i /
(
k2bi − z2i

)4
+ 0.5ψ̄2

i , i = 2, . . . , n, (43)

− D̃iḊi 6 0.5D̃2
i + 0.5θ2i , −D̃iW̃

T
i Φi(x̄i, xi+1,f ) 6 0.5ϱiϕ̄

2
if D̃

2
i+0.5W̃T

i W̃i/ϱi, i = 1, . . . , n, (44)

其中, ϱi > 0为设计参数, ϕ̄if 和 w̄i为正常数. 对任意的 z1和 zi, i = 2, . . . , n满足 |z1| < ρ和 |zi| < kbi ,

如下不等式成立:

z21
ρ2 − z21

6 z21
ρ2 − z21

ρ2

ρ2 − z21
=

ρ2z21

(ρ2 − z21)
2 ,

z2i
k2bi − z2i

6 z2i
k2bi − z2i

k2bi
k2bi − z2i

=
k2biz

2
i

(k2bi − z2i )
2 . (45)

将式 (40)∼(45) 代入式 (39) 可得

V̇n 6 − κ1z
2
1

(ρ2 − z21)
−

∑n

j=2

κjz
2
j

k2bj − z2j
− 1

2

n∑
j=1

(2γj − 2− ϱj ϕ̄
2
jf )D̃

2
j −

1

2

n∑
j=1

(
λj −

1

ϱj

)
W̃T

j W̃j

641



陈龙胜等: 多约束纯反馈非线性系统鲁棒自适应抗干扰控制

+
n∑

j=1

[(1− φj)N(ςj) + 1] ς̇j +
1

2

n∑
j=1

θ2j + λjw̄
2
j +

1

2

n∑
j=2

ψ̄2
j

6 −CV +M+
n∑

j=1

[(1− φj)N(ςj) + 1] ς̇j , (46)

其中, C =: minj=1,...,n(2κj , 2γj − 2− ϱj ϕ̄
2
jf , λj − ϱ−1

j ), M = 0.5
∑n

j=1 θ
2
j + λjw̄

2
j +0.5

∑n
j=2 ψ̄

2
j . 为保证

系统稳定, 参数 κj , γj , ϱj 和 λj 的选取需满足 2γj − 2− ϱj ϕ̄
2
jf > 0 和 λj − ϱ−1

j > 0. 式 (46) 两边同时

乘以 eCt 并在 [0, t] 内积分可得

0 6 Vn 6M/C + Vn(0) + e−Ct
n∑

j=1

∫ t

0

[(1− φj)N(ςj) + 1] ς̇je
Cτdτ . (47)

根据引理 1 可知 (1− φj)N(ςj) + 1 也为 Nussbaum 函数, 再依据引理 2 和 3 可得
∫ t

0
[(1− φj)N(ςj)

+1]ς̇jdτ, Vj , W̃j , D̃j , zj 和 zj 在 [0,+∞) 内有界. 令 H 为
∑n

j=1 |[(1− φj)N(ςj) + 1] ς̇j | 的上界, 式 (46)

可表述为

V̇n 6 −CV + δ, (48)

其中, δ = M +H. 因此, 根据参考文献 [1] 中的引理 1 可知在初始误差满足 |zi(0)| < kbi , i = 1, . . . , n

的前提下, λ̄ 和 zi 必满足 |λ̄| < 1 (即 |z1| < ρ) 和 |zi| 6 kbi , i = 2, . . . , n. 再依据坐标变换 (12) 可知系

统的所有状态满足预定的约束需求, 即 |xi| < kci , i = 1, . . . , n.

4 仿真研究

本节将通过数值仿真验证所提出控制策略的有效性. 考虑如下二阶纯反馈非线性系统:

ẋ1 = f1(x1, x2) + d1(t),

ẋ2 = f2(x1, x2, u) + d2(t),

y = x1,

(49)

其中, f1(x1, x2) = (1− e−x1)/(1 + e−x1) + x32 + x2e
−1−x2

1 , f2(x1, x2, u) = x21 + 0.15u3 + χ(1 + x22)u +

sin(0.1u), χ = 0.1, d1(t) = 0.5 sin(2t) 和 d2(t) = 0.3e−3t cos(t), 系统的初始状态为 x0 = [0.05, 0]T.

在仿真时,系统的期望信号为 yd = 0.5 sin(t/5),且要求系统状态和控制输入满足约束 |x1| < kc1 =

0.6, |x2| < kc2 = 0.9 和 |uM | < 5, 稳态跟踪误差不超过 0.01, 跟踪误差收敛速度不低于 e−3t. 为保

证所有约束均能满足, 性能函数及约束边界参数设计为 ρ(t) = (kb1 − 0.005)e−4t + 0.005, kb1 = 0.1 和

kb2 = 0.3, 再根据注释 4 可十分容易地将参数 A0 和 A1 选为 A1 = 0.5 和 A2 = 0.6. 显然, 期望信号和

所设计的参数满足 |yd| 6 A0, |z1(0)| < kb1 和 |z2(0)| < kb2 .

为了更好地说明本文所设计控制器的有效性, 在仿真时, 将本文所设计的基于 NN+NDO+NBLF

的抗干扰控制策略分别与基于 NN和 NN+NDO的控制策略进行对比仿真,控制器的自适应参数的初

始值选为 ς1(0) = ς2(0) = 0 和 Ŵ1(0) = Ŵ2(0) = 0, 其他参数如表 1 所示, 仿真结果如图 1∼6 所示.

图 1 和 2 为跟踪结果及跟踪误差曲线, 系统的状态变化情况在图 1 和 3 中给出, 图 4 表示系统

控制输入曲线, 图 5 给出了神经网络权值变化曲线, 图 6 为复合扰动的估计值的变化情况. 显而易

见, 仿真结果表明本文所提出的基于 NN+NDO+NBLF 的抗干扰控制策略既能满足状态和输入饱和
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表 1 控制器参数

Table 1 The parameters of controllers

NN NN+NDO NN+NDO+NBLF

γ1 = 100, κ1 = 50

λ1 = 0.5,Λ1 = diag{100}

γ2 = 50, κ2 = 50

λ1 = 0.1,Λ1 = diag{100}

ϵ20 = 2, ϵ21 = 4

γ1 = 10, κ1 = 150

λ1 = 0.5,Λ1 = diag{50}

γ2 = 50, κ2 = 50

λ1 = 0.1,Λ1 = diag{100}

ϱ1 = ϱ2 = 100, ϵ20 = 2, ϵ21 = 4

γ1 = 10, κ1 = 150

λ1 = 0.2,Λ1 = diag{15}

γ2 = 5, κ2 = 5.5

λ1 = 0.1,Λ1 = diag{25}

ϱ1 = ϱ2 = 10, ϵ20 = 2, ϵ21 = 4
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图 1 (网络版彩图) 跟踪结果

Figure 1 (Color online) Tracking results

图 2 (网络版彩图) 跟踪误差 z1 = y − yd

Figure 2 (Color online) Tracking error z1 = y − yd
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图 3 (网络版彩图) 状态 x2

Figure 3 (Color online) The state x2

图 4 (网络版彩图) 控制输入 v

Figure 4 (Color online) Actual control v

约束的需求, 又能保证系统的跟踪误差满足预定的稳态及动态跟踪性能约束需求, 然而, 基于 NN 和

NN+NDO 的控制策略难以保证这些约束同时得到满足.
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图 5 (网络版彩图) 神经网络权值向量范数

Figure 5 (Color online) Norm of NN weights

图 6 (网络版彩图) 干扰估计值

Figure 6 (Color online) Estimation of disturbances

0 5 10 15 20 25
−1.0

−0.5

0

0.5

1.0

t (s)

y

Normal

Parameter variations and actuator fault

0.20.250.3
0.05

0.06

0.07

z 1
=
y 
−
y d

0 5 10 15 20 25
−0.10

−0.05

0

0.05

0.10

t (s)

Normal

Parameter variations and actuator fault

图 7 (网络版彩图) 鲁棒性验证时仿真结果

Figure 7 (Color online) Tracking results for robustness
verification

图 8 (网络版彩图) 鲁棒性验证时跟踪误差

Figure 8 (Color online) Tracking error for robustness ver-
ification

为验证所提出控制方法的鲁棒性, 进一步考虑系统存在如下参数摄动和执行机构故障的情形:

χ =

 0.1, t 6 15 s,

0.5, t > 15 s,
d1(t) =

 0.5 sin(2t), t 6 10 s,

0.8 sin(2t), t > 10 s,
d2(t) =

 0, t 6 5 s,

0.3e−3t cos(t), t > 5 s,

uF (t) = (1− ϕ(t))u(t), ϕ(t) = 1− 1
1+ae−b(x) , t > tf ,

(50)

其中, b(x) 和 a > 0 分别为未知连续有界函数和未知常数, 表征在执行机构故障发生的 tf 时刻系统相

关参数的变化情况. 仿真时, 假设在 tf = 3 s 时执行机构发生故障, 且假设 b(x) = 2 + 0.01
√
cos(x1x2)

和 a = 1 [27], 控制器的其他参数选取与表 1 中的 NN+NDO+NBLF 情形一致. 仿真结果如图 7∼9 所

示. 根据仿真结果可知所提出的基于 NN+NDO+BLF 的鲁棒自适应抗干扰控制策略在系统具有参数

摄动和执行机构故障时仍具有很好的鲁棒性, 且能保证良好的控制效果.
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图 9 (网络版彩图) 鲁棒性验证时控制输入 v

Figure 9 (Color online) Actual control v for robustness verification

5 结论

本文针对一类具有外部动态干扰和多约束的不确定纯反馈非线性系统提出了基于 RBFNN, NDO

和 NBLF 的鲁棒自适应抗干扰 Backstepping 控制设计方案. 所提出的控制方案融合考虑系统状态受

限、输入饱和以及预设稳态和动态性能指标约束的需求,可保证闭环系统满足所有的约束. 同时,明确

考虑了系统的不确定性和外部时变干扰,在不确定性和外部干扰的综合影响下仍可保证闭环系统的稳

定性, 系统具有较好的抗干扰能力. 仿真结果表明了本文所提出的鲁棒自适应控制方案的可行性和有

效性.
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Adaptive robust anti-disturbance control for pure feedback non-
linear systems with multiple constraints
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Abstract To solve the control problem for a class of uncertain pure feedback nonlinear systems subjected

to external disturbances and multiple constraints, an adaptive robust control methodology is proposed based

on a disturbance observer. To handle unknown nonlinearity and external unknown disturbances, a nonlinear

disturbance observer is constructed based on a radial basis function neural network, which uses a Butterworth

low-pass filter to remove the algebraic loop problem. Then, to guarantee that the system can stably track the

desired trajectory under the state constraints, input saturation, and prescribed tracking performance constraints,

we developed a novel barrier Lyapunov function and a backstepping controller that combines an auxiliary bounded

function, a Nussbaum function, and a first-order sliding-mode differentiator. Subsequently, the stability of the

closed-loop system is rigorously proved by Lyapunov analysis. Finally, simulations are conducted to demonstrate

the effectiveness of the proposed approach.

Keywords radial basis function neural network, nonlinear disturbance observers, barrier Lyapunov function,

multiple constraints, pure feedback nonlinear systems
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