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摘要 本文针对一类具有执行器和状态约束的多输入多输出非线性系统, 研究了基于高阶滑模观测

器的滑模控制和稳定性分析问题.通过对该系统进行逆变换并考虑其控制输入系数矩阵的对合跨度分

布, 我们设计了一类高阶滑模观测器用于实现系统的状态估计, 其中, 采用鲁棒精确微分器分析了所

得误差估计系统的收敛性. 然后, 利用原系统的部分状态变量设计了二阶滑模控制律, 进而分别分析

了在执行器/状态无约束和硬约束情形下的系统有限时间稳定性, 同时, 依据最大吸引域和几何分析

法分析了系统状态在滑模阶段的运动轨迹. 最后, 通过两个仿真算例验证了本文所提出的控制方法的

有效性.
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1 引言

在实际控制系统中, 出于对物理硬件的安全、节省成本以及系统自身特征或人为需求的考虑, 系

统的输入或输出往往会受到某些约束, 如常见的执行器约束、系统状态约束、系统输出约束. 一方面,

受硬约束的系统变量的值通常被限制在一个预先规定的范围内,由此可以避免一些不理想的结果和硬

件损伤; 另一方面, 这些约束可能会降低系统的性能甚至带来复杂非线性项和不确定项, 为系统的分

析和综合带来困难. 目前, 针对如何处理执行器饱和问题, 已有大量的研究. 例如, 对于一类线性系统,

文献 [1, 2] 基于圆判据和 Popov 判据将执行器饱和作为强非线性, 利用二次和 Lur’e 型 Lyapunov 函

数分析了在饱和执行器下该控制系统的收敛域. Hu 等 [3, 4] 针对一类不确定线性系统采用多面体形式

来表示约束非线性项. 文献 [5] 利用多面体型约束研究了针对相对阶为二的单输入单输出非线性系统

的受限控制. 文献 [6, 7] 提出了一种基于模型预测控制的最优控制方法分别解决了离散系统和非线性
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系统中存在的约束问题.此外, 对于非线性系统,针对执行器饱和的其他控制方法有滑模控制 [8]、鲁棒

自适应控制 [9]、H∞ 控制 [10] 和基于观测器的控制 [11] 等方法.

滑模控制因其对匹配型不确定性、噪声和参数变化的强鲁棒性, 常用于不确定非线性系统的控制

器设计 [12, 13]. 通常, 在滑模控制系统中, 滑模控制器可以实现系统状态的快速收敛, 因此这也是导致

实际控制输入值较大的原因.同时,由于前面提到的物理限制,有时过大的控制输入对控制系统来说是

不现实的, 由此这也引发了我们对具有硬约束的滑模控制的思考. 为了解决该问题, 文献 [14] 通过考

虑系统状态受限的情况设计了一类特定的滑模面, 并且基于代数 Ricotta 方程和参数化 Lyapunov 函

数分析了滑模运动. 文献 [15] 提出了一种饱和超扭曲算法, 其中采用了正不变集的方法来避免高频切

换和有限环现象. 文献 [16] 针对受约束的滑模控制提出了一种几何分析方法, 并且详细介绍了在执行

器饱和的情况下如何分析滑模运动的最大吸引域. Ferrara等 [17] 分析了一类非线性不确定系统执行器

饱和情形下的次优二阶滑模控制, 并在文献 [18, 19] 中分析了执行器饱和以及状态受约束情形时的滑

模条件. 值得指出的是, 这些研究结果都假设了原控制系统状态是完全已知的. 然而在现实中, 许多控

制系统的状态通常是部分可测, 甚至完全不可测的. 因此, 对于此类实际控制问题, 本文将在系统状态

部分可测的情况下解决执行器饱和情形下的滑模控制问题.

滑模观测器由于其对于不确定性项的鲁棒性而被广泛用于估计控制系统的状态变量. 在很多控

制系统中都可以看到滑模观测器的使用, 例如含有不确定的机械系统 [20], 带未知输入的系统 [21] 和不

满足最小相位条件的系统 [22]. 为了简化高阶滑模观测器的设计, 通常根据控制输入得到系统的相对

阶 [23, 24], 例如 Levant 在文献 [25] 中提出了一种基于相对阶的鲁棒精确微分器, 随后有一些学者将其

进一步发展为用于状态估计 [26∼28] 和干扰估计 [29, 30] 的高阶滑模观测器. 值得一提的是, 目前尚缺乏

对多输入多输出系统基于高阶滑模观测器的饱和滑模控制与分析.

基于以上讨论, 本文将对含有不确定的非线性系统的状态估计和受限滑模控制问题进行研究. 相

比于现存的将鲁棒微分器直接用于状态估计的设计方法, 本文构造一种新的高阶滑模观测器, 并将鲁

棒精确微分器形式用于系统状态和观测器间的误差方程, 从而证明该误差系统的收敛性. 然后, 采用

基于高阶滑模观测器的二阶滑模控制律控制具有状态和输入受限的不确定非线性仿射系统,给出了该

系统在硬约束情形下滑模运动的几何分析,并提供了详细的执行器饱和以及状态约束情形下的滑模运

动的收敛域分析方法. 此外, 通过正不变集的方法得到一个保守性更低的收敛域边界条件. 具体来说,

本文的贡献包括如下 3 方面.

(1) 设计用于估计多输入多输出的高阶滑模观测器, 并且该观测器有利于滑模运动轨迹的分析;

(2)基于线性滑模面设计了二阶滑模控制器,并用于标准变换后的非线性仿射系统,该控制器保证

了闭环系统的有限时间的收敛性;

(3)基于文献 [16]中的几何分析方法分析了状态和执行器约束情形下的滑模运动轨迹的最大收敛

域, 并讨论了不同情形下系统状态的收敛性.

本文的结构安排: 第 2 节将给出不确定非线性仿射系统模型及其转换. 第 3 节将介绍基于高阶滑

模控制器的二阶滑模控制方法. 第 4 和 5 节分别表述了无约束情形下和硬约束情形下的滑模运动的

几何分析. 第 6 节将采用两个仿真案例对理论结果进行验证, 最后在第 7 节总结全文的工作.

符号说明. 在本文中, 符号 ∥ · ∥ 被用来表示向量或矩阵的 2- 范数. R, Rn 和 Rm×n 分别表示实

数的集合, 实数项的 n 维向量和实数项的 m× n 维矩阵. I 表示单位矩阵, 上标 T 和 −1 分别表示矩

阵的转置和逆运算. 对任意向量 s ∈ Rn, 符号函数 sign(s) 表示 [ sign(s1) sign(s2) · · · sign(sn) ]T, 其中
对于任意 si ∈ R (i = 1, 2, . . . , n), 如果 si(t) < 0,则 sign(si) = −1; 如果 si(t) = 0,则 sign(si) = (−1, 1);

如果 si(t) > 0,则 sign(si) = 1. 符号 λmax(·) (λmin(·)) 表示矩阵的最大 (最小) 特征值. a 6 b 表示
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ai 6 bi (i = 1, 2, . . . , n), 其中 ai 和 bi 分别表示向量 a ∈ Rn 和 b ∈ Rn 的第 i 个分量. E(P, ρ) = {x ∈
Rn : xT(t)Px(t) 6 ρ} 表示由正矩阵 P 和标量 ρ 定义的椭球体.

2 问题描述

2.1 多输入多输出系统的建模及其模型转换

考虑以下带有执行器饱和的多输入多输出非线性仿射系统:
ż(t) = a(z, t) +

m∑
j=1

bj(z, t)σ(uj(z, t)),

y(t) = h(z, t),

(1)

其中 z(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rm 分别表示系统状态变量, 控制输入和系统输出. σ(u(t)) ∈ Rm 表

示饱和状态下的实际控制输入. 对每个控制通道定义

u = [ u1 u2 · · · um ]T, σ(u) = [ σ1(u1) σ2(u2) · · · σm(um) ]
T,

其中 σj(uj) = sign(uj)min{uj max, |uj |}, umax = [u1max u2max · · · ummax]
T ∈ Rm. 另外, 在区域 Ω ⊂

Rn中定义光滑矩阵函数 a(z, t) ∈ Rn以及 b(z, t) = [ b1 b2 · · · bm ] ∈ Rn×m, h(z, t) = [ h1 h2 · · · hm ]T ∈
Rm. 对于所有的系统状态 z(t) ∈ Ω, 系统 (1) 相对于 u(t) 的相对阶 r = {r1, r2, . . . , rp}, 满足

LbjL
k
ahi(z, t) = 0, ∀ k = 1, 2, . . . , rj − 2,

LbjL
k
ahi(z, t) ̸= 0, k = rj − 1, ∀j = 1, 2, . . . ,m, i = 1, 2, . . . , p,

且 Lk
ahi(z, t) =

d(Lk−1
a hi(z,t))
dz(t) a(z, t) ∈ R, LbjL

k
ahi(z, t) =

d(Lk
ahi(z,t))
dz(t) bj(z, t) ∈ R, 保证在开集 Ω ⊂ Rn 中,

总相对阶
∑p

i=1 ri 6 n.

注释1 如果 r = n,则可以观测到全部系统状态. 若 r < n,则始终存在 n−r个函数,如 φr+1(z, t),

φr+2(z, t), . . ., φn(z, t), 使得映射 [31]

Φ(z, t) = col{h1(z, t), L
1
ah1(z, t), . . . , L

r1−1
a h1(z, t), . . . , hp(z, t), L

1
ahp(z, t),

. . . , Lrm−1
a hp(z, t), φr+1(z, t), . . . , φn(z, t)} ∈ Rn (2)

在 z(t) ∈ Ω̄ ⊂ Ω ⊂ Rn 的区域内是一个局部微分同胚.

基于相对阶的概念, 我们采用坐标变换 Φ(z) = [xT ςT]T : Rn → Rn [31], 得到

ẋi
1(t) = xi

2(t),

...

ẋi
ri−1(t) = xi

ri(t),

ẋi
ri(t) = fi(x, t) + gi(x, t)σ(u(x, t)), i = 1, . . . , p,

ς̇ = q(x, ς),

(3)

其中 x(t) = [x1(t) x2(t) · · · xp(t)]T ∈ Rr, xi(t) = [xi
1(t) xi

2(t) · · · xi
ri(t)]

T ∈ Rri , q(x, ς) =

[qr+1 qr+2 · · · qn]
T ∈ Rn−r, qi(x, ς) = Laφi(z, t), ς(t) = [φr+1 φr+2 · · · φn]

T ∈ Rn−r. 在逆
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变换 z = Φ−1(x, ς) 下可得 fi(x, t) = Lri
a hi(z, t), gi(x, t) = [Lb1L

ri−1
a hi(z, t) · · · LbmLri−1

a hi(z, t)],

i = 1, . . . , p. 其中 fi(x, t) 和 gi(x, t) 分别是 f(x, t) ∈ Rm 和 g(x, t) ∈ Rp×m 的第 i 行, f(x, t), g1(x, t),

. . ., gp(x, t) 是定义在 Rn 的开紧集上的光滑向量场.

假设1 ([19]) 状态约束为 |xi
j(t)| 6 αi

j , 其中 αi
j (i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , ri) 为已知正标量.

假设2 ([32]) 假定 f(x, t)和 g(x, t)分别由已知部分 f̄(x, t), ḡ(x, t)和未知的不确定部分 ∆f(x, t),

∆g(x, t) 来表示, 即 f(x, t) = f̄(x, t) + ∆f(x, t), g(x, t) = ḡ(x, t) + ∆g(x, t).

假设3 ([19]) 对于 i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . ,m,假设 |f̄i(x, t)| 6 Fi, |ḡij(x, t)| 6 Gij ,其中 Fi > 0

是矩阵 F ∈ Rm 的第 i 个分量, Gij > 0 是矩阵 G ∈ Rp×m 的第 i 行, 第 j 列.

假设4 ([31]) 非奇异分布 ∆ = span{g1(x), g2(x), . . . , gp(x)}是对合的,矩阵值函数 g(x, t)行满秩.

注释2 系统 (3) 是 Ω ⊂ Rn 域中 n 维光滑流形上的一个微分方程, 假设 4 表明方程 (3) 可积.

引理1 ([33]) 针对闭环控制系统 (3) 动力学 x(t), 考虑 Lyapunov 函数 V (x(t)), 若不等式 V̇ (x) +

αV (x) + βV γ(x) 6 0 成立, 其中 α > 0, β > 0, 0 < γ < 1, 则状态 x(t) 在有限时间内收敛到原点, 且该

有限时间

T 6 1

α(1− γ)
ln

αV 1−γ(x0) + β

β
,

其中 x0 是 x(t) 的初始状态.

引理2 ([2]) 考虑 Lyapunov函数 V (x(t)) = xT(t)Q−1x(t),其中状态向量 x(t) ∈ Rn,对称正定矩阵

Q ∈ Rn×n. 定义一个超平面 H := {x(t)|Hx(t) = r}, 其中向量 H ∈ R1×n, 标量 r > 0. 那么, 沿超平面

H 的 V (x(t))的最小值是 αr = r2

HQHT . 定义一个椭球面: E(Q−1, α) = {x(t) ∈ Rn : xT(t)Q−1x(t) 6 α}.
V (x(t))的 α-水平集合用 levαV = E(Q−1, α)表示. 假设动态系统的输入为 u(t) = Hux(t) ∈ Rm, 并定

义区域 Rr := {x(t) | |Hu,jx(t)| 6 rj , j = 1, 2, . . . ,m}, 其中 Hu,j 是 Hu ∈ Rm×n 的第 j 行. 那么, 存在

一个使得关于 V 的 α- 水平集在区域 Rr 内的充要条件是 α 6 αr, 其中

αr = min
j=1,2,...,m

r2j
Hu,jQHT

u,j

.

2.2 高阶滑模观测器的设计

精确鲁棒微分器可以直接作为状态观测器, 详细的公式可参考文献 [25, 27]. 在本文研究中, ˙̂xi
ri

中的输入提高了观测器 (4) 的估计速率. 根据假设 2 和 4, 基于 x1(t) = [ x1
1 x2

1 · · · xp
1
]T ∈ Rp 和

xi
1 = hi(Θ

−1(x, ζ)), 为系统 (1) 设计如下形式的高阶滑模观测器:

˙̂xi
1 = λi

1|xi
1 − x̂i

1|
ri−1

ri sign(xi
1 − x̂i

1) + x̂i
2,

˙̂xi
2 = λi

2|x̂i
2 − ˙̂xi

1|
ri−2

ri−1 sign(x̂i
2 − ˙̂xi

1) + x̂i
3,

...

˙̂xi
ri−1 = λi

ri−1|x̂i
ri−1 − ˙̂xi

ri−2|
1
2 sign(x̂i

ri−1 − ˙̂xi
ri−2) + x̂i

ri ,

˙̂xi
ri = λi

risign(x̂
i
ri − ˙̂xi

ri−1) + f̄i(x̂, t) + ḡi(x̂, t)σ(u(x̂, t)),

i = 1, 2, . . . , p,

(4)

其中 x̂i
j(t) 表示 xi

j(t) 的估计值 (i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , ri). 根据高阶滑模观测器 (4) 的动态方程,

下面的命题 1 证明了所设计的高阶滑模观测器能够准确地估计系统 (3) 的部分状态.
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命题1 根据文献 [25], 当参数选择适当时, 观测器 (4) 能够在有限时间内估计系统 (3) 的状态.

证明 将估计误差变量定义为 ei1 = xi
1−x̂i

1, e
i
2 = xi

2−x̂i
2, . . . , e

i
ri = xi

ri−x̂i
ri , ϱi(t) = ẋi

ri−(f̄i(x̂, t)+

ḡi(x̂, t)σ(u(x, t))) (i = 1, 2, . . . , p). 系统 (3) 与高阶滑模观测器 (4) 相减得到如下估计误差动态方程:

ėi1 = −λi
1|ei1|

ri−1

ri sign(ei1) + ei2,

ėi2 = −λi
2|ėi1 − ei2|

ri−2

ri−1 sign(ėi1 − ei2) + ei3,

...

ėiri−1 = −λi
ri−1|eiri−1 − ėiri−2|

1
2 sign(eiri−1 − ėiri−2) + eiri ,

ėiri = −λi
risign(ė

i
ri−1−eiri) + ϱi,

i = 1, 2, . . . , p.

(5)

根据文献 [25], 假设 |ϱi(t)| 6 L, 其中 L 为已知的正常数. 在没有误差 |ei1| 的情况下, 估计误差

eij (i = 1, 2, . . . , p; j = 2, 3, . . . , ri) 将在一个瞬态过程的有限时间内渐近收敛到零. 如果存在有界误差

|ei1| 6 εi, 则估计误差 eij 收敛到关于 εi 的有界区域内. 文献 [25] 给出了参数 λi
j 详细的选取方法, 并

由此可以得出估计误差是收敛的.

对于一些初始状态, 可以用 x̂(t) 替换 x(t) 来估计方程 (3) 中 ς̇ = q(x, ς) 的剩余状态 ς(t). 因

此, 状态 z(t) 可以通过估计 x̂(t) 和 ς(t) 来获得. 值得注意的是, 与文献 [27, 34] 的结果不同, 本文将

精确鲁棒微分器应用于所得到的误差系统 (5), 式 (4) 最后一行中所设计的 ˙̂xi
ri(t) 用来估计 f̄i(x̂, t) +

ḡi(x̂, t)σ(u(x̂, t)) 而不是 ẋi
ri(t), 这有助于第 3 节中的控制器 (8) 的设计. 第 3 节在高阶滑模观测器 (4)

的基础上, 设计了一个特定的控制器 u = u(x̂, t), 以此来对非线性仿射系统 (3) 的状态估计进行闭环

控制.

3 二阶滑模控制器设计

如文献 [35]所述,二阶滑模控制包括了超螺旋算法的优点,且可以处理更复杂的扰动.利用 (4)的

状态估计 x̂ = [x̂1, x̂2, . . . , x̂p], 本文设计了如下线性滑模面:

si(t) = Cix̂
i(t), (6)

其中, si(t) 是 s(t) = [s1(t) s2(t) · · · sp(t)]
T 的第 i 个分量, Ci = [ ci1 ci2 · · · ciri ], 标量 cij > 0, 且

x̂i(t) = [x̂i
1(t) x̂i

2(t) · · · x̂i
ri(t)]

T, i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , ri, 正定系数 cij 保证 ℓri + ciriℓ
ri−1 +

· · ·+ ci2ℓ+ ci1 是 Hurwitz 多项式. 此外, 为了方便起见, 将 ciri 表示为 cri . 本文中, 将矩阵 Cs 定义为

Cs = diag{cr1 , cr2 , . . . , crp}.

定理1 若存在正标量 η1, η2 和 η3 满足以下条件:

4η2η3I > (8η2 + 9η21)(C
T
s Cs)

−1, (7)

则在二阶滑模控制律 (8) 的作用下, 系统 (3) 在有限时间 Ts 内渐近稳定:

u = u(x̂, t) = unom(x̂, t) + ust(x̂, t), (8)

其中 unom(x̂, t) = −ĝ−1(x̂, t)(f̂(x̂, t) + C−1
s Π(x̂, t)), ust(x̂, t) = −ĝ−1(x̂, t)C−1

s (C−1
s s(t) + η1D(s(t))

×sign(s(t)) + v(t)), v̇(t) = −η2sign(s(t)) − η3s(t), 且 g+(x̂, t) , ḡT(x̂, t)(ḡ(x̂, t)ḡT(x̂, t))−1 ∈ Rm×p,
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D(s(t)) , diag{
√
|s1(t)|, . . . ,

√
|sm(t)|}, Π(x̂, t) , [ Π1 Π2 · · · Πp ]

T, Πi(x̂, t) ,
∑ri−1

j=1 cij x̂
i
j+1(t), ∀i =

1, 2, . . . ,m. v(t) , [ v1 v2 · · · vm ]T. 此外, 有限时间 Ts 的界为

Ts = max{T 1
s , T

2
s , . . . , T

p
s }, T i

s 6 2

γi
2

ln
γi
2

√
Vi(si,0) + γi

1

γi
1

, (9)

其中 γi
1 =

λmin(Q
i)
√

λmin(P i)

λmax(P i) , γi
2 = λmin(R

i)
λmax(P i) , si,0 是 si(t) 的初始状态.

证明 根据估计误差系统 (5), 进一步将式 (6) 写成

ẋi
ri−1(t) =

1

cri

si(t)−
ri−1∑
j=1

cijx
i
j(t) +

ri−1∑
j=1

cije
i
j(t)

 =
1

cri

si(t)−
ri−1∑
j=1

cij x̂
i
j(t)

 . (10)

对式 (6) 求导, 可以得到

ṡi(t) =

ri−1∑
j=1

cij ˙̂x
i
j(t) + cri

˙̂xri(t) = Πi(x̂, t) + Ψi(e
i(t)) + cri

(
f̄i(x̂, t) + ḡi(x̂, t)σ(u(x̂, t))

)
, (11)

且 Ψi(e
i(t)) ,

∑ri−1
j=2 cijλ

i
j |ėij−1−eij |

ri−j

ri−j+1 sign(ėij−1−eij)+criλ
i
risign(ė

i
ri−1−eiri)+ci1λ

i
1|ei1|

ri−1

ri sign(ei1).

根据命题 1, 滑模面能够在有限时间内收敛到零. 由于式 (12) 等号右侧是不连续的, 因此可以将它的

解理解为 Filippov [36] 意义上的解. 此外, 将不带饱和的控制器 (8) 代入式 (11), 得到

ṡi(t) = −c−1
ri si(t)− η1|si(t)|

1
2 sign(s(t)) + vi(t), v̇i(t) = −η2sign(si(t))− η3si(t).

定义 ξi(t) = [|si(t)|
1
2 sign(s(t))si(t)vi(t)]

T, 设计如下 Lyapunov 函数:

Vi(si(t)) = 2η2|si(t)|+ η3s
2
i +

1

2
(v2i (t) + ṡ2i (t)) = ξTi (t)P

iξi(t), (12)

P i , 1

2


4η2 + η21 η1c

−1
ri −η1

η1c
−1
ri 2η3 + c−2

ri −c−1
ri

−η1 −c−1
ri 2

 .

对式 (12) 求导 (见文献 [35]), 得到 V̇i(si(t)) = − 1

|si(t)|
1
2
ξTi (t)Q

iξi(t)− ξTi (t)R
iξi(t), 其中

Qi , η1
2


Qi

11 0 −η1

0 Qi
22 Qi

23

−η1 Qi
32 1

 , Ri ,


Ri

11 0 0

0 Ri
22 Ri

23

0 Ri
32 c−1

ri

 ,

Qi
11 = 2η2 + η21 , Q

i
22 = 2η3 + 5c−2

ri , Qi
23 = Q32 = −3c−1

ri , Ri
11 = (η2 + 2η21)c

−1
ri , Ri

22 = c−1
ri (η3 + c−2

ri ),

Ri
23 = Ri

32 = −c−2
ri . 如果矩阵 Qi > 0, Ri > 0,则 ξi(t)在有限时间内收敛到零,该结论可由式 (7)验证.

根据 ξi(t)的定义,得到 |si(t)|
1
2 6 ∥ξi(t)∥ 6

√
Vi(si(t))
λmin(P i) ,因为 si(t) ̸= 0和 ṡi(t) ̸= 0,可以将 V̇i(si(t))

进一步写为 V̇i(si(t)) 6 −λmin(Q
i)

|si(t)|
1
2
∥ξi(t)∥2 − λmin(R

i)∥ξ(t)∥2 6 −γi
1

√
Vi(si(t))− γi

2Vi(si(t)) < 0. 因此根

据引理 1, 在由式 (9) 给出的有限时间 Ts 中可以达到稳定状态 si(t) = ṡi(t) = 0. 系统 (10) 的状态收
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敛到零, 且 si(t) =
∑ri−1

j=1 cij x̂
i
j(t), ∀ i = 1, 2, . . .m. 易见, 可以通过适当选择式 (6) 中的系数 cij 来确

保 x̂i
j(t) 的渐近稳定性.

所以, 针对执行器饱和, 基于高阶滑模观测器的二阶滑模控制律设计步骤简述如下:

(1) 根据系统 (3) 的状态 x1, 采用高阶滑模观测器 (4) (含执行器饱和状态下的滑模控制律) 对系

统 (3) 剩余状态 x1
2, . . . , x

1
r1 , x

2
2, . . . , x

2
r2 , . . . , x

rp
p 进行估计;

(2) 由高阶滑模观测器 (4) 与系统模型 (3) 相减得到误差状态方程 (5), 观测器参数 λi
j , j =

1, . . . , ri, i = 1, . . . , p 的选取参考命题 1, 并根据文献 [25] 验证观测器收敛;

(3) 采用 (1) 得到的估计值 x̂ 设计滑模面 (6);

(4) 采用 (1) 得到的估计值 x̂ 和 (3) 中的滑模变量 s 设计二阶滑模控制律 (8), 参数选取参考

定理 1;

(5) 考虑执行器饱和情形 (σ(u)) 并将其作用于系统模型 (3) 和高阶滑模观测器 (4).

4 无约束情形下滑模运动的几何分析

接下来在滑模变量 s(t) (6) 的基础上, 利用方程 (10) 对相应的滑模运动进行几何分析. 本文将文

献 [16] 中的几何分析方法推广到了多输入多输出系统的二阶滑模控制器. 由于变量 s(t) 的分量是线

性独立的, 本文暂时选取其中一个分量 si(t) (i = 1, 2, . . . ,m) 进行分析. 因此, 从式 (6) 和 (10) 可得

ṡi(t) = − 1

cri
si(t)− η1|si(t)|

1
2 sign(si(t)) + vi(t),

v̇i(t) = −η2sign(si(t))− η3si(t), ∀ i = 1, 2, . . . , p. (13)

根据 si(t) 的结构, 引入以下辅助变量: Γ1,i(t) = vi(t)− 1
cri

si(t)− η1|si(t)|
1
2 sign(si(t)), Γ2,i(t) = vi(t) +

1
cri

si(t) + η2|si(t)|
1
2 sign(si(t)), 其中 Γ1,i(t) 和 Γ2,i(t) 分别为向量 Γ1(t) = [Γ1,1 Γ1,2 · · · Γ1,m]T ∈ Rm,

Γ2(t) = [Γ2,1 Γ2,2 · · · Γ2,m]T ∈ Rm 的第 i 个分量. 图 1 中的曲线 Γ1,i(t) = 0 和 Γ2,i(t) = 0 用虚线表

示. 假设滑模运动轨迹 (trajectory of sliding motion, TSM) 从原点 (0, vi(0)) 出发如图 1. 因为左半平

面与右半平面符号对称, 这里只讨论右半平面 (si, vi)的轨迹. 曲线 Γ1,i(t) = 0和 Γ2,i(t) = 0将平面分

为 4 个区域, 即

区域 1 : (vi(t) > 0,Γ1,i(t) > 0,Γ2,i(t) > 0), 区域 2 : (vi(t) > 0,Γ1,i(t) < 0,Γ2,i(t) > 0),

区域 3 : (vi(t) < 0,Γ1,i(t) < 0,Γ2,i(t) > 0), 区域 4 : (vi(t) < 0,Γ1,i(t) < 0,Γ2,i(t) < 0).

在本小节中, 由右半平面 si(t) > 0 得到 v̇i(t) < 0. 因此滑模运动轨迹接近线 si = 0. 接下来, 将分

析从 (0, vi(0)) 到 (0,−vi(t)) 滑模运动的 4 个步骤.

步骤 1 (S1): 假设轨迹从图 1 中的 (0, vi(0)) 进入第一象限. Γ1,i(t) > 0 表示 ṡi(t) > 0 且 v̇i(t) =

−η2sign(si(t)) − η3si(t) < 0. 在此考虑 “最坏情况” (v̇i(t) = 0), 由此可知, 从 vi(0) 开始的任何轨迹都

在 vi(t) = vi(0) 上. 此外, 轨迹在点 (si(t1),
1
cri

si(t1) + η1|si(t1)|
1
2 sign(si(t1))) 处到达曲线 Γ1,i(t) = 0,

其中 si(t1) = 4cri(2η
2
1 + 4vi(0)− 2η1

√
4crivi(0) + c2riη

2
1).

步骤 2 (S2): 本步骤中 Γ1,i(t) < 0 意味着 ṡi(t) < 0 和 v̇i(t) < 0. 因此设置 ṡi(t) = 0, 使得滑模运

动的所有轨迹都保持在图 1 中所示的垂直线的范围内, 因而轨迹在点 (si(t1), 0) 处到达 vi = 0.

为了减少计算, ṡi(t)的表达式将分别在区域 3和 4中简化,即 (1)如果 si(t)位于区域 3 (Γ2,i(t) >

0),则 ṡi(t) 6 2vi(t); (2)如果 si(t)位于区域 4 (Γ2,i(t) < 0),则 ṡi(t) 6 − 2
cri

si(t)−2η1|si(t)|
1
2 sign(si(t)),

也可在第四象限中表示为 ṡi(t) = max{2vi(t),− 2
cri

si(t)− 2η1|si(t)|
1
2 sign(si(t))}.
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图 1 (网络版彩图) 平面 (si, vi) 内的滑模运动轨迹

Figure 1 (Color online) TSM in plane (si, vi)

步骤 3 (S3): 一旦滑模运动轨迹进入区域 3, 用式 (13) 中的 v̇i(t) 求解 ṡi(t) = 2vi(t) 即可得到

v2i (t) = −η2 (si(t)− si(t1))−
η3
2
(s2i (t)− s2i (t1)). (14)

在点 (si(t2),− 2
cri

s(t2)−2η1|si(t2)|
1
2 sign(si(t2)))处轨迹到达曲线 Γ2,i(t) = 0. 在步骤 3中, vi(t)−vi(t2)

的表达式可以表示为 (F(si(t2), si(t1)) = 0)

F(si(t), si(t1)) =

(
1

c2ri
+

η3
2

)
s2i (t) +

2η1
cri

s
3
2
i (t) +

(
η21 + η2

)
si(t) +

η3
2
s2i (t1) + η2si(t1). (15)

步骤 4 (S4): 在区域 4 中, ṡi(t) = − 2
cri

si(t) − 2η1|si(t)|
1
2 sign(si(t)). 为了进一步简化计算, 定

义 τi = (η1cri)
2, 则 (1) 如果 si(t) > τi, 则 ṡi(t) 6 −4η1|si(t)|

1
2 sign(si(t)); (2) 如果 si(t) 6 τi, 则

ṡi(t) 6 − 4
cri

si(t). 基于以上讨论, 得到 ṡi(t) = max{− 4
cri

si(t), −4η1|si(t)|
1
2 sign(si(t))}. 在此步骤中,

我们将讨论 s(t2) > τi 和 s(t2) 6 τi 两种情况.

步骤 4.1 (S4.1): 如果 s(t2) > τi,则区域 4内有两个阶段 (参见图 1第四象限 (si, vi)中的点划线).

如果 si(t) ∈ [τi, s(t2)], 则 ṡi(t) = −4η1|si(t)|
1
2 sign(si(t)). 由此可得

vi(t) =
1

2η1

(η3
3
s

3
2
i (t) + η2s

1
2
i (t)

)
− Λ2(si(t2)), (16)

其中 Λ2(si(t2)) , η3

6η1
s

3
2
i (t2) +

1
cri

si(t2) + (η1 +
η2

2η1
)s

1
2
i (t2). 同时, 令 si(t3) = τi. 如果 si(t) ∈ [0, τi], 则

第 2 阶段 ṡi(t) = − 4
cri

si(t). 结合式 (13), 轨迹曲线的求解如下:

vi(t) =
cri
4

(
η2ln

(
si(t)

si(t3)

)
+ η3(si(t)− si(t3))

)
+ vi(t3). (17)
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根据式 (17), 当 si(t) 接近零时, vi(t) 趋于负无穷大.这意味着当 ṡi(t) = − 4
cri

si(t)时, 滑模运动轨迹无

法在有限时间内收敛到零. 将 vi(t) 的导数设为零, 因此当轨迹到达 si = 0 时, vi(t4) = vi(t3).

为了验证轨迹 vi(t) 的收敛性, 给出了以下定理.

定理2 如果下列条件成立, 轨迹 vi(t) 是有限时间收敛的:

η3
6η1

6 1

c2ri
+

η3
2
, η1 6 η21 + η2, 1 6 2η1, (18)

且 vi(t) 的初始状态满足

vi(0) ∈ ϑi
0 :=

{
V ∈ R | V =

1

cri
si(t1) + η1|si(t1)|

1
2 ,Λ1(si(t1)) 6 (η3η

3
1c

4
ri)/3 + η1η2c

2
ri

}
, (19)

其中 ϑi
0是 vi(0)的初始状态的集合, Λ1(si(t1)) , η3s

2
i (t1)+(2η2−η1)si(t1)−criη

2
1s

1
2
i (t1). 令 | vi(t4)vi(0)

| = θ1

(0 < θ1 < 1), 有限时间 T1 可计算得到

T1 6 1 + θ1
η2(1− θ1)

vi(0). (20)

证明 在步骤 4.1 中, 当 ||vi(t3)| − |vi(t2)|| 6 ||vi(t2)| − vi(t1)|, 可以得到轨迹 vi(t) 的有限时间收

敛性. 因为 (si(t2), vi(t2)) 取决于曲线 Γ2,i(t) = 0, 由式 (14)∼(16) 可以得到 Λ2(si(t2)) 6 1
cri

si(t1) +

η1s
1
2
i (t1) +

η3

6η1
τ

3
2
i + η2

2η1
τ

1
2
i . 在条件 (18) 下, 可以进一步得到

Λ2(si(t2)) 6 s
− 1

2
i (t2)

[(
1

c2ri
+

η3
2

)
s2i (t2) +

2η1
cri

s
3
2
i (t2) + (η21 + η2)si(t2)

]
6 τ−

1
2

(
2η2si(t1) + η3s

2
i (t1)

)
. (21)

因此, 式 (19) 可由式 (21) 得出. 此外, 式 (13) 意味着 −η2 − η3si(t1) 6 v̇i(t) 6 −η2. 考虑到上述不等

式的右侧, 得到 t4 6 1+θ1
η2

vi(0). 接着, 我们得到了总收敛时间 T1 6
∑∞

i=0 θ
i
1t4, 即式 (20).

步骤 4.2 (S4.2): 如果 si(t2) 6 τi, 则区域 4 内有一个阶段. 相应的分析类似于步骤 4.1 的第 2 种

情形, 在这一步骤变为 v̇i(t) = 0 和 vi(t
′
3) = vi(t

′
2). 在此情形下, 令 |vi(t3)

vi(0)
| = |vi(t

′
2)

vi(t1)
| = θ2. 由于 vi(t1)

和 vi(t
′
2) 分别位于曲线 Γ1,i(t) = 0 和 Γ2,i(t) = 0 上, 可以得到 0 < θ2 < 1. 这意味着滑模运动轨迹将

在有限时间 T2 6 1+θ2
η2(1−θ2)

vi(0) 内收敛到零. 其结果和证明可参考定理 2.

注释3 定理 1 给出了二阶滑模控制器 (8) 和高阶滑模观测器 (4) 的参数设计方法, 保证了滑模

轨迹是收敛的. 在此基础上,定理 2给出了在执行器和状态饱和的情况下滑模轨迹收敛域的分析结果,

使得从可行域内部开始的滑模运动轨迹保持在该区域内, 定理 1 得到的参数给出了收敛域的范围.

5 硬约束情形下滑模运动的几何分析

本节研究在平面 (si, vi) 和超平面 (si, vi, x̂
i) 上均有状态和输入限制的滑模运动轨迹的可容许区

域的范围. 考虑饱和控制器 (8) 以及代入变量 si(t) 的导数 (11) 可以得到

|Γ1,i(x̂, t)| 6 |cri (gi(x̂, t)umax+fi(x̂, t))+Πi(x̂, t)| . (22)

系统 (10) 的吸引域的情形将通过考虑状态 x̂i
j 是否受约束来讨论.
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5.1 状态硬约束的情形

根据假设 1 和 3, 滑模运动轨迹将受到饱和控制力和状态受限的约束. 其轨迹在图 1 中用黑色点

划线表示. 因此, 式 (22) 可以进一步写成

|Γ1,i(x̂, t)| 6 |criχi + βi|, (23)

其中 χi , Giumax + Fi, Gi , [Gi1 Gi2 · · · Gim], βi ,
∑ri−1

j=1 cijα
i
j+1 (i = 1, 2, . . . ,m). 为了避免由于将

状态 x̂i
j 作为假设 1 中的上限 αi

j 而导致的估计值偏大, 从而提出以下命题.

命题2 当下列条件成立时, 存在正标量 ρi < βi 使得 Πi(x̂, t) 的上界为 |Πi(x̂, t)| 6 ρi, 其中

ρi =
criχiκi+ci1α

i
1

1−κi
, κi < 1 (i = 1, 2, . . . ,m). κi 的证明和表达式详见附录.

注释4 ρi 相对于 βi 降低了上界估计值的保守性, 但由于 Lyapunov 函数 (12) 不是系统 (10) 的

最大正不变集函数, 因此 ρi 也不是 |Πi(x̂, t)| 的严格界限.

这里对 |Πi(x̂, t)| 的上界估计值的讨论告一段落, 接下来先对受约束的滑模运动轨迹的吸引域进

行分析.由于第一象限内的轨迹永远不会超过约束边界,因此,稍后仅讨论步骤 3和 4的部分 (见下文

阶段 1, 2.1 和 2.2). 滑模运动轨迹不会违反约束条件, 即

vi(si(t)) > vc(si(t)), (24)

其中 vi(si(t)) 取决于它所处的区域, 根据式 (23) 和命题 2, 给出 vc(si(t)) 如下:

vc(si(t)) =
1

cri
si(t) + η1|si(t)|

1
2 − criχi − ρi. (25)

si(t1) 可以作为吸引域体积的度量, 其最大值将在阶段 1, 2.1 和 2.2 中讨论, 分别对应于区域 4 的步

骤 3, 4.1 和 4.2. 在式 (24) 的约束下, 以及阶段 1, 2.1 和 2.2 中提到的 ϕi,1, ϕi,2, ϕi,3 条件下, 将 ϕi 表

示为 si(t1) 的值. 目标是在步骤 3 和 4 的约束条件下, 求出滑模运动轨迹的最大值.

根据步骤 4 的讨论, 获得最大值 ϕi 的方法表述如下.

阶段 1: 在本阶段中, 对于 si(t) > Si, vi(t) 由式 (14) 在步骤 3 给出. 结合 (14), (24) 和 (25), 求解

最大值 ϕi,1 的问题转换成以下的数学求解:

ϕi,1 = max
ϑ1>0

{
ϑ1 ∈ R | vi (si(t), ϑ1) > vc(si(t)), si(t) ∈ [0, ϑ1]

}
, (26)

其中 vi(si(t), ϑ1) =
√
η2(ϑ1 − si(t)) +

η3

2 (ϑ2
1 − s2i (t)).

注释5 Si 表示 vc(si(t)) 与 Γ2,i(t) 的交点的横坐标值, 由此可以看出 Si 不小于 si(t2). 在区间

[si(t2), Si], 滑模运动轨迹仍位于步骤 3, 无论 si(t2) > τi 与否, 其导数 ṡi(t) = 2vi(t). 因此, 为了简化

分析, 可以通过考虑两种情况来讨论阶段 2, 即 Si > τi 和 Si 6 τi.

阶段 2.1: 当 Si > τi 时, 需要将步骤 4.1 的两个情况与 vc(si(t)) 进行比较.

若 si(t) ∈ [τi, si(t2)], 结合式 (24) 以及式 (16) 中定义的 vi(si(t)), 求解吸引域最大值的问题可转

换成

ϕi,2 = max
ϑ2>0

{
ϑ2 ∈ R | vi(si(t), si(t2)) > vc(si(t)),F(si(t2), ϑ2) = 0, si(t) ∈ [τi, si(t2)]

}
, (27)

其中, 在优化过程中 si(t2) 的值由 ϑ2 确定.
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图 2 在空间 (si, vi, x̂
i
2) 内的滑动模运动轨迹

Figure 2 TSM in space (si, vi, x̂
i
2)

若 si(t) ∈ [0, τi], 则参考步骤 4.1 的分析. 当 si(t) ∈ [0, τi] 且 vi(t4) = vi(t3) 时, 满足条件 (27), 曲

线则永远不会穿过稳定区域. 综合阶段 1 和 2.1 的分析, 易得 ϕi = min{ϕi,1, ϕi,2}.
阶段 2.2: 当 Si 6 τi 时, 根据步骤 4.2 (vi(t

′
3) = vi(t

′
2)), 得到 ϕi = ϕi,1.

以上讨论集中在受状态和执行器约束的滑模运动轨迹的吸引域的分析,通过优化最大容许集的方

法描述具有硬约束的非线性仿射系统的吸引域.

5.2 状态无约束的情形

接下来将基于超平面 (si, vi, x̂
i) 考虑不需要 x̂i

j 边界的情形对滑模运动轨迹进行分析. 结合式

(11) 中变量 si(t) 导数以及饱和二阶滑模控制律 (8), 式 (23) 重写为 |Γ1,i(t)−Πi(x̂, t)| 6 criχi. 当

ri = 2 时, ∣∣Γ1,i(t)− ci1x̂
i
2(t)

∣∣ 6 ci2χi. (28)

由图 2 可以看出平面 (si, vi) 中的 x̂i
2(t) = 0, 位于第四象限中的 Γ1,i = −ci2χi 是约束面和平面 (si, vi)

的相交线之一. 当 x̂i
2(t) ̸= 0 时, 由式 (28) 定义的外边界将逐渐变为随 x̂i

2(t) 增大或减小的双曲抛物

面. 更具体地说, 方程 (25) 在每个平面 (si, vi, x̂
i
2) 中根据 x̂i

2(t) 而变化, 将其重写为 vc(t) =
1
cri

si(t) +

η1|si(t)|
1
2 − ci2x̂

i
2(t) − criχi. 因此, 根据边界 vc(t) 可以得到 ϕi(t), 在空间 (si, vi, x̂

i
2(t)) 中逐渐形成吸

引域的面. 此外, 式 (28) 意味着双曲抛物面有一个上限, 滑模运动轨迹将受到一个边界面的限制 (见

图 2 中的阴影部分).

此外, 当 ri > 2 时, 可以引入一些新的变量来构造基于超平面 (si, vi, x̂
i
2, . . . , x̂

i
ri) 的新边界. 例

如, 平面 (si, vi) 中的线边界 Γ1,i 是 si 和 vi 的函数, 空间 (si, vi, x̂
i
2) 中的面边界 Γ(si, vi, x̂

i
2) 是 Γ1,i
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和 x̂i
2 的函数. 当 ri = 3 时, 添加变量 x̂i

3 到与变量 si, vi 和 x̂i
2 线性无关的相位超平面. 因此, x̂i

3 和

Γ(si, vi, x̂
i
2) 可以在超平面 (si, vi, x̂

i
2, x̂

i
3) 中构造一些新的边界, 其中新的轴 x̂i

3 垂直于 Γ(si, vi, x̂
i
2) 每

个点的梯度. 在此, 省略了对相关滑模运动轨迹的分析, 其仍然是一个开放的问题, 将是未来进一步研

究的课题.

6 仿真实例

本节给出了两个仿真例子来说明所提出方法的有效性.

例1 在本例中, 通过与无约束控制的比较, 验证了所设计的硬约束控制的有效性. 考虑车辆系

统 [37], 将其表示为系统 (3) 的形式如下:


ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = x3(t),

ẋ3(t) = −2
ka
m

x2(t)x3(t)−
1

τ

[
x3(t) +

ka
m

x2
2(t)

]
+

u(t)

mτ
,

(29)

其中 x1(t), x2(t), x3(t), m, ka, τ 和 u 分别表示位置 (m), 速度 (m/s), 加速度 (m/s2), 车辆质量

(kg), 空气动力阻力系数, 发动机时滞 (s) 和油门指令输入 (N). 模拟实验中参数的数值为 m = 9 kg,

ka = 0.26, τ = 0.1 [37]. 在本例中, 设系统 (29) 的初始状态 x(0) = [ 0.1 0.1 0.1 ]T, 观测器 (4) 的初始状

态 x̂(0) = [ 0.2 0.2 0.2 ]T, 非线性仿射函数的不确定项 ∆f(x, t) = 0.01 sin(t), ∆g(x, t) = 0.01 cos(t). 控

制力的上限 umax = 5.0, 状态上限 α1 = α2 = α3 = 0.2.

根据定理 1, 高阶滑模观测器和二阶滑模控制器的增益设计如下.

(a) 高阶滑模观测器 (4) 的增益: λ1 = 0.3, λ2 = 0.15, λ3 = 0.11.

(b) 滑模面 (6) 的参数: c1 = c2 = 1, c3 = 0.02.

(c) 二阶滑模控制器 (8) 的增益: η1 = η2 = η3 = 1.

接下来, 滑模面 (6) 可以设计为 s(t) = x̂1(t) + x̂2(t) + 0.02x̂3(t), 控制器 (8) 给出如下:

u(x̂, t) = unom(x̂, t) + ust(x̂, t), (30)

其中 v̇(t) = −sign(s(t))− s(t), unom(x̂, t) = −45x̂2(t)− 36x̂3(t)− 0.052x̂2(t)x̂3(t) + 0.26x̂2
2(t), ust(x̂, t) =

−2250s(t)− 45|s(t)| 12 sign(s(t))− 45v(t).

对于所得到的闭环控制系统 (29), 图 3 描绘了执行器无任何约束情形下的状态轨迹, 图 4 描绘了

受执行器和状态约束的实际控制力下的状态轨迹. 从中可以看出, 在两种控制情况下, 闭环系统的状

态均可以在有限时间内渐近收敛到零. 饱和控制在将控制力约束在一定范围内的同时, 达到了比较理

想的控制效果.

例2 本例说明状态和控制输入受限的控制系统的滑模运动轨迹吸引域. 考虑非线性系统 [27]:

ż(t) = a(z, t) + b(z, t)u(t), (31)
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图 3 (网络版彩图) 无约束情形下的系统状态和控制变

量 (30)

Figure 3 (Color online) Trajectories of the states and
control forces (30)

图 4 (网络版彩图) 硬约束情形下的系统状态和控制

变量

Figure 4 (Color online) Trajectories of constrained states
and control forces

以及

a(z, t) =



−2z1(t)− z2(t)

z1(t)

−z33(t)− 2z3(t)− z4(t)

z3(t)

(z2(t)− 4) 2z5(t)+sin(x5(t))
2+cos(z5(t))


, b(z, t) =



1 0

0 0

0 1 + (2z5(t) + sin (z5(t)))
2

0 0

0 0


, u(t) =

 u1(t)

u2(t)

 ,

并且系统的输出为 y1(t) = h1(z, t) = z2(t), y2(t) = h2(z, t) = z4(t). 式 (31) 的相对阶为 r1 = 2 和

r2 = 2, 通过对式 (3) 坐标变换 [xT, ςT]T = Φ−1(z, t), 可以进一步重构为
ẋ1
1(t) = x1

2(t), ẋ1
2(t) = f1(x, t) + g1(x, t)u1(x, t),

ẋ1
2(t) = x2

2(t), ẋ2
2(t) = f2(x, t) + g2(x, t)u2(x, t),

ς̇(t) = (x1
1(t)− 4)ς(t),

(32)

其中根据式 (2) 通过选择 ς(t) = 2z5(t) + sin (z5(t)) 可得

f(x, t)=

L2
ah1

L2
ah2

=
 −2x1

2(t)− x1
1(t)

−(x2
2(t))

3 − x2
1(t)− 2x2

2(t)

 , g(x, t)=

Lb1Lah1 Lb2Lah1

Lb1Lah2 Lb2Lah2

=
 1 0

0 1 + ς2(t)

 .

非线性仿射系统的不确定性给出为∆f(x, t) = 0.01 [ sin(t) sin(t) ]T, ∆g(x, t) = 0.01diag{cos(t), cos(t)}.

仿真 1: 关于系统状态估计和控制的仿真. 系统 (31) 的初始状态设为 x1(0) = [0.1 0.1]T, x2(0) =

[0.1 0.1]T, ς(0) = 0.1, 观测器初始状态设为 x̂1(0) = [0.5 0.5]T, x̂2(0) = [0.5 0.5]T, ς̂(0) = 0.5. 输入上限

设为 umax = [0.2 0.2]T.

根据定理 1, 高阶滑模观测器和二阶滑模控制器的增益设计如下.

(a) 高阶滑模观测器 (4) 的增益: λ1
1 = λ2

1 = 0.15, λ1
2 = λ2

2 = 0.11.
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图 5 (网络版彩图) 无约束情形下的估计误差和相应控

制变量

Figure 5 (Color online) Trajectories of the estimation er-
rors and corresponding control forces without constraints

图 6 (网络版彩图) 硬约束情形下的估计误差和控制

变量

Figure 6 (Color online) Trajectories of the estimation er-
rors and corresponding constrained control forces

(b) 滑模面 (6) 的参数: c11 = c21 = 1, c12 = c22 = 1.5.

(c) 二阶滑模控制器 (8) 的增益: η1 = η2 = 1, η3 = 2.

接下来, 滑模面 (6) 可以设计为 s1(t) = x̂1
1(t) + 1.5x̂1

2(t), s2(t) = x̂2
1(t) + 1.5x̂2

2(t). 控制器 (8) 设

计为

u(x̂, t) = unom(x̂, t) + ust(x̂, t), (33)

其中 v̇(t) = −sign(s(t))− 2s(t), unom 和 ust 分别为

unom =
1

1 + ς2(t)

 4
3 x̂

1
2(t) + x̂1

1(t)

(x̂2
2(t))

3+ x̂2
1(t)+

4
3 x̂

2
2(t)

 , ust =−2

3

 1 0

0 1
1+ς2(t)

(2

3
s(t) +D(s(t)) + v(t)

)
.

仿真结果如图 5∼7 所示. 在无约束控制律 (33) 的控制下, 估计误差 ei(t) 渐近收敛到零, 同样地,

具有硬约束的控制律下的估计误差也收敛到零. 在图 7中,实线和虚线分别表示无约束控制器 (33)和

硬约束控制器 σ(u) 作用下的状态轨迹 xi(t) (i = 1, 2).

仿真 2: 关于系统吸引域的仿真. 在第 5 节中对 Si > τi 和 Si 6 τi 两种情形, 分别分析了滑模运

动轨迹在平面 (si, vi) 和空间 (si, vi, x̂
i
2) 中的吸引域.

(1) 平面吸引域 (si, vi).

情形一: 根据约束条件 (23), 假设系统仿射函数的边界为 Fi(x, t) = 2.0, Gi(x, t)umax = 2.0, βi =

ciri−1α
i
2 = 2.0, 2χi + βi = 10.0. 在这种情形下, Si = 4.3654 > τi = 2.25. 如图 8 所示, 蓝色线, 黑色

线和红色线分别表示轨迹 vi(t), 辅助线 Γ1,i(t) 和边界线 vc(t). 根据步骤 4.1 和阶段 2.1, 第四象限有

3 部分轨道, 以及两个转折点, 即 si(t2) = 3.6004 和 si(t3) = τi. 式 (26) 和 (27) 的解为 ϕi,1 = 5.4400

和 ϕi,2 = 6.4776. 因此, ϕi = min{ϕi,1, ϕi,2} = 5.4400.

情形二: 在此情形下,为了分析阶段 2.2,将 cri 设置为 0.5. 假设系统仿射函数的边界为 Fi(x, t) =

1.0, Gi(x, t)umax = 1.0, αi
1 = 0.2, αi

2 = 0.6, 由命题 2 计算得 ρi = 0.4645 < βi = 0.6. 接下来, 针对约

束 (23) 得 0.5χi + ρi = 1.4645. 第四象限的轨迹 vi(t) 如图 9 所示. 通过计算, 得到 si(t2) = 0.1250 6
τi = 0.25. 然后采用阶段 2.2 的分析结果, 得到式 (26) 的解是 ϕi = si(t1) = 0.4070.
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图 7 (网络版彩图) 系统状态 (32) 分别在无约束 (x1∼5) 和硬约束 (x∗
1∼5) 下的变化

Figure 7 (Color online) States of the system (32) respectively without constraints (x1∼5) and with constraints (x∗
1∼5)
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图 8 (网络版彩图) 在阶段 2.1 (Si > τi) 时的轨迹

Figure 8 (Color online) Trajectories under Segment 2.1
Case (Si > τi)

图 9 (网络版彩图) 在阶段 2.2 (Si 6 τi) 时的轨迹

Figure 9 (Color online) Trajectories under Segment 2.2
Case (Si 6 τi)

(2) 空间吸引域 (si, vi, x̂
i
2). 本文将约束设为 χi = 3.5 (i = 1, 2), 状态界限为 x̂i

2 ∈ [−2, 2]. 由于系

统 (31) 的相对阶是 ri = 2, 则滑模运动轨迹的吸引域将在空间 (si, vi, x̂
i
2) 中. 在图 10 中, 根据式 (28),

将下层的未渲染面用作边界面 Γ1,i = ci2χi + ci1x̂
i
2, 而上层的渲染面是受约束 (28) 限制的滑模运动轨

迹的吸引域. 这清楚地表明吸引域涵盖了上述两种情况. 在平面 (vi, si) (i = 1, 2) 的约束下, 系统的滑

模运动轨迹如图 11 所示, 它们均收敛到原点.

7 结论

本文针对具有执行器和状态约束的不确定非线性系统,研究了基于高阶滑模观测器的二阶滑模控

444



中国科学 :信息科学 第 51 卷 第 3 期

0

2

4

6

−2

0

2
−10

−8

−6

−4

−2

0

v
i

v
c

s
i

v
i

x
r

−0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−3

−2

−1

0

1

2

3

v
i(
t)

s
i
(t)

v
c
(t)

v
1
(t)

v
2
(t)

 

 

图 10 (网络版彩图) 在约束条件 (28) 下滑模运动轨迹

所在区域

Figure 10 (Color online) Domain of the TSM under the
constraints (28)

图 11 (网络版彩图) 系统 (32) 的实际滑模运动轨迹

Figure 11 (Color online) The real TSM of system (32)

制问题. 根据系统输出的相对阶设计了高阶滑模观测器; 利用高阶滑模观测器的部分状态设计二阶滑

模控制器, 使闭环系统在约束条件下稳定; 并分别给出了具有硬约束和无约束情形下的滑模运动的几

何分析; 最后通过实例验证了所提出的估计控制方法.
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附录 A 命题 2 的证明

参考定理 1的证明,约束 (23)表示状态空间 ξi(t) ∈ R3 的一个子集,其可以重新定义为 Ωξi = {ξi(t) ∈ R3||Aξi(t)| 6
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criχi + βi}, 其中 Ai , [ −η1 − 1
cri

1 ]. 而后可以通过引理 2 得到 Lyapunov 泛函 (12) 的最大正不变集 Ωpi ={
ξi(t) ∈ Ωξi (t)

∣∣Vi(ξi(t)) 6 Vpi

}
⊂ Ωξi , 其中 Vpi , (criχi + βi)

2 δi, δi , |P i|
|AP iAT| .

同时, 将关于 si(t) ∈ R 的不变集表示为 Ωsi =
{
si(t) ∈ Ωξi (t)

∣∣Vi(si(t)) 6 Vpi

}
, 其也是 Ωξi 的子集, 即 Ωsi ⊂ Ωξi .

因此得到 Vi(si(t)) 6 pi22|si(t)|2 6 Vpi , 其中 pi22 , η3 + 1
2c2ri

是矩阵 P i 的第 2 行和第 2 列. 由此可得

|si(t)| =
∣∣Cix̂

i(t)
∣∣ 6 √

2c2riVpi

2η3c2ri + 1
= cri (criχi + βi)

√
2δi

2η3c2ri + 1
.

至此我们得到了关于 si(t) 的水平集. 接下来我们将分析 |Πi(t)| 的水平集的边界.

状态变量 x̂i
j(t) (i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , ri)可以渐近收敛到零,这在定理 1中得到了证明. 由于 si(t)和 Πi(x̂, t)

都是 x̂i
j(t) 的线性正组合, 它们在有限时间内有界并收敛到零. 因此,

|Πi(x̂, t)| = |CiCdx̂
i(t)− ci1x̂

i
1(t)| 6 ∥Cd∥|Cix̂

i(t)|+ |ci1x̂i
1(t)|

6 ∥Cd∥|si(t)|+ ci1α
i
1 6 κi (criχi + βi) + ci1α

i
1 = ρi, (A1)

其中 Cd , diag{1, ci1
ci2

, . . . , ci2
ci3

,
ciri−1

cri
} ∈ Rri×ri , κi , cri∥Cd∥

√
2δi

2η3c2ri
+1

. 此外, βi 可以用 ρi 代替, 以此进一步逼近

|Πi(x̂, t)|的实际值.可以将式 (A1)重写为 |Πi(x̂, t)| 6 κi(criχi+ρi)+ci1α
i
1. 因此,在条件 (23)下,总是存在参数 ρi < βi

满足式 (A1).

Constrained sliding mode control of MIMO nonlinear systems

Ligang WU*, Siyi WANG, Yabin GAO, Jianxing LIU & Guanghui SUN

School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, Harbin 150001, China

* Corresponding author. E-mail: ligangwu@hit.edu.cn

Abstract In this paper, the problems of state estimation and saturated control based on a high-order sliding

mode observer (HOSMO) are evaluated for a class of multi-input and multi-output (MIMO) nonlinear systems

under actuator and state constraints. For the state estimation of nonlinear systems, an estimation error system

is established based on HOSMO and the convergence of the error system is analyzed using a robust exact differ-

entiator. Then, a control scheme of the second-order sliding mode (SOSM) using the information from HOSMO

is designed for uncertain nonlinear affine systems with arbitrary relative degrees. The finite-time stability of the

estimated system is analyzed using the designed SOSM control law under both unconstrained and constrained

actuators and states. Accordingly, the geometric analysis of the resulting sliding motions is performed to depict

the maximal attraction domain of the sliding motions. Finally, two simulation examples are provided to validate

the effectiveness of the presented methods.

Keywords sliding mode control, constrained system, MIMO system, attraction domain, geometric analysis
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