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摘要 随着网络科学的兴起, 网络上的传播动力学引起了控制论、博弈论、系统科学、人工智能、社

会学、经济学、生物学、心理学、物理学、数学和计算机科学等领域的共同关注. 虽然网络上的不同传

播行为具有各自的传播规律, 但其传播特征总是依赖于网络结构. 在实际的复杂网络化系统中, 个体

间的交互范围不断变化, 因此, 理解复杂动态网络上的传播行为需要考虑传播动力学与网络演化动力

学的耦合. 针对当前动态网络上的传播动力学研究主要采用 Monte Carlo 仿真、缺乏系统理论方法的

问题, 我们提出随机网络拓扑更新规则, 证明该规则为可逆 Markov 链, 并给出其稳态分布, 从理论上

分析动态网络上的传播动力学. 利用该方法, 本文以合作演化、疾病传播、疫苗接种为例, 给出传播行

为分析, 揭示动态网络上的演化博弈策略传播行为与疾病传播行为的共性与区别, 有望为复杂动态网

络上的传播动力学分析提供统一的理论框架.
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1 引言

复杂系统中的信息扩散、疾病传播等传播现象的动力学规律, 是控制论、博弈论、系统科学、人

工智能、社会学、经济学、生物学、心理学、物理学、数学和计算机科学等领域共同关注的前沿课

题 [1∼45]. 在复杂社会群体中, 信息或观点通过个体间的交流而扩散, 最终形成深刻影响群体认知的社

会舆论 [21]; 流行性的传染病在个体与个体间传染, 一旦被感染个体进入到缺乏免疫保护的群体中, 就
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极有可能导致传染病的大规模爆发 [35∼37], 威胁人民生命安全, 严重影响社会正常秩序; 计算机病毒通

过计算机硬件设备、存储设备、网络等进行传播, 危害信息系统运行、功能发挥, 以及软件数据的完

整性, 严重影响人们正常的工作与生活, 甚至威胁国家安全 [46]. 自 2020 年 1 月起, 新型冠状病毒感

染肺炎 (简称 “新冠肺炎”) 在全球范围的社会网络上迅速蔓延, 为了遏制新型冠状病毒的传播, 从而

控制疫情, 中国政府采取了诸多预防和减少传播的紧急措施, 并针对病毒的流行病学特征以及传播动

力学展开攻关研究, 评估相关疾病控制措施的效果并预测病毒未来的传播情况. 研究复杂系统中的传

播动力学, 针对信息、病毒等在群体中的传播路径、影响因素以及系统的动态演化过程等进行理论分

析,有助于理解传播行为并揭示传播规律.在此基础上,有望实现对于传播行为的有效控制.一方面,促

进积极的、有益的、具有正能量的信息或个体行为在群体中扩散传播, 诸如利他性的合作行为、自愿

免疫接种行为等 [23∼25]; 另一方面, 有效控制和防范谣言传播、计算机病毒传播, 以及传染性疾病传播

等 [35∼37]. 因此, 对于传播动力学的分析具有重要的理论研究价值和实际应用前景.

复杂系统中的个体交互关系可以由复杂网络进行刻画 [47∼57]. 网络上的节点代表系统中的个体或

组织, 节点间的边代表个体或组织间所具有的交互关系 [58∼63]. 网络化使得复杂系统中信息的呈现方

式、传递形式、扩散模式更加复杂, 改变了信息传播的速率和扩散规律 [64∼77]. 例如, 以社交网络为

代表的社会网络, 其蓬勃发展正在深刻地影响着人们的思维方式和行为模式 [78∼80]. 近 20 年来, 随着

网络科学的研究热潮兴起,复杂网络上的系统演化以及传播动力学研究已成为复杂性科学领域的新热

点 [81∼98]. 尽管不同的传播行为具有各自的传播规律, 但信息、疾病等在网络化群体中的传播特征总

是依赖于网络拓扑结构的. 网络结构是复杂系统中信息传播与扩散的基础. 在网络中, 个体间的交互

通过网络的边进行,网络限定了个体交互的范围.这使得网络上的传播动力学——相比于经典传播动

力学 —— 呈现出更加丰富的动力学特性. 例如, 复杂网络上的合作演化研究表明, 小世界网络可以促

进经典理论下无法涌现的利他性合作行为在系统中的传播 [99]. 这激发了研究者探索复杂网络上的信

息传播特性、规律以及系统演化动力学的热情, 拓展了传统传播动力学的研究范畴.

在复杂网络化系统中, 个体间的联系及交互范围时常发生变化 [100∼106]. 例如, 社会网络中的人员

流动频繁, 这使得人与人之间的联系随着空间迁移、地域限制等因素而改变. 随着系统越来越复杂, 表

征系统中个体联结关系的网络拓扑结构的动态特征愈发显著.真实世界中的网络拓扑结构往往不是一

成不变的,而是在持续动态演化之中 [107]. 于是,理解复杂动态网络上的传播行为需要考虑传播动力学

与网络演化动力学的耦合,探讨传播动力学与网络拓扑的相互影响、协同演化 [108∼110]. 在实际的复杂

系统中, 个体往往具有智能性. 根据自身利益, 他们不仅具有调整行为、状态的能力, 同时也具有调整

与其他个体的联结关系 (邻居集)的能力. 在群体交互中,具有合作意愿的个体不仅可以选择自身的策

略, 而且可以主动断开与自私的背叛者之间的连接, 从而规避在博弈中的损失 [111,112]. 在疾病流行的

背景下,易感个体倾向于断开与已感染者的连接,以降低被传染的概率 [113,114]; 另一方面,在自愿免疫

接种的背景下,未接种疫苗的个体更倾向于与已经接种疫苗的个体建立联系 [115]. 因此,动态网络拓扑

上的传播动力学有两个基本特点: 一是个体具有智能性, 即个体的更新是由其趋利避害的意愿所决定

的; 二是个体的更新对象除了其策略、状态 (感染与否) 之外, 还有其交互对象 —— 即邻居集. 不断更

新的网络拓扑, 构成了动态复杂系统中个体的交互 “环境”. 个体通过有选择地调整其邻居集, 使得动

态网络上的传播动力学将个体的智能性、交互范围耦合起来. 这种耦合特性的数学表现就是传播动力

学与网络拓扑动力学的耦合, 从而引发了动态网络系统新的复杂动力学行为.

当前复杂动态网络上的传播动力学研究主要是采用基于计算机仿真的 Monte Carlo方法 [116∼118].

半张量积方法是处理复杂动态网络上传播动力学的严格理论方法之一 [119∼122]. 通过半张量积方法可

以得到策略传播或者演化占优的充要条件, 有着重要的理论意义. 但是这些代数条件与动态网络特性
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的对应关系不易理解, 并且缺少判断大规模动态网络上策略占优的代数判据是否满足的有效算法.

针对动态网络传播动力学的复杂性和耦合性, 本文提出一种新的分析方法, 研究传播行为与网络

结构协同演化的动力学.不同于 Monte Carlo仿真,本方法基于平均场理论,从理论上揭示出动态网络

上的传播动力学与经典传播动力学的关系. 我们的理论分析发现, 动态网络上的传播动力学可以转化

为经典的传播动力学. 更进一步, 我们发现, 个体的交互时间对于动态网络系统的演化具有重要的意

义.利用该方法,可以从经典传播动力学的角度揭示网络动态演化对传播动力学的定量影响.相比于半

张量积方法, 我们提出的方法可以有效预测网络规模巨大的动态网络上的传播行为.

本文重点关注复杂网络上的传播动力学相关理论研究. 本文结构安排如下: 首先, 阐释两类经典

的传播动力学: 演化博弈动力学和疾病传播动力学; 其次, 提出随机网络拓扑动力学, 并证明它是可逆

的 Markov 链; 再次, 以合作演化、病毒传播和疫苗接种行为这 3 种传播动力学为例, 分析动态网络上

的传播行为,并探讨其与相应的经典传播行为之间的关系;最后,比较动态网络上的演化博弈动力学与

疾病传播动力学的异同, 并指出未来发展的方向.

2 静态全连通网络上的传播动力学

典型的传播动力学研究对象包括合作演化与传染病动力学. 在合作演化研究中, 群体系统中的个

体通过交互, 学习其他个体的策略; 在传染病动力学中, 未感染个体在与已感染的个体的接触过程中,

可能被传染. 上述动力学过程中的策略比例、感染者比例的演化均受到其他策略的比例、未感染者比

例的影响. 因此, 利用常微分方程对相应的传播动力学建模, 得到的传播过程是非线性微分动力学. 基

于微分方程的静态全连通网络上的演化博弈动力学和传染病动力学简述如下.

2.1 演化博弈动力学

策略的传播过程可由复制动力学 (replicator dynamics)描述 [123,124]. 复制动力学方程基于优胜劣

汰的自然选择原理 (natural selection), 既适用于生物系统也适用于社会系统. 在生物群体中, “优” 是

指个体的出生率比平均出生率高; 在社会群体中, “优” 是指个体相比于被模仿的个体有更高的收益.

复制动力学与理论生态学中描述捕食者 – 被捕食者动力学的 Lotka-Voltera 方程存在可逆的微分同胚

映射 [124]. 由于 Lotka-Voltera 方程在此前的研究中展现出了丰富的动力学特性 [125], 因此, 复制方程

也具有丰富的动力学特性.

策略的演化动力学由如下微分方程刻画 [123,124]:

ẋi = xi(πi − π̄), (1)

其中, xi 表示策略 i 在群体中的密度, πi 表示该策略的适应度, π̄ 表示整个种群的平均适应度. 如果

某策略的适应度高于种群的平均适应度, 其密度将增加; 如果该策略的适应度低于种群的平均适应度,

相应地其密度将下降. 一般来说, πi 与种群的组成密切相关, 也就是由其他所有策略的密度 xj 确定.

于是, π̄ 为密度 xj 的二次函数. 因此, 该动力学是非线性的. 因为复制方程中的变量代表每种策略的

密度, 满足
∑n

i=1 xi = 1 的所有的点 (x1, x2, . . . , xn) 在自然坐标系中构成一个单纯形, 即对于两策略,

是一条线; 对于三策略, 是一个等边三角形; 对于四策略, 是一个等边四面体. 于是, 当有更多的策略加

入时, 该方程的解析将变得愈发复杂.

以最简单的二人标准形式博弈 (2 × 2 博弈) 为例 [9∼13,126∼129]. 该博弈中两种策略的交互可由如
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下收益矩阵描述:

A B

A a b

B c d

(2)

如果 A策略个体与另一个 A个体博弈,得到 a; 与一个 B 个体博弈,则得到 b. 类似地, B 策略个体与

一个 A个体博弈,得到 c; 与一个 B 个体博弈,则得到 d. 策略的平均收益由各种策略在种群中的密度

所决定. 由于只考虑两种策略, 种群的状态可由 x = x1 = 1 − x2 完全确定. 于是, 两种策略的平均收

益分别为 πA = ax+ b(1− x) 和 πB = cx+ d(1− x). 复制方程可改写为

ẋ = x(1− x)[(a− b− c+ d)x+ b− d]. (3)

除了 x = 0 和 x = 1 这两个平衡点, 复制方程在 a > c 且 d > b, 或 a < c 且 d < b 时, 有第 3 个平衡点

x∗:

x∗ =
d− b

a− b− c+ d
. (4)

基于此, 可以讨论如下 4 种情况 [130].

(1) 占优 (dominance). 在此情形下, 无论对手采取怎样的行动, 其中某一个策略总是更优的选择.

在两策略博弈中, 或者是 A 策略相对于 B 占优 (a > c 且 b > d), 或者是 B 策略相对于 A 占优 (a < c

且 b < d). 在前一种情况下, 平衡点 x = 1 是稳定的, 而平衡点 x = 0 是不稳定的; 后一种情况, 则恰

好相反.

(2) 双稳态 (bistability). 在此情形下, a > c 且 d > b. 平衡点 x = 0 和 x = 1 都是稳定的, 各自的

吸引域由不稳定的平衡点 x∗ 分隔.

(3) 共存 (coexistence). 当 a < c 且 b > d 时, x∗ 是一个稳定的平衡点. 于是, 种群可以稳定在 A

策略和 B 策略混合的状态. 而 x = 0 和 x = 1 都是不稳定的平衡点.

(4) 中性 (neutrality). 当 a = c 且 b = d 时, 所有的 x 值对于复制动力学均为稳定的平衡点. 尽管

这种情形在复制动力学的研究中意义有限, 但对于有限种群的随机演化动力学, 中性选择却是一个值

得研究的重要基准情况.

在绝大多数情况下, 平衡点的位置和稳定性可以通过理论分析确定. 复制方程的平衡点与博弈的

Nash 均衡有密切的关系: 博弈的 Nash 均衡一定是复制动力学方程的平衡点; 如果复制动力学方程的

内部平衡点是 Lyapunov稳定的,则它一定是博弈的 Nash均衡; 演化稳定策略一定是复制动力学的渐

近稳定平衡点. 此外, 对称特性使得动力学遵循闭合轨道. 而高维的复制动力学方程会呈现确定性的

混沌 [131∼133].

2.2 疾病传播动力学

流行病传播 (epidemic spreading) 动力学 [35, 36,113,115] 是生物群体动力学中研究最为广泛的领域

之一. 它在描述疾病传播机制、预测疾病爆发以及制定疾病控制策略等方面都具有重要的研究价值和

意义.
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2.2.1 SIS 模型

流行病传播模型种类繁多,其中最基本的模型是 SIS模型 (susceptible-infective-susceptible model).

该模型根据患病情况把个体分为两类: 一类为易感者 (S),即未被感染个体;另一类为感染者 (I),即患

病且具有传染性的个体.其中,易感者通过与感染者接触以一定的概率变成感染者;而感染者则在休养

一段时间后康复, 重新成为易感者. 在 SIS 模型中, 假设康复个体不产生抗体, 从而会被反复感染. 模

型参数主要有两个:传染率 α和康复率 γ. 传染的过程是通过个体之间的接触完成的. 例如,易感个体

i与感染者 j 接触, i以概率 α被传染,从而也变成感染者,该过程可描述为 S(i)+ I(j)
α−→ I(i)+ I(j).

被感染的个体 i,按照康复速率 µ,经一段时间后会重新变成易感者,该过程可描述为 I(i)
γ−→ S(i). 特

别地,在群体规模充分大并充分混合 (well-mixed)的情形下,基于质量作用定律 (mass action principle),

上述转移机制可以用如下的常微分方程组刻画:ds(t)/dt = −αs(t)i(t) + γi(t),

di(t)/dt = αs(t)i(t)− γi(t),
(5)

其中 s(t) 和 i(t) 分别表示 t 时刻易感者和感染者的密度. 考虑到 s(t) + i(t) = 1, 因此上述方程组的自

由度为 1. 不妨假定康复速率 µ = 1, 于是, SIS 模型可由如下方程描述:

di/dt = −αi2 + (α− 1)i. (6)

该方程的动力学可进行如下分类:

(1) 当 0 6 α 6 1 时, i = 0 是方程唯一的不动点, 而且是全局吸引子.

(2) 当 α > 1 时, i = 0 和 i = (α− 1)/α 为不动点, 此时 i = (α− 1)/α 是全局吸引子.

随着参数 α 取值的变化, 模型的稳定性在 α 通过 1 的时候发生了 “质” 的变化, 这种现象称为

“相变” (phase transition). 其中, α = 1 称为临界点 (critical point), α > 1 称为超临界 (supercritical)

情形, α < 1 称为次临界情形 (subcritical). 对于 SIS 模型, 这种相变现象可直观解释为: 当传染速率低

于康复速率时, 系统中的疾病会最终消失; 反之, 如果传染速率大于康复速率, 系统中感染者的密度会

稳定在一个大于零的值,且该值会随着传染速率的增大而增大,并不断趋近于 1. 这种相变现象也是经

典 SIS 模型中最为重要且有意义的结果.

2.2.2 SIR 模型

SIR 模型 (susceptible-infected-recovered model) 是另一种用来刻画流行病传播的模型. 模型假设

种群是混合均匀的, 群体中包含 3 类个体: 易感的个体 (susceptible)、被感染的个体 (infected) 以及康

复的个体 (recovered), 康复个体从疾病状态恢复后获得了对于疾病的免疫力, 不会再被感染. 记易感

者、被感染者以及康复者在种群中所占的比例分别为 S, I 和 R. SIR 模型的动力学可由如下方程刻

画 [134]:

dS

dt
= µ (1− xV )− αSI − µS, (7)

dI

dt
= αSI − γI − µI, (8)

dR

dt
= µxV + γI − µR, (9)

其中, µ 表示出生/死亡率, α 表示平均传染率, γ 表示平均恢复率, xV 代表自然免疫个体占种群总数

的比例. R0 为基本再生比率, 在 SIR 模型中是传播率与康复率的比值, 表征疾病传播的能力. 从方程
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(8), 我们可以推出 R0 = α/(γ + µ). 如果 R0 6 1 , 则 dI/dt 为负, 疾病不能传播. 当群体比例 (S, I,R)

稳定时, 可以得到 S∗ = 1/R0, I
∗ = µ[R0(1− xV )− 1]/α, R∗ = 1− I∗ − S∗. 对于 I∗ > 0, 可以发现: 当

自然免疫比例 xV < 1− 1/R0 时, 疾病无法消除; 反之, xV > 1− 1/R0 时, 疾病将被消除, 即最终没有

人被感染.

定义每个没有自然免疫力的个体被感染的概率为 d(xV ), 由于易感染者是没有自然免疫力且未被

感染的个体, 结合我们已经得到的最终易感染者比例 S∗ = 1/R0, 关系式 S∗ = (1− xV )[1− d(xV )] 成

立. 由此, 可以得到

d(xV ) =

1− 1
R0(1−xV ) , 若 0 6 xV < 1− 1

R0
,

0, 若 xV > 1− 1
R0

.
(10)

3 网络拓扑的动力学

复杂系统中的个体, 通过相互之间的互动关系形成一个连通网络. 网络中的节点代表系统中的个

体, 网络中的边表示个体之间具有交互或某个社会关系. 定义网络中节点的总数为 N , 边的总数为 L.

网络中节点的状态记为 i, 其中 i 的取值选自基数为 n 的离散集合 {1, 2, . . . , n}. 将具有状态 i 的节

点占网络总节点的比例记为 xi. 定义 ij 为连接 i 状态个体与 j 状态个体的边, 于是, 网络中至多有

h = n(n+ 1)/2 个社会关系, 且构成集合

Sn = {ij|1 6 i 6 j 6 n}. (11)

基于上述对于复杂网络化系统的定义, 我们提出如下网络拓扑更新规则.

第 1 步: 随机地在网络中选择一条边, 不失一般性, 记这条边为 ij ∈ Sn;

第 2 步: 这条边以概率 kij 断开;

第 3 步: 若边 ij 断开, 则在其两个端点 i 和 j 中随机选取一个, 记为 s ∈ {i, j}, 再在网络中不是
s 当前邻居的个体中随机选择一个与 s 相连接.

上述网络拓扑动力学具有如下特点: (1)网络中仅有边的更新,顶点状态并不更新,因此 (x1, x2, . . .,

xn) 保持不变; (2) 网络更新具有随机性; (3) 每条边在更新前后至少有一个公共节点; (4) 网络中边的

总数保持不变, 于是, 网络的平均度 2L/N 在网络拓扑演化过程中也保持不变.

对于所提出的网络拓扑动力学分析如下: 在 t = 0 时刻, 每条边被赋予一个从 1 到 L 的编号. 我

们对于编号为 i 的边, 记 i0 = i, 由此定义初始边序列. 若边 i0 在第 1 步网络拓扑更新后没有断开, 则

定义 i1 = i0; 若 i0 边在第 1 步更新中断开, 则存在一条新的边被连接, 记这条新连接的边为 i1. 我们

可递归地定义 it, t > 1. 将边 it 的类型记为 T (it), 有 T (it) ∈ Sn. 注意到在已知 T (it−1) 的条件下,

T (it) 与 T (ik), k = 0, 1, 2, . . . , t − 2 无关, 因此, T (it) 是一条在状态空间 Sn 上的 Markov 链. 定义该

Markov 链的转移概率矩阵为 G, 该转移概率矩阵 G 为 h× h 阶方阵. 若 it 在时刻 t 未被选中 (概率

为 (L− 1)/L), 则边 it 在 t 时刻保持连接, 于是 it+1 = it, 且 T (it+1) = T (it). 因此, 在边 it 未被选中

的条件下,转移概率矩阵为单位阵 Ih. 若 it 在时刻 t被选中 (概率为 1/L),记条件转移概率矩阵为 V .

于是, 可得 G = 1
LV + L−1

L Ih.

接下来, 对于条件转移概率矩阵中的 V(XY,ZW ) 分析如下, 其中 X,Y 分别表示更新前该边的两个

节点的状态, 类似地, Z,W 分别表示更新后该边的两个节点的状态.

(1) 若 {X,Y }
∩
{Z,W} = ∅, 则边 it−1 与边 it 没有公共节点, 这不符合更新规则中的相关设定,

因此, 此情形下的 V(XY )(ZW ) = 0.
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(2) 若 {X,Y }
∩
{Z,W} = {X}, 不失一般性, 假设 X = Z.

(a) 若 Y ̸= W 且 X ̸= Y , 原边 it−1 和更新后的边 it 有且仅有一个公共节点. 原边 it−1 以概

率 kXY 断开, 随后, 边 it−1 中状态为 X 的节点被选择 (以概率 1/2), 该节点所代表的 X 状态个体

与系统中另一状态为 W 的个体相连 (以概率 xW , 其中 xW 是 W 状态个体在系统中的比例), 于是

V(XY )(ZW ) = kXY xW /2;

(b) 若 Y ̸= W 且 X = Y , 原边 it−1 和更新后的边 it 有且仅有一个公共节点. 原边 it−1 以概率

kXY 断开, 之后无论选择哪个节点, 其状态均为 X, 因此 V(XY )(ZW ) = kXXxW ;

(c)若 X = Y = Z = W ,则可能是原边 it−1 没有断开 (以概率 1−kXX),或即使原边 it−1 断开 (以

概率 kXX), 之后被选中的节点又与另一个状态为 X 的个体相连接 (以概率 xX), 因此 V(XX)(XX) =

(1− kXX) + kXXxX .

(3) 若 {X,Y }
∩
{Z,W} = {X,Y }, 不失一般性, 假设 X = Z, Y = W 且 X ̸= Y . 由转移概率矩阵

的归一性, 可知 V(XY )(ZW ) = kXY (xX + xY )/2 + (1− kXY ).

注意到 T (it) 的转移概率矩阵 G 并不依赖于时间 t, 因此, T (it) 是时齐 Markov 链. 基于此, 可以

证明, 当 Πn
i=1xiΠXY ∈SnkXY ̸= 0 时, G 所对应的 Markov 链是不可约非周期的, 且是可逆的 [135]. 此

时, 存在唯一的 G 的稳态分布 π:

πij = a(x)(2− δij)xixj/kij , ij ∈ Sn, (12)

其中, δij 是 Kronecker Delta. 当 i = j 时, δij = 1; 否则 δij = 0. x = (x1, x2, . . . , xn)
T, a(x) =

[
∑

ij∈Sn
(2− δij)xixj/kij ]

−1 > 0 是归一化常数.

当网络化系统中的节点状态数目为 n 时, 集合 Sn 中包含
n(1+n)

2 个元素. 计算上述 Markov 链的

稳态分布, 等价于求解 n(1+n)
2 × n(1+n)

2 矩阵的特征值为 1 的左特征向量. 对于较大的 n, 矩阵阶数为

n2, 考虑到计算复杂度, 往往难以获得相应的特征向量. 此时, 可通过证明 Markov 链满足细致平衡条

件 Q(XY,ZW )πXY = Q(ZW,XY )πZW
[135], 进一步求解任意状态数目 n 下的稳态分布.

稳态分布 π的每一个分量也是网络拓扑动力学达到稳定状态时各类边在总边数中所占的比例. 在

稳态时, XY 边的平均数目 E(NXY ) = HπXY 正比于
xixj

kij
. 特别地, 对于 n = 2 的情况, 网络系统

中共有两种不同状态的个体, S2 = {11, 12, 22}, 各种边在网络拓扑动力学达到稳态时的比例 πij 是状

态 1 在网络节点中的比例 x1 的单变量函数.

4 动态网络上的传播动力学

4.1 合作演化

探索合作行为的涌现机制是 21 世纪最重要的科学问题之一 [136∼145]. 在社会群体内的个体交互

过程中, 合作者在损失自身收益的情况下使他人获利. 根据自然选择原理, 利他性的合作行为是无法

在系统中涌现和保持的. 然而, 众所周知, 合作现象广泛存在于自然界和人类社会中. 这就促进人们去

探索合作演化的机理以及促进合作涌现的机制.

接下来, 我们采用囚徒困境 (prisoners’ dilemma) 描述网络上的合作演化. 这里我们给出动态网络

上的合作演化动力学的主要结论, 具体过程参见文献 [111]. 在系统演化的初始时刻, 定义一个节点个

数为 N、边总数为 L 的连通网络, 网络中的节点代表个体, 边表示社会关系. 假设每个由网络节点表

征的个体有两个可选状态: 合作 (C) 或者背叛 (D). 当合作者 (C) 遇到合作者 (C) 时, 每个个体获得
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收益 1; 当合作者 (C) 遇到背叛者 (D) 时, 合作者收益为 0 而背叛者收益为 1 + u, 其中 0 < u < 1; 当

背叛者 (D) 遇到背叛者 (D) 时, 他们各自获得收益 u. 对于集体而言, 双方合作比双方背叛的收益高

(1 + 1 > u+ u). 然而, 从个体角度看, 无论对方采取何种策略, 背叛所获得的收益总是大于合作的. 因

此, 理性个体会选择背叛. 这体现出集体利益与个体利益间的冲突.

网络系统的动态演化规则如下: 每一时刻, 以 w 的概率选择网络中的节点 (个体) 进行策略更新;

以 1 − w 的概率对网络拓扑进行更新. 在策略更新时, 首先任选一条边, 记该边的两个节点分别为 a

和 b, 个体 a 以概率 {1 + exp[−β(fb − fa)]}−1 学习 b 的策略. 其中, fa 是个体 a 在与其所有邻居的博

弈中所获得的累积收益. 定义 β > 0 为选择强度, 表征收益差异对个体决策的影响程度. 对于网络拓

扑更新, 则按照第 3 节所述的规则进行. 此时, 由于网络中的节点只有两种状态 C 和 D, 因此共有 3

种边: CC, CD 和 DD.

当 w ≪ 1 时, 网络系统中的策略演化慢于网络拓扑的演化. 当系统中的策略演化的时候, 网络拓

扑 (边的演化) 已经达到其稳态分布 (πCC , πCD, πDD). 因此, 合作者 (C) 的平均累积收益为所有 C 个

体的总收益除以 C 个体的数目:

fC = L(2E(NCC) + 0E(NCD))/(NxC) =
2La(x)

N

xC

kCCp︸ ︷︷ ︸
f̃C

.
(13)

同理, 可得背叛者 (D) 的平均累积收益:

fD = L((1 + u)E(NCD) + 2uE(NDD))/(NxD) = 2La(x)
N

(
1 + u

kCD
xC +

u

kDD
xD

)
︸ ︷︷ ︸

f̃D

.
(14)

在此基础上, 分析策略更新时合作水平 xC 的变化. 当一条 CD 边以概率 πCD = a(x)xCxD

kCD
被选

中, 如果该边的 C 策略节点学习 D 策略个体的策略 (以概率 {1 + exp[−β(fD − fC)]}−1), 则合作水平

xC 变为 xC − 1
N ;如果该边的 D 策略节点学习 C 策略个体的策略 (以概率 {1+exp[−β(fC −fD)]}−1),

则合作水平 xC 变为 xC + 1
N . 于是, 合作行为的演化方程为 [146]

ẋC = a(x)
xCxD

kCD

1

N
tanh

(
βLa(x)

N
(f̃C − f̃D)

)
. (15)

如果我们在方程 (15)的右边乘上一项 NkCD(f̃C−f̃D)

a(x) tanh(
βLa(x)

N (f̃C−f̃D))
> 0,该操作只改变方程的演化速度,

而对方程的渐近行为并没有影响, 所以合作水平的演化方程可由下式刻画:

ẋC = xC(1− xC)(f̃C − f̃D). (16)

该方程恰为全连通图上, 当博弈矩阵为 M̃ 时的系统复制动力学方程.

M̃ =

 1
kCC

0

1+u
kCD

u
kDD

 . (17)

至此, 我们将动态网络上的由囚徒困境刻画的合作演化动力学转化为全连通图上的由博弈矩阵

(17) 所刻画的合作策略的复制动力学. 于是, 当 M̃11 > M̃21 时, 即

u <
kCD

kCC
− 1 (18)
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合作是演化稳定的. 该不等式表明, 当 CD 边的断边概率越大, 或 CC 边的断边概率越小时, 合作越

容易成为演化稳定策略. 换言之, 可以理解为合作者与合作者的交互时间越长, 越有利于合作. 该不等

式定量地刻画了使得合作行为成为演化稳定策略的网络动力学的特性.

4.2 流行病传播

经典的 SIS 模型是在群体充分混合的条件下考虑疾病如何传播. 但是在真实的世界中, 群体结构

更为复杂. 同时, 群体结构往往不是静态的, 而是随时间和疾病状态而变化的. 因此, 研究网络拓扑动

力学与疾病传播动力学的耦合过程就成了一个非常重要的问题. 从控制的角度来看, 可以将网络拓扑

结构看成是疾病防控的干预对象. 基于我们提出的网络拓扑动力学模型, 可以定量比较不同的网络拓

扑结构干预方式对于疾病传播的影响 [113].

SIS模型的微观动力学过程被学者们称为接触过程 (contact process),它是一种在给定网络拓扑结

构下刻画疾病在个体之间传播的概率模型. 这里我们给出动态网络上的疾病传播动力学的主要结论,

具体过程参见文献 [113]. 在系统演化的初始时刻, 考虑一个包含 N 个节点的连通网络, 并且该网络

的平均度为 k. 每个节点代表一个个体, 个体或者处于染病的状态, 或者处于易感状态. 我们用 N0 表

示感染者的数目, 而 N −N0 为易感者的数目, 假设他们在网络中的初始分布是随机的. 每一时刻, 系

统以概率 w 进行疾病传播状态的更新. 在系统中任选一个感染者 a, 若此时 a 的度是 ka, 则 a 以概

率 γ
kaα+γ 康复变成易感者; 疾病以概率 α

kaα+γ ,从 a传播到其任意一个邻居身上. 此时,如果该邻居是

易感者, 则疾病传播事件发生; 如果该邻居本身已经是感染者, 则传播事件不改变该邻居的状态. 相应

的, 系统以概率 1− w, 依照第 3 节的规则对网络拓扑进行更新. 在 SIS 模型中, 网络节点有两种状态

S 和 I, 因此网络中共有 3 种类型的边: SS, SI 和 II.

当 w ≪ 1 时, 疾病传播慢于网络拓扑的演化. 当疾病传播的时候, 网络拓扑已经达到其稳态分布

(πSS , πSI , πII). 如果记 NSI 为 SI 边的个数, 则

NSI ≈ Nk

2
πSI , (19)

其中 Nk/2 是网络中总的边数. 因此, 引入网络拓扑动力学之后的 SIS模型可以用如下方程进行刻画:

di

dt
=

kα

a(i)kSI
is− γi, (20)

其中, a(i)是稳态分布的归一化常数, kSI 为 S 和 I 之间的断边概率.如果将 kα
a(i)kSI

记为 Λ(i),那么我

们可以认为, 网络拓扑动力学实质上引入了具有频率依赖性的感染速率. 相比于具有常值感染速率 α

的经典 SIS 模型, 带有 Λ(i) 的 SIS 模型具有更加丰富的动力学特性 (例如双稳态). 需要强调的是, 这

里的 Λ(i) 并非是在宏观方程中直接设定的, 而是从微观模型推导出来的. 因此, 我们所提出的方法为

具有频率依赖性的感染速率提供了一种微观上的解释.

以此为基础, 探讨不同的网络拓扑干预方式会给疾病的最终传播结果带来哪些不同的影响, 这也

是相关研究者最为关心的问题. 直观上来看, 减少感染者与易感者之间接触的机会, 或者隔离, 可以有

效控制疾病的传播.因此,增大 kSI ,即易感者与感染者之间的断边概率,是一种可行的干预策略;另一

方面, 降低易感者与易感者之间的断边概率 (kSS), 从理论上来看, 同样可以减少易感者与感染者之间

的接触机会. 在此前的相关研究中, 对第 1 种策略进行过比较深入的研究, 但是第 2 种策略却少有关

注. 两种策略的干预方式看似殊途同归, 但由于网络中还有 II 边的存在, 因此增大 kSI 并不意味着等

量地减少 kSS . 通过比较研究, 我们发现, 第 2 种策略比第 1 种策略更鲁棒. 具体而言, 第 1 种控制策
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略的效果非常依赖疾病的感染速率以及各种断边概率 kXY 的具体数值大小; 而第 2 种控制策略对不

同的参数情形均有较为稳定的干预效果.

4.3 疫苗自愿接种

疫苗接种是防止传染病传播的重要措施,然而自愿疫苗接种是一个社会困境 [114]. 一方面,疫苗接

种者 (记为 V )需要花费时间和金钱接种疫苗,同时,他们还可能要承担疫苗接种所导致的副作用的影

响 (如发烧引起身体不适等), 记接种疫苗的的代价为 P > 0; 另一方面对于未接种疫苗的个体, 可能

出现以下两种情况. 一部分个体受益于疫苗接种者所带来的群体免疫而同样保持健康. 在此过程中,

他们不需要付出任何代价, 我们称之为成功的搭便车者 (successful free-rider), 记为 H. 另一部分个体

则可能被感染 (记为 I), 并承担治愈疾病的代价, 记为 C > 0. 当整个种群中的个体均不接种疫苗时,

群体免疫过低, 很容易导致大多数人感染疾病; 然而, 当个体均已经接种疫苗时, 自私的个体可能在接

下来的传染季选择不接种, 从而导致接种水平下降, 以至无法达到控制传染病传播的目标, 危害公共

卫生安全. 因此自愿接种行为是一个社会困境. 之前关于疫苗接种的研究大多是建立在静态网络上

的,考虑到个体间的社会关系是时变的,因此,社会网络拓扑的动态性对自愿免疫接种水平的影响是值

得研究的课题. 这里我们给出动态网络上的自愿免疫接种行为演化动力学的主要结论, 具体过程参见

文献 [115].

在系统初始时刻,考虑一个顶点个数为 N、边数为 L的连通网络,网络中的节点代表个体,边表示

社会关系. 网络上有 3 种状态的节点: 接种个体 (V )、未接种的健康个体 (H) 以及未接种的感染个体

(I). 于是,网络中共有 6种类型的边: V V,HH, II, V H, V I,HI. 每一时刻,系统以 w的概率更新节点的

策略;以 1−w的概率按照第 3节的规则对网络拓扑进行更新. 策略更新规则如下: 在网络中任选一条

边 ij,在该边的两个节点中任选一个 i;相应地,另一个个体为 j. 个体 i以概率 {1+exp[−β(fj−fi)]}−1

学习 j 的策略. 其中 fi 是个体 i 在与所有邻居博弈中所获得的累积收益, β > 0 为选择强度.

该模型中存在 3 种动力学: 流行病动力学、网络拓扑动力学以及模仿动力学. 这 3 种动力学在系

统中是高度耦合的. 首先, 每个个体决定是否接种疫苗. 接下来, 流行病动力学决定哪些未接种疫苗的

个体被感染. 至此, 每个个体都得到了自身的收益. 系统的网络拓扑结构决定哪些个体之间存在交互

学习关系. 基于社会偏见 [113] 网络拓扑动力学, 即我们提出的网络拓扑更新规则, 将更新系统的网络

结构. 最终, 每个个体根据自己所选择的策略、相应的收益以及邻居集更新自愿接种行为.

为了分析的方便, 我们提出两个假设将上述 3 个动力学进行时间尺度分离. 首先, 我们假设更新

疫苗接种策略时, 疾病传播已达到稳定的状态. 这样, 利用方程 (10), 可将 3 种个体 (V , H, I) 的比例

表示成接种疫苗的个体比例的函数. 其次, 我们假设个体进行策略更新的速度 ω ≪ 1. 这意味着, 当个

体进行策略更新时, 网络拓扑的演化已经到达稳态. 这样, 可以将网络拓扑中的各种边的比例表示为

接种疫苗的个体比例的函数. 系统中的疫苗接种水平 xV 的演变, 存在以下 4 种情况: 一是接种者模

仿健康的非接种者; 二是健康的非接种者模仿接种者; 三是疫苗接种者模仿感染的非疫苗接种者; 四

是感染的非疫苗接种者模仿疫苗接种者. 以第 1 种情况为例: 首先, V H 边以 πV H 概率被选中. 然后,

V H 边节点中的 V 个体以 1/2 的概率被随机选中. 接下来, 接种个体 V 以 {1 + exp[−β(fH − fV )]}−1

的概率学习个体 H 的策略. 类似地, 我们可以得到疫苗接种水平演化的微分方程 [115]:

˙xV =− πV H
1

2

1

1 + exp [β (fV − fH)]
+ πV H

1

2

1

1 + exp [β (fH − fV )]

− πV I
1

2

1

1 + exp [β (fV − fI)]
+ πV I

1

2

1

1 + exp [β (fI − fV )]
,

(21)
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其中, 接种个体的收益为 fV = −P , 未接种的健康个体的收益为 fH = 0, 未接种的感染个体的收益为

fI = −C.

分析方程 (21), 可以发现, 随着 kV H 增高或 kV I 降低, 系统中的疫苗接种水平升高. 而断边概率

kV V , kHH , kII , kHI 并不影响疫苗接种的水平. 当感染成本 C 大于两倍的接种成本 P 时, 随着理性程

度 β 的增加, 接种水平降低; 当感染成本 C 小于两倍的接种成本 V 时, 随着理性程度 β 的增加, 接种

水平升高. 此外, 我们发现, 当选择强度 β 趋于正无穷时, 疫苗接种水平存在唯一的渐近稳定平衡点:

1− 1

R0

(
1 + kV I

kV H

)−1 , (22)

其中, kV I

kV H
反映了社会偏见. kV I

kV H
> 1越大,表明疫苗接种个体相比于未接种的感染个体更愿意与未接

种的健康个体交互. 特别地,当该比值为 1时,即不存在社会偏见时,最终疫苗接种水平退化至 1− 2
R0

,

这与全连通图上的疫苗接种水平相等 [134]. 当该比值大于 1 时, 受社会偏见的影响, 疫苗接种水平提

高, 并大于混合均匀种群中疫苗接种的最高水平. kV I

kV H
增加相当于 R0 减小, 这意味着社会偏见可以

被解释为混合均匀种群中的基础再生数减少. 上述结果建立了动态网络上的自愿免疫社会困境与全连

通静态网络上的自愿免疫社会困境之间的关系.

5 复杂动态网络上的传播动力学对比研究

上述 3 种动态网络上的传播动力学分析是基于如下共同假设的:

(1) 初始时刻, 系统中存在一个连通网络, 网络的节点代表个体, 边表示社会关系;

(2) 每一时刻, 系统以 w 的概率进行节点状态更新, 即网络节点状态演化, 以 1−w 的概率进行网

络拓扑更新;

(3) 采用本文第 3 节所述的网络拓扑更新规则;

(4) 网络更新频繁, w ≪ 1.

假设 (1) 和 (2) 是动态网络上的传播动力学的一般性假设. 假设 (3) 是本方法的关键假设, 我们

所提出的网络拓扑更新规则涵盖了不同的传播动力学在网络拓扑更新时的动力学共性. 通过证明其为

一时齐的可逆 Markov 链, 我们得到不同类型边的稳态分布, 并揭示出每种边的比例正比于相应平均

交互时间这一重要结论. 假设 (4) 要求网络拓扑 (边) 的演化快于节点状态的演化, 因此节点状态演化

时,网络拓扑已达到稳态. 通过假设 (4)得到的各种边的比例可用于建立传播行为的平均场方程,并从

理论上分析传播行为的渐近行为.

虽然合作演化、疾病传播和自愿免疫接种都属于传播动力学, 但合作与自愿免疫接种行为是基于

模仿的演化博弈动力学 (evolutionary game dynamics), 而传染病模型是接触过程. 二者在完全图上的

动力学就有定性差别. 对于演化博弈动力学中, 任何策略的演化都要涉及模仿双方, 即两个个体, 因此

所对应的微分方程是齐次的; 而传染病传播过程除了接触传染还涉及自主恢复, 接触传染涉及两个个

体, 而自主恢复并不需要交互行为, 因此其方程是非齐次的. 在数学上, 对于动态网络上的策略演化动

力学,复制动力学方程的齐次性保证了网络拓扑的归一化因子并不影响动态网络上的策略演化的极限

行为. 对于动态网络上的传染病动力学, 其动力学方程的非齐次性使得归一化因子对疾病传播动力学

的极限行为有定性影响.

对比合作行为和自愿免疫接种这两种传播动力学, 虽然他们都属于基于模仿的演化过程, 但二者

仍存在差异. 对于合作行为, 动态网络影响了 “合作者 – 背叛者” 边出现的概率, 从而决定了策略有效
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更新的社会关系比例;同时动态网络影响了所有个体的期望收益,特别地,我们发现策略 i个体通过与

策略 j 个体博弈获得的期望收益正比他们的交互时间 1/kij . 该结论不仅对于两人两策略的博弈成立,

对一般的多人多策略矩阵博弈都成立 [147]. 对于自愿免疫接种问题, 动态网络只影响策略有效更新的

社会关系的比例, 对不同策略的个体的期望收益没有影响.

我们所提出的动态网络上的传播动力学理论分析框架可以拓展到更为复杂的动力学情形,并可以

给出相应的传播渐近行为分析. 以动态网络上的合作行为的演化动力学为例, 我们更改个体策略演化

部分的假设为: 首先在网络中任意选择一条边, 之后选择该边的一个节点, 该节点以 1− ϵ 的概率采用

模仿更新规则学习另一节点个体的策略, 以 ϵ 的概率切换至另一策略. 这种新的更新规则, 既考虑了

模仿 (imitation) 也考虑了探索 (exploration). 其中, 模仿和探索分别对应于自然选择理论中的选择与

变异.当策略更新的频率远远小于网络拓扑动力学时,利用我们所提出的网络拓扑更新规则,可以推导

出合作的演化方程:

ẋC = (1− ϵ)
xC(1− xC)

kCD
tanh

[
βLa(x)

N
(f̃C − f̃D)

]
+ ϵ

[
(1− xC)

2

kDD
− x2

C

kCC

]
. (23)

当 ϵ = 0 时, 策略演化方程退化为基于模仿更新规则下的策略演化方程 (15), 当 u < kCD

kCC
− 1 时,

方程存在唯一的不稳定内部平衡点, 于是, 系统最终演化到全部是合作者或全部是背叛者的状态. 当

ϵ = 1 时, 策略更新完全依赖于探索 (exploration). 策略演化方程退化为 ẋC = (1−xC)2

kDD
− x2

C

kCC
. x∗

C =
√
kCC√

kCC+
√
kDD

∈ (0, 1) 是唯一的内部稳定平衡点, 在此情形下, 合作与背叛可以长期共存. 因此, 增加探

索概率 ϵ 可能改变平衡点的位置及其稳定性. 试猜想, 存在 ϵ∗ ∈ (0, 1) 使得策略演化动力学的方程存

在多个内部平衡点. 动态网络上的基于模仿和探索的合作动力学可以展现出丰富的动力学性质, 并有

待进一步的分析研究. 注意到, 此时的策略演化动力学由 3 部分组成: 网络拓扑动力学、基于模仿的

动力学和基于探索的动力学. 虽然上述耦合动力学特性非常复杂, 但是我们所提出的网络传播动力学

分析方法可将其转化为一个一阶非线性方程, 进而可以定量地给出该动力学的渐近行为分析.

针对我们所提出的动态网络上的传播动力学分析方法,未来可以在如下几方面做进一步的深入探

讨. (1) 我们提出的网络拓扑动力学, 完全基于边的随机性, 并未充分考虑个体的适应性对网络拓扑

动力学的影响, 因此, 考虑基于个体的边或者拓扑的演化规则对传播行为的影响将是一个很有意义的

科学问题; (2) 利用本理论方法针对人群控制 (crowd control) 等问题进行探讨, 具有重要的现实意义;

(3) 建立统一的动态网络上的传播动力学理论分析框架, 有望揭示动态网络上不同的传播动力学之间

的关系. (4) 利用该理论方法, 针对具体病毒传播实例, 开展实证分析研究.

6 结束语

复杂动态网络上的传播动力学在合作行为演化、疾病防控与舆情控制等领域有着广泛的应用. 动

态网络上的传播行为是网络拓扑动力学与传播动力学的耦合, 具有高度的非线性和复杂性. 我们提

出网络拓扑随机动力学, 利用时间尺度分离原则, 将动态网络上的传播动力学转化为经典的传播动力

学, 进而利用经典传播动力学方程定量地预测动态网络结构对传播动力学的影响. 利用该方法, 可以

分析动态网络上的合作演化 [111]、协同效应 [147]、生物多样性 [135]、流行性疾病 [113] 等一系列传播

行为. 该方法具有良好的可拓展性, 可以将动态网络拓展为动态多层网络 (dynamical interdependent

network) [148] 和动态集合 (dynamical set) [147], 网络拓扑动力学可以拓展为基于自我推荐或者声望的

更新过程 [149]. 综上所述,我们所提出的动态网络上的传播动力学理论分析框架,可以解析地研究动态

网络上的多种传播动力学行为, 揭示经典传播动力学与动态网络上的传播动力学的关系.
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Abstract With the development of network science, spreading dynamics on networks have attracted intensive

research interests in a wide variety of areas, such as control theory, game theory, system science, artificial intel-

ligence, social science, economics, biology, psychology, physics, math, and computer science. Network structure

plays a key role in spreading dynamics, although spreading dynamics differ from one another. In real networked

systems, the neighborhoods of individuals evolve with time. It is thus necessary to consider the coupling between

spreading dynamics and network dynamics. Nowadays the research on spreading dynamics on dynamical net-

works usually use Monte Carlo simulation rather than theoretical methods. So, we propose a stochastic linking

dynamic in this paper. It is proved to be a reversible Markov chain, which facilitates the analytical investigation of

spreading dynamics on dynamical networks. With this method, we study three spreading dynamics: the evolution

of cooperation, the spread of epidemics, and the evolution of vaccination behavior. Furthermore, we show the

similarities and differences between evolutionary game dynamics and epidemic spreading dynamics. Our method

could provide a universal framework to study spreading dynamics on complex dynamical networks.

Keywords spreading behavior, dynamical network, evolutionary game theory, epidemic spreading dynamics
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