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摘要 识别海量变量间潜在的复杂关联关系, 判断不同形式关联关系的强弱, 是大数据关联关系挖掘
的重要任务之一. 然而, 数据分布的不确定性、关联关系的多样性, 使得基于分布假设的关联关系度量
和基于数据驱动的非参数度量方法的适用性、准确性难以保证. 因此, 设计一种对关联关系形式无偏
的有效关联度量方法变得至关重要. 本文从大数据背景下潜在关联关系应被公平排序的需求出发, 回
顾了目前关联度量的公理化条件, 给出了大数据关联关系度量可能需满足的性质; 讨论了两类基于邻
域视角的度量方法存在的不足; 提出了本文基于 k-NN 粒的关联度量方法, 称为最大邻域系数. 人造
数据集和真实数据集实验从不同角度验证了本文所提方法的有效性和优越性. 最后指出了实验中发现
的有趣现象和有待解决的理论问题, 以引起对该领域更深入的思考和研究.
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1 引言

关联关系挖掘旨在探索变量间潜在的同现规律和模式, 可先验性地提供变量间交互信息、协助更
高层次的数据建模和统计分析, 其发展和应用广泛渗透到机器学习、生物信息学、社会网络、医疗诊
断等多种领域 [1∼4]. 大数据背景下, 描述事物的变量成千上万, 变量之间隐藏数以万计关联关系的现
象普遍存在 [5], 逐个检查变量 (组) 之间潜在的关联关系非常浪费资源物力 [6]. 更具挑战性的是多种
线性和非线性关系共存, 采用不恰当的关联度量挑选待研究关联关系会产生误判, 例如基于正态分布
假设的 Pearson相关系数偏向选择线性关系 [7],非参数 Spearman相关系数优先识别单调函数关系 [8].
这些现有方法的缺陷经常使研究者在理解底层数据时产生偏差. 因此, 设计独立于关联关系形式的关
联度量是大数据复杂关联关系挖掘的重要研究方向之一.
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关联关系挖掘从 19世纪 Galton研究人类身高遗传问题起一直受到广泛关注 [7],随着科学技术的
发展呈现不同的背景需求 [6, 9, 10]. 例如生物医学领域,早期研究者注重研究对象间是否存在关联,较少
关注具体的关联关系形式, 因而所设计的关联度量多对变量独立情况敏感 [11]. 然而大数据时代, 从海
量变量中准确地识别和遴选关联强度较大的关联变量是复杂关联关系挖掘的挑战之一 [4, 5], 这启发研
究者重新探索迎接挑战的新思路. 2011 年, Reshef 等 [10] 在 Science 上指出, 大数据时代的关联关系
度量应启发式地具备普适性 (generality) 和均衡性 (equitability), 并相应地提出了同时满足上述性质
的最大信息系数 (maximal information coefficient, MIC). Kinney 等 [12] 研究者指出 MIC 在大噪声情
况下会偏向线性关系, 并指出导致偏差的原因之一是: MIC 在寻找最优划分时过于关注网格线的坐落
位置而忽略了网格中点的分布. 根据信息论中数据处理不等式过程 (data processing inequality, DPI),
他们重新定义了均衡性, 提出用 Self- 均衡性 (Self-equitability) 代替 Reshef 等提出的 R2- 均衡性 (沿
用文献 [12] 中记法), 并证明了基于 k-NN 统计量估计的互信息 (MIKSG) 能满足此性质 [13]. 尽管研究
者付出诸多努力试图解决大数据背景下关联关系度量面临的挑战, 但依然存在许多问题有待研究.

(1) 现有的关联度量主要针对二元变量间关联关系的遴选任务展开, 对多元变量间相似任务分析
较少. 然而在寻找与疾病紧密关联的基因序列任务中,疾病的发生是由多个基因序列共同表达的结果,
仅分析单个基因序列与疾病的关系会使研究者无法做出正确判断和解释. 在挖掘二元变量关联关系时
表现较好的 MIC 难以扩展到多元变量情况.

(2)受参数选择影响较大的关联度量,不太适合参与多种关系形式共存场景下的关联强度比较,因
为一种参数设置大概率不能适应多个关联关系. 例如 MIKSG 只在参数 k = 1 时在不同函数关系上表

现出 Self- 均衡性 [13].

(3) 数据分布不确定性、关联关系多样性的特点, 迫切需要研究者设计参数备选空间小且简单有
效的关联关系度量. MIC 基于网格划分的互信息估计融合形成, 网格的搜索空间对关联度量精度影响
较大; Rényi 提出的最大相关系数在实践中较难确定变换函数空间 [14].

粒计算被认为是现阶段人工智能领域的新兴计算范式. 它把复杂问题抽象、划分从而转化为若干
较简单的问题. 有助于研究者更好地分析和解决问题 [15,16]. Liang 和 Qian 等 [17] 认为粒计算理论和

方法可能是解决大数据背景下数据挖掘的有效范式,指出局部数据粒上的模式发现和多粒度融合是解
决问题的重要手段之一, 这与大数据关联关系度量基于数据驱动的需求相契合. 另外, Hu 等 [18] 已利

用 δ-邻域粒 (δ 表示样本的邻域半径)构造邻域熵和邻域互信息衡量连续变量与离散变量之间的相关
性, 并在特征选择任务中成功应用. 本文通过固定样本点的邻居个数确定邻域粒大小, 引入 k-NN 粒
代替样本点作为基本运算单位, 定义了单个变量基于 k-NN 粒的不确定性和两组变量在指定 (kx, ky)

邻域组合下的邻域互信息, 构建了关联关系的邻域特征矩阵. 矩阵中每个元素为归一化后的邻域互信
息, 所有元素中的最大值称为最大邻域系数 (maximal neighborhood coefficient, MNC).

本文主要贡献如下:

(1) 针对大数据关联关系挖掘任务中, 关联度量可识别和遴选多种潜在关联关系并对关联形式无
偏的需求, 试给出了大数据关联关系度量需满足的性质.

(2) 剖析了两类传统的基于邻域视角的关联关系度量方法, 并指出在邻域半径选择、局部均匀性
假设、参数设置等方面存在的不足.

(3) 引入粒计算理论中的 k-NN 粒概念和多粒度融合思想, 提出了基于数据驱动的关联关系度量.
实验结果表明, 该度量可无偏地刻画多元变量之间的关联关系, 缓减度量方法中参数选择对识别精度
的影响.
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2 大数据关联关系度量可能需满足的性质

早在 1959 年, Rényi 给出依赖关系度量需满足 7 条公理性条件 [14], 并提出满足条件的最大相关
系数 MC(X,Y ) = supf,g ρ(f(X), g(Y )). 该系数遍历所有可能存在的 Borel 可测函数 f, g 对原始数据

进行变换,计算变换后变量的 ρ (Pearson相关系数),从中选择最大值作为关联强度值.实际问题中,先
验性地给定合适的变换函数较难, 通常使其难以有效计算 [10]. 而且 MC 基于高斯 (Gauss) 分布假定,
认为数据经过函数变换呈线性相关. 然而, 随着数据中复杂关联关系的出现, 高斯分布假设不再成立.
Schweizer 和 Wolff [19] 指出 Rényi 的部分公理性条件在非参数度量情况下比较严格, 并提出较松弛的
公理条件进行修正. 但是修正后的公理条件中, 关联度量取值为 1 当且仅当在变量间存在单调函数关
系时成立. 这与大数据中单调、非单调函数关系甚至组合函数关系共存的现象不契合. 大数据背景下,
识别和遴选强关联关系的任务,要求关联度量既能识别多种关联关系又对关联形式无偏向.因此,结合
此需求和已有关联度量的公理性条件, 给出大数据关联关系度量可能需满足的性质.

本文记 X = (X1, . . . , Xp), Y = (Y1, . . . , Yq)为随机变量, p和 q 表示变量维度. δ(X,Y )表示关联

关系度量. 当 p = q = 1 时, δ(X,Y ) 衡量二元变量间关联关系强度.

(1) 广泛性: δ(X,Y ) 用于衡量任意变量类型的关联关系, 要求随机向量 X, Y 不处处为常数.

(2) 对称性: δ(X,Y ) = δ(Y ,X). 若 X 与 Y 之间存在某种关联关系, 变量位置改变不影响关联
强度大小.

(3) 可比性: 0 6 δ(X,Y ) 6 1. 不同关联关系间, 关联强度可比较大小. δ 越接近 1 表明关联关系
越强. δ = 0 表示变量间完全独立; δ = 1 表示变量间存在强关联关系, 与关系形式无关.

(4) 普适性: 能识别广泛的关联关系形式, 不仅仅是简单的线性关系和单调函数关系.

(5) 均衡性: δ(f(X),Y ) = δ(g(X),Y ), 如果 Y = C(f(X), η), Y = C(g(X), η), 其中 f, g 为不同

的 Borel 可测函数, η 为噪声项, C 表示真实关系和噪声项的组合函数. 若 C 为加和噪声, 则 C(f(X),
η) = f(X) + η. 也即 δ 只衡量关联强度, 受关系形式影响较小. 该性质也可称为无偏性.

(6) 单调性: (i) 随着 X 中与 Y 相关变量的增加, X 与 Y 间关联强度增大, 即 δ(X,Y ) >
δ(X\Xi,Y ), X\Xi表示X 中除掉 Xi,其中 Xi, Xj 相互独立, Xi与 Y 相关. (ii)随着X 中与 Xi分量

冗余变量的增加, X 与 Y 间关联强度不变, 即 δ((X1, Xi, . . . , Xp),Y ) = δ((X1, Xi, f(Xi), . . . , Xp),Y ),
f(Xi) 表示 Xi 的函数. (iii) 随着 X 中与 Y 统计独立变量的增加, X 与 Y 间关联强度减小, 即
δ((X1, . . . , Xl, Xl+1, . . . , Xp),Y ) 6 δ((X1, . . . , Xl),Y ), 其中 (Xl+1, . . . , Xp) 与 Y 统计独立, 且与 (X1,
. . . , Xl) 中变量相互独立.

(7) 可扩展性: 关联度量随着变量维度的增加容易扩展.

上述性质中, 若 δ 用于识别和遴选多元变量间潜在关联关系, 则其单调性成立需建立在前 5 条性
质成立的基础之上.

3 基于邻域视角的相关方法

MIC 假设存在一种网格划分能将数据的关联关系压缩出来, 通过计算不同网格划分的最大归一
化互信息得分判断关联关系强度. 但是 MIC 在寻找网格的最优划分线时易忽略网格中每个元胞内数
据点的分布. Kinney 等研究者证明, 基于 k-NN 统计量的互信息估计 MIKSG 能克服忽略局部结构引

起的偏差. 但是 MIKSG 的均衡性表现受参数影响较大. 借鉴两种方法设计策略和估计角度的优点, 并
克服它们存在的不足, 本文从样本点的邻域拓扑结构出发构造关联关系度量.
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首先剖析两类基于邻域视角的关联度量在大数据背景需求下存在的不足, 然后提出基于 k-NN 粒
的最大信息系数 MNC, 并对其是否满足大数据关联关系度量需满足的性质进行验证.

3.1 基于 k-NN 统计量的方法

MIKSG 是基于 k-NN 统计量估计的互信息 [13]. 该方法首先通过 max- 范数确定联合分布中 k 个

邻居点的邻域半径 ρk, 利用此半径确定边际分布的邻居个数 nX 和 nY , 然后在 k-NN 矩形区域内按
照熵定义估计互信息. MIKSG 通过邻域半径 ρk 建立起联合分布与边际分布之间的关系, 但采用 max-
范数会增大边际熵的估计偏差. 因为 max- 范数一定会增大某个变量的邻域范围, 这在高维情况下尤
为明显. 朴素互信息估计方法先利用 k-NN 统计量分别对边际密度函数和联合密度函数估计 (用 l2-
范数确定邻居个数), 然后将估计概率插入到熵和互信息定义中完成互信息估计 [20]. 插入式估计方式
会加大真实值与估计值之间的偏差.

MIKSG 和朴素互信息估计都对样本进行了局部均匀性假定: 近似地假定 k-NN矩形区域 (max-范
数)和 k-NN球 (l2-范数)中的 k个点具有均匀密度.这种假设在强关联关系情况下不成立,因为 k-NN
统计量包含 k 个点所占的体积因子, k 个点在这种情况下可能占很小的体积. 有研究者引入 principal
component analysis (PCA) 估计局部非均匀性, 即用 k 个邻域点的真实体积修正指定邻域体积 (记
作 MILNC) [6].

基于 k-NN 统计量的关联度量依赖样本点的具体取值, k 个邻居点所在的区域由第 k 个点决定,
未考虑邻域内散落点的信息, 这些因素会导致该类方法受噪声和参数影响较大.

3.2 基于 k-NN 图的方法

基于 k-NN 图的互信息估计方法将样本点当作图顶点, 样本点之间距离看作连边权重. MIGNN

是基于广义近邻图 (generalized nearest neighbor, GNN) 估计的互信息 [21]. 该方法先构造 GNN 统计
量 Lp =

∑
(x,y)∈E(NNS(V )) ∥x−y∥p,其中 V 表示图的顶点集合, S 为指定的邻域集合 (k个正整数集合),

NNS(V )表示 V 中每个顶点到 S 集合中元素的 i近邻构成的有向广义近邻图集合, E(NNS(V ))为广义

近邻图的连边集. 然后利用 GNN统计量估计 Rényi熵 Ĥα(X1:n) =
1

1−α log
Lp(X1:n)

γn1−p/d ,其中 p = d(1−α),
p 表示距离的幂次, d 表示数据的维度, γ 为依赖于 d, p, S 的常数. 当 α = 0.99 时, Rényi 熵近似
于 Shanon 熵. 互信息估计阶段, 先用 copula 函数对每个变量进行严格的增函数变换, 变换后变量联
合熵的负值为所估计互信息.

邻域相似性 (neighborhood similarity, NS) 是另一种基于 k-NN 图构造的关联度量方法 [22]. 它假
设: 两个变量之间若存在关联关系, 那么样本点在一个变量下的邻居点很大概率是在另一个变量下对
应的邻居点. 基于此假设,首先构建了各变量的邻域图、全连图和交互邻域图,然后分别确定每个图的
连边分布, 通过比较各连边分布的接近程度判断变量间的关联强度.

基于 k-NN 图的估计方法考虑所有样本的连边分布, 确定连边分布时至少涉及两个参数. 数据分
布未知情况下, 该类方法的邻域选择范围较难确定, 引入更多参数会增大估计偏差, 用于多种关联关
系识别会导致排序结果不可靠.

3.3 基于 k-NN 粒的关联度量方法

本小节假设: 变量间存在关联关系, 则各变量的样本存在相似邻域结构; 通过搜索各变量合适的
邻域范围, 则可找到共同邻域结构.

给定样本集 S = {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)} 来自联合分布 (X,Y ), 边际变量 X, Y 的样本分别
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为 SX = {X1, . . . , Xn}, SY = {Y1, . . . , Yn}. 给定特定邻域组合 (kx, ky) ((kx, ky) 为正整数对), 称
Nkx

X (X) = {Xj1 , . . . , Xjkx
}为 X 样本的 kx-NN粒,其中下标序列 j1 < j2 < · · · < jkx 可由 d(X,Xji) =

∥X −Xji∥dX
排序获得, dX 为 X 空间上的 lp 范数 (此处 p = 2). SX 中所有样本的 kx-NN粒形成 SX

的覆盖,即
∪n

i=1 N
kx

X (Xi) = SX . 同样地样本集 SY 也存在覆盖
∪n

i=1 N
ky

Y (Yi) = SY . 邻域组合 (kx, ky)

形成样本集 S 的覆盖记为 Ckxky . 令 S|Ckxky
为样本集 S 在覆盖 Ckxky 上的分布, 不同邻域组合形成

不同的分布 S|Ckxky
.

3.3.1 邻域互信息

利用样本的 k-NN 粒代替样本作为基本运算单位, 定义特定邻域组合 (kx, ky) 下分布 S|Ckxky
的

邻域熵和邻域互信息.

定义1 给定 X 的样本集 SX , Nkx

X (Xi) 为 Xi 的 kx-NN 粒, Xi 的邻域熵为

NHkx(Xi) = −log
|Nkx

X (Xi)|
n

, (1)

变量 X 的邻域熵为

NHkx(X) = − 1

n

n∑
i=1

log
|Nkx

X (Xi)|
n

= − 1

n

n∑
i=1

log
kx
n
, (2)

其中 | · | 表示集合的基数.

式 (1)中对数比例可看作样本 Xi 的局部概率.由式 (2)知, ∀Xi 满足 1 6 |Nkx

X (Xi)| 6 n− 1,因此
成立 log n

n−1 6 NHkx(X) 6 log(n). NHkx(X) = log(n)当且仅当所有样本都只有一个近邻; NHkx(X) =

log n
n−1 当且仅当所有样本都将自身之外的点作为邻居. 变量的邻域熵大小随邻居数 kx 变化, 这意味

在先验信息未知时可以自由指定变量的不确定性.

定义2 给定随机变量X, Y 的样本 SX , SY ,以及特定邻域组合 (kx, ky). Nkx

X (Xi)为Xi的 kx-NN
粒, Nky

Y (Yi)为 Yi 的 ky-NN粒,联合分布中样本 (Xi, Yi)在覆盖 Ckxky 下的邻域粒记为 N
Ckxky

X∗Y (Xi, Yi),
其中 X ∗ Y 表示 (X,Y ) 的联合分布, 其邻域联合熵为

NHCkxky
(Xi, Yi) = −log

|NCkxky

X∗Y (Xi, Yi)|
n

, (3)

(X,Y ) 的邻域联合熵为

NHCkxky
(X,Y ) = − 1

n

n∑
i=1

log
|NHCkxky

(Xi, Yi)|
n

. (4)

此处定义 N
Ckxky

X∗Y (Xi, Yi) = Nkx

X (Xi) ∩N
ky

Y (Yi), 则 (X,Y ) 的邻域联合熵可表示为

NHCkxky
(X,Y ) = − 1

n

n∑
i=1

log
|Nkx

X (Xi) ∩N
ky

Y (Yi)|
n

. (5)

特别地, Nkx

X (Xi) ∩ N
ky

Y (Yi) = ∅ 意味着第 i 个样本点在 (kx, ky) 邻域组合下没有共同邻居, 此时
该样本对变量联合熵的贡献为 0, 约定 log 0

n = 0.

定理1 NHCkxky
(X,Y ) > NHkx(X), NHCkxky

(X,Y ) > NHky (Y ).
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证明 ∀ (Xi, Yi) ∈ S, Xi ∈ SX , yi ∈ SY , 有 N
Ckxky

X∗Y (Xi, Yi) ⊆ Nkx

X (Xi), N
Ckxky

X∗Y (Xi, Yi) ⊆
N

ky

Y (Yi),那么 |NCkxky

X∗Y (Xi, Yi)| 6 |Nkx

X (Xi)|, |N
Ckxky

X∗Y (Xi, Yi)| 6 |Nky

Y (Yi)|成立,因此 NHCkxky
(X,Y ) >

NHkx(X), NHCkxky
(X,Y ) > NHky (Y ).

定理 1 表明两个边际邻域熵共同决定联合邻域熵. 因此, 在先验信息未知情况下, 确定好两个边
际邻域熵, 联合邻域熵随之确定.

定义3 给定样本集 SX , SY , 以及特定邻域组合 (kx, ky)确定的覆盖 Ckxky . Xi, Yi 和 (Xi, Yi)的

邻域粒分别为 Nkx

X (Xi), N
ky

Y (Yi) 和 N
Ckxky

X∗Y (Xi, Yi), 则联合样本 (Xi, Yi) 的邻域互信息为

NMICkxky
(Xi, Yi) = −log

|Nkx

X (Xi)||N
ky

Y (Yi)|
n|NCkxky

X∗Y

(Xi, Yi)|

= −log
|Nkx

X (Xi)||N
ky

Y (Yi)|
n|Nkx

X (Xi) ∩N
ky

Y (Yi)|

= log
n|Nkx

X (Xi) ∩N
ky

Y (Yi)|
kxky

, (6)

联合分布 (X,Y ) 的邻域互信息为

NMICkxky
(X,Y ) = − 1

n

n∑
i=1

log
|Nkx

X (Xi)||N
ky

Y (Yi)|
n|Nkx

X (Xi) ∩N
ky

Y (Yi)|

=
1

n

n∑
i=1

log
n|Nkx

X (Xi) ∩N
ky

Y (Yi)|
kxky

.

(7)

式 (6)也可以称逐点邻域互信息,联合邻域互信息为逐点邻域互信息之和.若 Nkx

X (Xi)∩N
ky

Y (Yi) =

∅, 则 NMICkxky
(Xi, Yi) = 0. NMICkxky

(X,Y ) = 0 当且仅当所有 NMICkxky
(Xi, Yi) = 0, i = 1, . . . , n.

即 S中所有样本在特定邻域组合 (kx, ky)下都没有共同邻居.若搜索不同邻域组合, NMICkxky
(X,Y ) =

0 都成立, 则可认为两个变量间无任何关联关系.

定理2 给定 (X,Y )在特定邻域组合 (kx, ky)下的邻域互信息 NMICkxky
(X,Y ),如下性质成立:

(1) NMICkxky
(X,Y ) = NMICkxky

(Y ,X);

(2) NMICkxky
(X,Y ) = NHkx(X) + NHky (Y )−NHCkxky

(X,Y ).

依照 Shannon 熵和互信息的定义, 上述性质显而易见.

接着引入有限集合中样本的邻域关联概念.

定义4 给定样本点 (X,Y ) ∈ S 和特定邻域组合 (kx, ky), Nkx

X (X) 为 X 的 kx-NN 粒, N
ky

Y (Y )

为 Y 的 ky-NN 粒. 若 Nkx

X (X) ⊆ N
ky

Y (Y ), 则称 (X,Y ) 是 kx × ky 邻域关联的; 若 N
ky

Y (Y ) ⊆ Nkx

X (X),
则称 (X,Y ) 是 ky × kx 邻域关联的.

由定义 4 知, 每个样本点在特定邻域组合下存在两种不同的关联方向.

引理1 若样本点 (X,Y ) 是 kx × ky 邻域关联的, 则 NMICkxky
(X,Y ) = NHky (Y ); 若 (X,Y )

是 ky × kx 邻域关联的, 则 NMICkxky
(X,Y ) = NHkx(X).

定理3 给定样本集 S, SX , SY 和特定邻域组合 (kx, ky),若 SX 中所有样本都满足 kx×ky 邻域关

联,则 NMICkxky
(X,Y ) = NHky (Y );若 SY 中所有样本都满足 ky×kx邻域关联,则 NMICkxky

(X,Y ) =

NHkx(X).
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由定理 3 可知, NMICkxky
(X,Y ) 6 min{NHkx(X),NHky (Y )}. 等号成立的条件是: 所有样本至少

满足一种邻域关联. 此时意味着在特定邻域组合 (kx, ky) 下, 一个变量的邻域信息完全由另一个变量
决定.
引理 1 和定理 3 结合表明, 邻域互信息可衡量变量间的关联程度, 可判断潜在关系的关联方向,

可识别单个样本对整体关联强度的贡献, 同时也可排查偏离整体趋势的样本点. 然而, 海量变量间关
联关系复杂多样, 实践中较难通过一组恰当的邻域组合 (kx, ky) 识别出多种关系形式. 不同邻域组合
产生不同邻域关联, 融合不同邻域关联设计关联度量是一种可行策略.

3.3.2 最大邻域系数

首先定义 S 的邻域特征矩阵 (NM), 然后基于 NM 定义 MNC.

定义5 给定样本集合 S 和邻域组合 (kx, ky), S 邻域特征矩阵 NM 中的元素为

NM(S)kx,ky =
NMI(S|Ckxky

)

log n
max (kx, ky)

. (8)

NMI(S|Ckxky
) 表示分布 S|Ckxky

上的邻域互信息. 由定理 3 知, 式 (8) 中分母为特定邻域组合下
邻域互信息的最大值, 因此邻域矩阵中元素的取值位于 [0, 1]. 归一化处理有助于同一个数据集不同覆
盖上关联强度的比较, 也有助于不同数据集之间关联强度的比较.

定义6 给定有限样本集 S, 以及邻域搜索范围 NB(n), 最大邻域系数 MNC 为

MNC(S) = max
16kxky6NB(n)

{NM(S)kx,ky
}, (9)

其中 1 6 kxky 6 O(nα), 0 < α < 1.

合适的 NB(n)设置比较重要:邻域范围过大会高估独立关系,过小意味着只能挖掘简单关联关系.
文中从实验上给出有效的邻域范围 n0.7 ∼ n0.8. 无特殊指定, 采用 NB(n) = n0.8 进行实验分析.

3.3.3 MNC 的相关性质分析

本小节验证 MNC 在大数据关联关系度量需满足性质中的表现.
(1) 广泛性: MNC 基于样本点间距离确定邻域, 只需变量空间存在距离度量, 就可获得 MNC. 文

献 [23] 中也表明基于邻域构造的互信息能适应多种变量类型.
(2) 对称性: MNC(X,Y ) = MNC(Y ,X). 由定理 2(1) 知, NMI 具有对称性. MNC 是归一化

的 NMI, 对称性不变.
(3) 可比性: 0 6 MNC(X,Y ) 6 1. 由定义 5 和 6 易知成立. 由定义 3 和定理 3 知, MNC = 0 表

示变量间独立, MNC = 1 表示变量间存在强关联关系.
(4) 普适性: MNC 基于邻域粒设计, 是一种非参数估计方法, 与数据分布无关. 表 1 中单调性不

同的关联关系验证了该性质.
(5) 均衡性: 均衡性概念首次由 Reshelf 等提出但是没有理论依据, Kinney 等从数据处理不等式

过程角度提出 Self- 均衡性. 两种角度的均衡性引起很多争议 [12, 24,25], 有研究者认为这两种角度可能
同时存在 [26]. 图 3 和 4 实验结果表明 MNC 同时满足两种均衡性. 本文推测两种均衡性定义具有统
一的数学形式, 均衡性的表现也可能与互信息估计方式有关, 后续研究将探明.

(6) 单调性: MNC从数据局部拓扑结构出发构造,变量间关联强度的变化受关联关系空间结构变
化的影响, 通过关联强度的变化识别变量间潜在的关系形式. 多元变量分析中, 关联关系固定, 关联强
度随变量维度变化的结果已表明其正确性.
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表 1 比较方法在无噪声关系上的表现

Table 1 Performance of all methods on noiseless functional relationships

Relationship type Spearman Pearson MIC MIKSG MILNC MIGNN NS MNC

Random 0.03 0.03 0.17 0.13 0.13 0.26 0.00 0.21

Linear 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

Exponential 1.00 0.87 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99 1.00

Cubic 0.78 0.66 1.00 1.00 1.00 0.99 1.00 1.00

Linear Periodic 0.31 0.33 1.00 0.74 0.74 0.93 1.00 1.00

Sin (Fourier frequency) 0.14 −0.09 1.00 0.05 0.05 0.93 0.99 1.00

Sin (Varying frequency) −0.11 −0.11 1.00 0.04 0.04 0.98 0.99 1.00

Parabolic −0.00 0.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

Sin (nonFourier frequency) 0.00 0.00 1.00 0.38 0.38 0.97 0.80 1.00

(7) 可扩展性: 只要不同维度变量空间存在距离度量, MNC 就可计算.

4 实验分析

为验证 MNC的有效性和优越性,选择两类数据集 (模拟数据集、真实数据集), 6种代表性算法作
为分析、对比对象. 两类基于邻域视角的方法性能受参数影响较大; Pearson 相关系数 (ρ) [7] 可识别线

性关系但不识别非线性关系; Spearman [8] 相关系数可识别简单单调关系但不识别复杂周期关系,文中
也用来判断关系的单调程度; MIC [10] 可识别多种关联关系但不能刻画变量组间关联关系; dCor [27,28]

可衡量多元变量间的关联关系但识别复杂关联关系能力较弱. 通过和这些方法比较, 从不同角度去体
现 MNC 的特点. 实验中数据都用 min-max 归一化方法处理, 使变量取值位于 [0, 1]. 涉及参数的比较
方法如无特殊说明, 都采用默认设置. 为方便比较, MIKSG, MILNC 和 MIGNN 先经过 NI =

√
1− e−2I

变换, 使其取值位于 [0, 1], 其中 I 表示互信息.

4.1 参数有效性分析

首先, 检查 MNC 中参数对不同维度、不同样本量的统计独立数据的影响. 图 1(a)∼(h) 中, x 轴
表示统计独立数据的样本量, 从 100 到 5000 共 8 种情况; y 轴表示 MNC 得分, 用对应样本 100 次
重复实验的箱线图表示, 标题记录两个独立变量的维度和实验设置的参数. 实验结果显示, 所有子图
中 MNC 值随样本量的变化趋势一致. 即固定变量维度和参数, MNC 值随着样本量的增加逐渐减小
并趋于 0. 这表明独立变量的 MNC 值在大样本情况下偏差较小. 图 1(a)∼(d) 的变量维度逐渐增加,
邻域参数设置为 α = 0.5. 分析相同样本量不同维度 MNC 值的变化, 发现 100 次试验的 MNC 平均
值 (箱线图中的红色线) 比较接近. 例如样本量为 2000 时, 4 种不同维度下的 MNC 均值为 0.11, 100
次试验的波动范围为 [0.09, 0.12]. 这表明统计独立情况下, 变量维度变化对 MNC 值的影响较小. 类似
地, 图 1(e)∼(h) 的变量维度变化与图 1(a)∼(d) 中的维度变化相同, 只是邻域参数设为 α = 0.8. 在此
设置下, MNC 在相同样本量不同维度上的变化与图 1(a)∼(d) 的表现一致, 100 次试验的平均值差距
也较小. 这表明 α 的大小对统计独立变量的 MNC 值影响较小. 结合有效识别海量变量间多种潜在关
联关系形式的需求, 后续实验将邻域范围设置为 NB(n) = n0.8.
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图 1 (网络版彩图) 不同参数在独立数据上的表现
Figure 1 (Color online) Empirical performance of different parameters on independent data. (a) dX = 1, dY = 1,
α = 0.5; (b) dX = 5, dY = 3, α = 0.5; (c) dX = 5, dY = 5, α = 0.5; (d) dX = 5, dY = 10, α = 0.5; (e) dX = 1, dY = 1,
α = 0.8; (f) dX = 5, dY = 3, α = 0.8; (g) dX = 5, dY = 5, α = 0.8; (h) dX = 5, dY = 10, α = 0.8

4.2 模拟数据实验分析

本小节在二元变量关联关系、多元变量关联关系的模拟数据上验证 MNC 可识别复杂关联关系.

4.2.1 二元变量分析

二元变量关联关系数据分析阶段, 在无噪声关联关系上检验 MNC 的普适性, 在有噪声、单调性
不同的函数型关联关系上检验 MNC 的均衡性.

(1) 普适性: 将 MNC应用于多种不同形式的关联关系 (表 1的第 1列为关联关系名,所列关系来
自文献 [10], 只是按 Spearman2 进行单调性降序排列). 基于邻域视角的两类方法受参数影响较大, 因
此表 1 中所列结果为多个不同参数设置下的最优值. 观察表 1 中结果可知, MNC (最后 1 列) 和 MIC
(第 4 列) 在所有强关联关系上的表现一致, 所给关联强度都为 1, 这表明了 MNC 也能识别不同形式
的关联关系.与其他方法相比, MNC的性能明显较优,尤其在单调性弱、周期性强的关联关系上的,其
他方法给出的关联强度较低. 另外, 基于 k-NN 图的两种方法 MIGNN, NS 在实验上要优于基于 k-NN
统计量的两种方法 MIKSG, MILNC,因为它们在单调性弱、周期性强的关联关系上的得分较高. 值得注
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图 2 按单调性排序的函数关系

Figure 2 Functions f used to analyze the equitability of MNC and colored with descending monotonicity

意的是, MNC 在随机变量上的得分偏高, 这主要与数据的样本量小有关 (图 1 可知).

(2) 均衡性: 将 MNC 应用于 21 个有噪声、单调性不同的函数型关联关系数据集, 观察所有关系
上 MNC 值随噪声量的变化趋势. 实验数据集生成方式同文献 [12]: Y = f(X) + η, f 为图 2 中所示
的单调性递减函数关系, η 为服从均匀分布的加和噪声项, 实验中共设置 24 个不同噪声水平. 图 3 展
示 Reshelf 等提出的 R2- 均衡性, 用 1 − R2(Y, f(X)) 衡量噪声量, R 为 Pearson 相关系数. 图 4 展
示 Kinney 等提出的 Self- 均衡性, 通过 M(X,Y ) = M(f(X), Y ) 成立与否, 判断关联度量 M 在相同

噪声水平时对不同关联关系的识别能力. 图 3 和 4 中, 前两行展示基于 k-NN 统计量方法的性能, 中
间两行展示基于 k-NN 图方法的性能, 这两类方法分别考虑在参数 k = 2, 3, 5, 10 四种情况上的性能.
最后一行展示 dCor, MIC 和本文所提度量 MNC 的性能. 每个子图中, x 轴表示噪声量, y 轴表示对
应度量的得分值. 观察两种均衡性指标随噪声量的变化趋势, 发现不同函数关系 MNC 值的变化曲线
一致优于其他方法. 即在相同噪声水平下, 不同函数关系上的 MNC 值接近; 在大噪声情况下, 也未出
现偏向某种关联关系的现象. 这从实验上表明 MNC 满足两种均衡性定义, 对关联关系形式没有偏向.
然而, MIC在大噪声时明显倾向于简单函数关系 (蓝色曲线与红色曲线分离); MIKSG 在不同函数关系

上的得分变化趋势在两种均衡性定义中都较分散, 但在 k 值较小时的分散程度较小, 说明该方法性能
受参数选择影响较大; 改进后的 MILNC 在不同关系上的得分随噪声量的变化趋势较 MIKSG 紧凑, 但
也在不同参数设置下表现不同; 基于 k-NN 图的方法在两种均衡性上无收敛规律, 它给具有大噪声量
的关联关系较高的分数 (大噪声量对应的蓝色点), 却将具有小噪声量的关联关系判断为 0 (小噪声量
对应的红色点). 这表明该类方法受噪声影响较大,不适合识别复杂关联关系; dCor在单调性关系上的
变化趋势明显分离于非单调关系,表明 dCor对关联关系形式有偏向.基于 k-NN粒设计的 MNC度量
在两种均衡性上的性能都优于其他两类基于邻域视角的关联度量, 推测与 MNC 在构造过程中考虑样
本 k 个邻居的相对秩序而非具体取值有关. 另外, MNC在两种均衡性定义上的表现一致,推测两种均
衡性具有一致的数学表征形式.
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图 3 所有方法的 R2- 均衡性表现
Figure 3 Performance of all comparison measures on R2-equitability. (a)–(d) MIKSG performance; (e)–(h) MILNC per-
formance; (i)–(l) MIGNN performance; (m)–(p) MS performance; (q)–(s) dCor, MIC and MNC performance respectively;
(t) functional marks and their monotonicity value
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图 4 所有方法的 Self- 均衡性表现
Figure 4 Performance of all comparison measures on Self-equitability. (a)–(d) MIKSG performance; (e)–(h) NSLNC

performance; (i)–(l) MIGNN performance; (m)–(p) NS performance; (q)–(s) dCor, MIC and MNC performance respectively;
(t) functional marks and their monotonicity value

4.2.2 多元变量分析

4.2.1小节实验结果已表明, MNC能识别多种复杂关联关系,且对关系形式具有无偏性. 本小节在
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图 5 (网络版彩图) 随着 X 中与 Y 相关变量维度的增加, MNC 和 dCor 在 3 种不同关系形式上的表现
Figure 5 (Color online) Empirical performance of MMC and dCor with respect to three different relationship types as
the dimension of variables associated with Y in X increases. (a) Linear relationship; (b) mixed relationship; (c) nonlinear
relationship

多元变量数据集上验证 MNC的单调性. 基于邻域视角的两类方法受参数影响较大且对二元复杂关联
关系的识别能力较弱, MIC, Pearson 相关系数和 Spearman 相关系数不能识别多元变量关联关系, 这
些方法不参与本小节比较. dCor存在对关联关系形式有偏向的缺陷,但可衡量多元变量间关联关系强
度, 在本小节作为基准方法验证 MNC 的单调性.

首先构造不同形式多元变量关联关系 (图 5∼7 中每个子图的标题表示关系形式), 每种关联关系
由 500 个均匀采样点形成, 其中 X 变量的子分量间相互独立, 实验结果用 100 次独立实验的箱线图
表示.

(1) 变量 Y 与 X 之间关联关系形式固定, Y 与 X 中的每个分量都有关联. 图 5(a)∼(c), 关联关
系的复杂程度逐渐增加. 每个子图中, x 轴表示增加新分量后变量 X 的维度, y 轴表示关联度量的得
分. 图 5(a) 和 (b) 中, 随着 X 中与 Y 相关分量维度的增加, dCor 和 MNC 的均值逐渐增大 (蓝色曲
线和红色曲线分别表示两种度量 100 次实验平均值的变化趋势). 图 5(c) 中关联关系的非线性程度最
大, dCor的均值随着相关维度的增加反而减小. 这表明随着 X 中与 Y 相关变量维度的增加, Y 与 X

的关联强度增加.

(2) 变量 Y 与 X 之间关联关系形式固定, 图 6(a) 展示了三维变量间存在的关系, 其中 Y 与 X1
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图 6 (网络版彩图) 变量 X 中 5 种冗余关系类型及 MNC 和 dCor 在各情况上的表现
Figure 6 (Color online) Five redundant relationship types in X and empirical performance of MMC and dCor in
each case (a) X = (X1, X2); (b) X = (X1, X2, X2

1 ); (c) X = (X1, X2, X2
1 , X

2
2 ); (d) X = (X1, X2, X2

1 , X
3
2 ); (e)

X = (X1, X2, X1, X2); (f) experimental result

具有线性关系与 X2 具有非线性周期关系. 图 6(b)∼(e) 中的 X 变量逐渐增加与 X1 和 X2 呈线性或

非线性关系的冗余维度, 并展示对应散点分布. 图 6(f) 展示 5 种关联关系上 MNC 的性能. 实验结果
展示, MNC在 5种关系中的得分箱线图较窄且接近 1. 这表明 MNC受冗余维度和冗余关系形式影响
较小. 而 dCor 在非线性冗余关系 (图 6(d)) 和线性冗余关系 (图 6(e)) 上的均值相差大约 0.3, 说明其
受冗余关系形式的影响大, 不适合识别多种关系形式并存的多元变量关联关系挖掘任务.

(3) 变量 Y 与 X 的关联关系固定, X 中逐渐增加与 Y 和 X 中分量独立的变量, 观察 MNC
和 dCor 值随 X 维度增加的变化趋势. 与图 5 中关联关系形式相同, 图 7 中 x 轴表示 X 变量参与计

算的维度, y 轴为关联度量得分. 实验结果表明, 两种方法在 3 种关系上的关联强度随噪声维度的增
加逐渐减少, 意味着 MNC, dCor 能识别固定关系中隐藏的噪声.

多元变量间关联关系分析结果显示, MNC 的单调性性能优于 dCor. 这表明 MNC 通过识别关联
关系的本质结构判断关联强度, 因此可通过 MNC 值的变化判断变量 X 中与 Y 最相关的变量子集.

4.3 真实数据实验分析

本小节在真实数据上验证 MNC 的有效性和优越性. 即 MNC 不仅具备普适性和均衡性, 还因单
调性成立可用于多元变量间潜在关联关系的识别和筛选.

将 MNC应用于建筑效能数据集 [29]. 该数据集包括 768个样本, 8个特征变量: 相对紧实度 (X1),
表面积 (X2), 墙面积 (X3), 屋顶面积 (X4), 总体高度 (X5), 方向 (X6), 玻璃面积 (X7), 玻璃面积分
布 (X8) 和 2 个因变量: 热负荷 (Y1), 冷负荷 (Y2). 此处仅挖掘与热负载因变量紧密相关的特征变量
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图 7 (网络版彩图) 随着 X 中与 Y 独立变量维度的增加, MNC 和 dCor 在 3 种不同关系形式上的表现
Figure 7 (Color online) Empirical performance of MNC and dCor with respect to three relationship types as the dimension
of independent variables with Y in X increases. (a) Linear relationship; (b) mixed relationship; (c) nonlinear relationship

子集. 文中设计了 MNC-ρ2 统计量用于判断关联关系的非线性程度. 该统计量取值越大, 表明关联关
系的非线性程度越强. 二元变量关联关系挖掘阶段, 展示 MNC, ρ, Spearman, dCor 和 MIC 的识别和
遴选结果, 同时也展示 MIC-ρ2 [10] 和 MNC-ρ2 对关联关系非线性程度的判断结果. 多元变量关联关系
挖掘阶段, 仅展示 MNC 和 dCor 的识别和遴选结果.

表 2 展示按 MNC 值降序排列后的成对特征变量对及所列统计量的得分. 观察列表前 8 组特征
变量对, MNC 和 MIC 对它们的关联强度判断为 1 或接近 1, 说明两者对强关联特征变量对的相对排
序一致; Spearman 绝对值、ρ 绝对值和 dCor 对所列变量对关联强度的相对大小判断也一致; 不同之
处在于, MNC 和 MIC 在 (X1, X3), (X2, X3) 变量对上的关联强度很高, 而 Spearman 绝对值、ρ 绝对
值和 dCor 在两组变量对上的关联强度较低, 同时发现 MIC-ρ2, MNC-ρ2 在两组变量对上的分值较高.
结合所比较方法的特点和 MIC-ρ2, MNC-ρ2 统计量可判断关联关系非线性程度的功能, 可知 MNC 对
关联关系形式无偏向, 可对潜在关联关系进行公平排序.

表 3 展示不同方法对所有特征变量与 Y1 关联程度的判断, 并按 MNC 值降序排列. 对比结果发
现, MNC 和 MIC 将 (X1, Y1), (X2, Y1) 置于列表顶端, 说明两者都认为 X1, X2 与 Y1 最关联, 这与文
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表 2 不同方法衡量 8 个特征变量两两之间的关联强度
Table 2 Different measures to compute the associations strength of pairwise variables

Xvar Yvar MNC Spearman dCor MIC MNC-ρ2 MIC-ρ2 ρ

X1 X2 1 −1 1 1 0.02 0.02 −0.99

X1 X3 1 −0.26 0.45 1 0.96 0.95 −0.20

X1 X4 1 −0.87 0.88 1 0.25 0.25 −0.87

X1 X5 1 0.87 0.86 1 0.31 0.31 0.83

X2 X3 1 0.26 0.45 0.99 0.96 0.95 0.20

X2 X4 1 0.87 0.89 1 0.22 0.22 0.88

X2 X5 1 −0.87 0.89 1 0.26 0.26 −0.86

X4 X5 1 −0.94 0.99 1 0.05 0.05 −0.97

X5 X6 0.79 0 0 0 0.79 0 0

X3 X5 0.78 0.22 0.31 0.37 0.71 0.30 0.28

X3 X4 0.72 −0.19 0.34 0.39 0.63 0.30 −0.29

X4 X6 0.66 0 0 0 0.66 0 0

X1 X6 0.58 0 0 0 0.58 0 0

X2 X6 0.58 0 0 0 0.58 0 0

X3 X6 0.56 0 0 0 0.56 0 0

X5 X8 0.5 0 0 0 0.5 0 0

X3 X8 0.42 0 0 0 0.42 0 0

X6 X8 0.40 0 0 0 0.40 0 0

X7 X8 0.38 0.19 0.21 0.34 0.33 0.29 0.21

X3 X7 0.36 0 0 0 0.36 0 0

X5 X7 0.34 0 0 0 0.34 0 0

X4 X8 0.25 0 0 0 0.25 0 0

X4 X7 0.25 0 0 0 0.25 0 0

X1 X8 0.25 0 0 0 0.25 0 0

X2 X8 0.25 0 0 0 0.25 0 0

X6 X7 0.25 0 0 0 0.25 0 0

X1 X7 0.23 0 0 0 0.23 0 0

X2 X7 0.23 0 0 0 0.23 0 0

献 [29]基于互信息判断 X1, X2 与 Y1 最相关的结论一致; MIC, dCor和 Spearman给 (X4, Y1), (X5, Y1)
较高的关联强度值, 将 X4, X5 与 Y1 的关联关系优先于其他变量, 然而文献 [29] 表明 X4, X5 与 Y1

呈线性相关, 这反映了 dCor, Spearman 指标优先识别线性关系的特点. MNC 将 (X3, Y1) 置于列表
第 3位, 结合 MIC-ρ2 和 MNC-ρ2 给出较高值和 dCor, Spearman识别关联关系有偏向的特点, 我们推
断 X3 与 Y1 之间存在非线性关联关系.

为分析 MNC 识别和筛选多元变量间关联关系的能力, 文中比较了所有可能特征变量组合 (256−
8 = 248 种) 与 Y1 的关联强度, 并展示每种组合情况 MNC, dCor 值位于前 5 的变量组合 (表 4). 表 3
中, MNC 将 X2 判断为 Y1 的最关联变量之一; 表 2 中, X2 和 X7 的 MNC 值位于列表底端 (可认为
两者统计独立); 而当 X2 与 X7 组合之后, MNC 值增加: MNC(X2, Y1) = 0.81, MNC(X7, Y1) = 0.65,
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表 3 8 个特征变量与热载变量的关联关系
Table 3 Associations of 8 variables against heating load

Xvar Yvar MNC MIC Spearman dCor MIC-ρ2 MNC-ρ2

X1 Y1 0.81 1 0.62 0.76 0.61 0.43

X2 Y1 0.81 1 −0.62 0.78 0.57 0.38

X3 Y1 0.72 0.67 0.47 0.43 0.46 0.51

X4 Y1 0.66 1 −0.80 0.91 0.26 −0.09

X7 Y1 0.65 0.68 0.32 0.25 0.60 0.57

X5 Y1 0.51 1 0.86 0.92 0.21 −0.28

X8 Y1 0.45 0.26 0.07 0.09 0.25 0.44

X6 Y1 0.39 0.14 0 0.01 0.14 0.39
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图 8 (网络版彩图) ENB 数据集中代表性关系展示
Figure 8 (Color online) Demonstration some representative associations of ENB. (a) (X2, Y1), (b) (X7, Y1), (c) (X =

(X2, X7), Y1) by MNC; (d) (X5, Y1), (e) (X4, Y1), (f) (X = (X5, X4), Y1) by dCor

MNC(X2, X7) = 0.81, MNC((X2, X7), Y1) = 0.94. 统计独立特征变量联合后与因变量的关联强度增
大, 这表明 MNC 能挖掘与应变量真正关联的自变量. 表 3 中 dCor 优先选择 X5, X4 为 Y1 的最关

联变量, 在表 4 中也将 (X5, X4) 组合位于列表之首. 然而, 表 2 中显示 X5 与 X4 存在明显的线性关

系 (ρ = −0.97), 这说明 dCor 偏向线性关联关系. 图 8 分别展示了 MNC, dCor 排列首位的关联关系,
MNC 遴选出的关联关系 (图 8(c)) 明显比 dCor 遴选出的关联关系 (图 8(f)) 复杂.

观察表 4所列的变量组合,发现每种组合中 X7 都可被 MNC选中,说明 X7 与其他变量组合后增

强了与 Y1 的关联程度. 这与专业领域文献 [29] 的结论: X7 与 Y1 弱相关, 但对提高 Y1 预测精度最重
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表 4 不同特征变量组合情况下, 分别由 MNC 和 dCor 度量排在前 5 的关系
Table 4 Top 5 associations ranked by MNC and dCor on different combined variables

X Y MNC X Y dCor

(X2, X7) Y1 0.94 (X4, X5) Y1 0.92

(X1, X7) Y1 0.94 (X1, X5) Y1 0.91

(X4, X7) Y1 0.86 (X2, X5) Y1 0.91

(X5, X7) Y1 0.84 (X3, X5) Y1 0.91

(X3, X4) Y1 0.84 (X2, X4) Y1 0.89

(X2, X5, X7) Y1 0.94 (X3, X4, X5) Y1 0.92

(X1, X5, X7) Y1 0.94 (X1, X4, X5) Y1 0.91

(X2, X4, X7) Y1 0.94 (X2, X4, X5) Y1 0.91

(X1, X4, X7) Y1 0.94 (X4, X5, X7) Y1 0.91

(X3, X4, X7) Y1 0.94 (X4, X5, X8) Y1 0.90

(X2, X4, X5, X7) Y1 0.94 (X3, X4, X5, X7) Y1 0.91

(X3, X4, X5, X7) Y1 0.94 (X2, X4, X5, X7) Y1 0.91

(X1, X4, X5, X7) Y1 0.94 (X1, X4, X5, X7) Y1 0.91

(X2, X3, X5, X7) Y1 0.94 (X2, X3, X4, X5) Y1 0.91

(X1, X3, X5, X7) Y1 0.94 (X1, X3, X4, X5) Y1 0.91

(X2, X3, X4, X5, X7) Y1 0.94 (X2, X3, X4, X5, X7) Y1 0.91

(X1, X3, X4, X5, X7) Y1 0.94 (X1, X3, X4, X5, X7) Y1 0.91

(X1, X2, X4, X5, X7) Y1 0.94 (X3, X4, X5, X7, X8) Y1 0.90

(X1, X2, X3, X5, X7) Y1 0.94 (X1, X2, X4, X5, X7) Y1 0.90

(X1, X2, X3, X4, X7) Y1 0.94 (X2, X3, X4, X5, X8) Y1 0.90

(X1, X2,X3, X4, X5, X7) Y1 0.94 (X1, X2, X3, X4, X5, X7) Y1 0.90

(X2, X3, X4, X5, X7, X8) Y1 0.88 (X2, X3, X4, X5, X7, X8) Y1 0.90

(X1, X3, X4, X5, X7, X8) Y1 0.88 (X1, X3, X4, X5, X7, X8) Y1 0.90

(X1, X2, X4, X5, X7, X8) Y1 0.88 (X1, X2, X4, X5, X7, X8) Y1 0.89

(X1, X2, X3, X5, X7, X8) Y1 0.88 (X1, X2, X3, X5, X7, X8) Y1 0.89

(X1, X2, X3, X4, X5, X7, X8) Y1 0.88 (X1, X2, X3, X4, X5, X7, X8) Y1 0.89

(X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7) Y1 0.84 (X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7) Y1 0.88

(X1, X3, X4, X5, X6, X7, X8) Y1 0.74 (X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8) Y1 0.88

(X1, X2, X3, X4, X6, X7, X8) Y1 0.74 (X1, X3, X4, X5, X6, X7, X8) Y1 0.88

(X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8) Y1 0.73 (X1, X2, X4, X5, X6, X7, X8) Y1 0.88

(X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8) Y1 0.74 (X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8) Y1 0.88

要,相吻合.另外发现,随着特征变量个数的增加, MNC先保持不变而后减少. 以每种组合的首行变量
组合为例, 逐渐增加的特征变量依次为 X5, X4, X3, X1, X8 和 X6, 其中 X8 是 MNC 变化的拐点. 结
合表 2和 3可知, X5, X4, X1 与 X2 高度线性相关 (ρ值较大), X3 与 X2 存在非线性关联关系 (MNC,
MIC, MIC-ρ2 和 MNC-ρ2 在其上得分较高). X5, X4, X3 和 X1 可看作 X2 的冗余变量, 因而随着这些
变量的增加, MNC 值不变; X8 和 X6 与所有特征变量的关联强度较小 (参与比较的方法在其上的分
值都较小)、与 Y1 的关联强度列于表 3 最底端. X8 和 X6 可看作 Y1 的统计独立变量, 随着这些变量
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的增加, MNC 值减小. 这均表明 MNC 单调性成立.
综上, 模拟数据和真实数据实验结果均表明, MNC 通过探索关联关系的本质拓扑结构识别潜在

复杂关系, 受关系形式影响较小, 可用于多元变量间复杂关联关系挖掘任务.

5 总结

复杂关联关系的探索与识别是大数据背景下数据挖掘的重要前沿课题, 具有重要的学术意义和
广泛的应用价值. 本文针对海量变量间多种复杂关联关系可被公平识别的需求, 尝试给出了大数据背
景下关联关系度量需满足的性质, 并设计了一种能够满足该性质的最大邻域系数 MNC. 该系数克服
了两类基于邻域视角的关联度量性能受参数影响较大的缺点, 弥补了 MIC 只能识别二元复杂关联关
系、dCor 偏向于简单关联关系的不足.
均衡性实验发现, MNC 同时呈现出 R2- 均衡性和 Self- 均衡性的特点, 推测上述两种均衡性定义

具有统一的数学表征, 厘清两者之间关系有助于对复杂关联关系本质结构的探索和判别. 此外, 邻域
粒的统计性质、邻域粒的有效维度等理论解释对复杂关联关系挖掘领域起着基础性的影响作用, 这将
是未来复杂关联关系挖掘领域的主要研究方向之一.
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Association mining method based on neighborhood perspective
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Abstract Important tasks in big data association mining are identification of potentially complex associations
among massive variables and determination of the strength of different forms of associations. However, uncertain
data distributions and diverse associations make it difficult to ensure the applicability and accuracy of measures
based on distribution assumptions and data-driven non-parametric measurement methods. Therefore, an effective
association measure that is unbiased relative to relationship types is urgently needed. In this article, starting from
the fair ordering requirement of potential relationships in big data, we review the current axiomatic conditions
of association metrics, provide some possible properties that association measures in big data should satisfy,
discuss some limitations of two types of association methods based on neighborhood perspective, and propose
a new association measure based on k-NN granule, which we refer to as maximum neighborhood coefficient.
Experiments using artificial and real datasets verify the effectiveness and superiority of the proposed method
from different perspectives. Finally, we identify interesting phenomena in the experiment and theoretical issues
to be solved that we hope will motivate deeper thinking and research in this field.

Keywords big data, complex associations mining, association measure, data-driven, granular computing, k-NN
granule
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