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摘要 求解非线性方程组要求在一次运行中同时求解 (联解) 其多个根, 在数值计算中这是一项重要

但困难的工作. 为了实现非线性方程组多根求解, 本文提出了一种改进的环拓扑混合群体智能算法,

其主要特点是: (i) 设计一种改进的环形拓扑结构, 以弥补基于下标的相邻个体在搜索空间上不相邻

的缺点, 进而能更有效利用邻域信息; (ii) 采用混合的群体智能方法以提升算法的搜索能力; (iii) 引

入个体重新初始化机制, 以增强群体多样性. 为了验证算法的性能, 选择 8 个含有多个根的非线性方

程组作为测试集. 实验结果表明, 所提出的方法不仅能在一次运行中找到多个根, 而且与代表性算法

对比, 在找根率和成功率上有着显著优势.
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1 引言

许多实际应用的问题, 如物理 [1]、工程 [2]、经济学 [3] 等, 能够转化成非线性方程组 [4]. 因此研究

非线性方程组的求解具有重要的意义.非线性方程组通常存在多个根,每个根具有同等重要性,因为决

策者可以根据它们做出最合适的决定. 近年来, 通过一次运行求解非线性方程组多个根已受到越来越

多的关注. 然而, 这在数值计算中是一项很困难的工作.

在数值计算中存在许多经典的方法, 如牛顿法 [5]、迭代递归法 [6] 被用于非线性方程组的求解. 然

而, 这些方法存在着一些不足, 比如过度依赖初始值、容易陷入局部最优, 以及需要导数信息等. 更重

要的是, 这些方法主要是用于求一个根, 很难在一次运行中求解非线性方程组的多个根.

除了传统数值方法, 进化算法也被用于求非线性方程组多个根. 使用进化算法求解非线性方程组

之前, 首先要将方程组转化为优化问题, 然后再用进化算法求解该优化问题. 常用的转换方法有两种:
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一种是将方程组转化为单目标优化问题, 另一种则是将其转化为多目标优化问题. 对于单目标优化问

题, 非线性方程组与多模态问题 [7] 的求解目标相似, 因为两者都是需要找出多个最优解. Gong 等 [8]

将自适应参数设置、多样性保持机制以及排斥技术结合起来求非线性方程组的多根问题. Liao等 [9] 提

出了一种动态排斥技术和进化算法相结合的方法. He 等 [10] 提出了基于方向的模糊邻域差分进化算

法求解非线性方程组的多个根, 并获得了较好的结果. 采用多目标进化算法求非线性方程组多根的难

点是如何将其转化成多目标优化问题. Grosan 和 Abraham [11] 提出了一种 m 个目标的多目标转换技

术. Song 等 [12] 提出了一种双目标转换技术, 并提出 MONES 算法来求解非线性方程组. 然而, 由于

双目标优化问题构造方法的缺陷, MONES 可能会遗漏一些根. 为了解决这个问题, Gong 等 [13] 提出

了一个权重双目标转换方法 (A-WeB) , 实验结果表明所提出的方法比 MONES 获得更好效果.

近年来, 人们从群体生活的生物社会行为上得到了启发, 提出了许多群体智能优化算法. 每个智

能体 (agent) 都是具有经验和智慧的, 智能体之间通过相互作用进而形成强大的群体智慧来解决复杂

问题.常见的群体智能算法有: 人工蜂群算法 [14]、蚁群算法 [15]、鸽群优化算法 [16]、粒子群算法 [17] 等.

目前, 群体智能算法已经被广泛用于各个领域,包括无人机集群协同决策 [18]、数值优化问题 [19]、在线

参数辨识 [20] 等. 群体智能算法也被应用于非线性方程组问题的求解 [21, 22]. 但文献 [21] 只关注求解

非线性方程组的一个根, 而文献 [22] 中所求解根的精度较低.

采用群体智能方法对非线性方程组的多根联解需要解决两个问题: 一是增强群体的多样性; 二是

加快算法的收敛速度. 群体的多样性是为了能在一次运行中获得多个不同的根, 而加快收敛速度则是

在有限的计算资源的前提下,找到符合精度的根.为了使算法一次运行实现非线性方程组联解 (即同时

求解), 本文提出一种改进的环拓扑混合群体智能算法 (IHABC). 首先设计了一种改进的环拓扑结构,

使算法能有效利用邻域信息; 其次, 采用了一种基于人工蜂群算法和差分进化算子的混合群体智能方

法,保证群体多样性的同时也提高了算法的搜索效率;最后,提出了个体初始化机制以增强群体的多样

性. 为了验证所提出算法的性能, 选择了 8 个含有多个根的非线性方程组作为测试集. 实验结果表明,

所提出的方法能够在一次运行中找到多个根; 与代表性算法对比, 所提出的算法在找根率和成功率上

有显著优势.

2 背景知识

本节首先介绍非线性方程组问题, 然后对经典人工蜂群算法进行简要介绍.

2.1 非线性方程组

一般来说, 一个非线性方程组表示如下:

e(x) =


e1(x) = 0,

...

em(x) = 0,

(1)

其中, m 为方程的个数, x = (x1, x2, . . . , xD)T 为一个 D 维的决策向量; x ∈ S, S 为搜索空间的可行
区域, 一般地, S = [xi, xi]

D, 其中 i = 1, . . . , D, xi, xi 分别为 xi 的下限和上限. 值得说明的是, 在方程

组 (1) 中至少包含一个非线性方程. 用优化算法求解非线性方程组之前, 一般需要将它转化成为最小
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优化问题:

minimize f(x) =
m∑
i=1

e2i (x), (2)

随后, 求解非线性方程组等同于求上述转化问题 (2) 的全局最小值. 当 f(x∗) < ϵ 时, 则 x∗ 视为非线

性方程组的一个根1).

2.2 人工蜂群算法

受蜜蜂觅食群体行为的启发, 人工蜂群算法 (ABC) [14] 是近年提出的一种群体智能优化算法, 其

包含有 3 类蜜蜂: 雇佣蜂、观察蜂和侦查蜂. 每个蜜源代表一个可行解, 蜜源的质量对应可行解的适

应值. 人工蜂群算法的主要步骤如下:

(1) 初始化参数. 人工蜂群算法的参数有: 蜜源的个数 (NP)、控制次数 (limit), 假设蜜源的维度

为 D, 蜜源的产生如下所示:

xij = xij + (xij − xij)× r1, j ∈ {1, . . . , D}, i ∈ {1, . . . ,NP}, (3)

其中的 xij 对应的是第 i个蜜源、第 j 维的变量, r1 是范围为 [0, 1]的随机数, xij 和 xij 分别是第 i个

蜜源第 j 维变量的上界和下界.

(2) 雇佣蜂阶段. 每个雇佣蜂会在与之对应的蜜源附近产生一个新的蜜源, 如下所示:

x′ij = xij + (xij − xkj)× r2, j ∈ {1, . . . , D}, k ∈ {1, . . . ,NP}, (4)

其中 k ̸= i, r2 是 [−1, 1]中均匀分布的实数,如果新蜜源的适应值优于或等于原蜜源的适应值,则新蜜

源取代原蜜源, 否则保留原蜜源.

(3) 观察蜂阶段. 观察蜂通过概率 pi 选择一个蜜源 xi 进行操作, pi 的计算公式如下所示:

pi =
fi∑NP
i=1 fi

, (5)

其中 fi 表示蜜源 xi 的适应值, 蜜源的适应值越大, 被选择的概率就越大. 蜜源被选择后, 通过式 (4)

得到一个新蜜源, 如果新蜜源的适应度值优于 xi 的适应度值, 则新蜜源替代 xi.

(4) 如果蜜源 xi 经过 limit 次迭代操作后适应值都没有改进, 则舍弃这个蜜源并启用侦查蜂. 侦

查蜂通过式 (3) 产生一个新蜜源.

3 基于改进环形拓扑的混合群体智能算法

3.1 改进的环形拓扑结构

文献 [23]提出了环形拓扑的粒子群算法来定位多模态问题的多个全局和局部最优解,它是基于下

标 (index-based) 的排列结构. 然而基于邻近的下标排列的个体, 名义上虽然是相邻的, 但是在搜索空

间上可能两个个体离的相对较远. 图 1 的左子图为一个基于下标的环拓扑结构. 从图中可以看出点 6

和 4 是点 5 的左右邻域个体, 虽然在下标上是相邻的, 但实际在搜索空间上 (按欧氏距离计算), 点 1

和 3 离点 5 更近. 针对上述的缺点, 本文提出了一种改进的环拓扑结构, 具体步骤如算法 1 所示.

1) 本文中, 如果 D 6 5, ϵ = 10−6; 其他情况 ϵ = 10−4.
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图 1 基于下标的和改进的环拓扑比较

Figure 1 Comparison between subscript-based ring topology and improved ring topology

Algorithm 1 The improved ring topology

Input: Initial population P.

1: Select the best nectar source, set it as the first node of the ring topology, and remove it from P;

2: for i = 2 to NP do

3: Find the nectar source in P nearest to node xi−1 in the topological structure of the ring topology, set it as xi, and

remove it from P;

4: end for

Output: the improved ring topology.

图 1的右子图为得到的一个改进的环拓扑结构,该拓扑结构的个体的左右邻居在搜索空间也距离

较近. 如, 点 5 的左右邻居分别为点 1 和 3, 这两个点在搜索空间上离点 5 较近. 因此点 5 能够利用这

两个邻居的信息产生新的个体, 提高搜索的效率. 而图 1 的左子图, 点 5 的左右邻居为点 6 和 4, 这两

个点在距离上离点 5较远. 如果采用点 6和 4的信息来指导点 5的进化,可能会导致在搜索非线性方

程组多个根时出现振荡的问题.

3.2 混合群体智能操作

由于人工蜂群算法简单、高效和容易实现等特点, 本文以人工蜂群算法作为基本优化算法, 同时

为了一次运行能求解非线性方程组的多根, 设计一种混合的方法来改进雇佣蜂和观察蜂的操作.

在雇佣蜂阶段, 原始的雇佣蜂操作产生新的蜜源用于找到全局最优解. 然而, 该操作存在群体多

样性丢失的缺点, 不利于非线性方程组的多根联解. 受粒子群优化算法的启发采用如下方式来产生新

的蜜源:

x′i = xi + (localBest(i)− xi)× c1× rand + (nBest(i)− xi)× c2× rand, (6)

其中 c1, c2 为给定的固定值; rand 为在 (0, 1) 之间的随机数; localBest(i) 在当前蜜源 i 所经历过的最

好位置; 而 nBest(i) 则表示在当前蜜源 i 的左右两个邻居 (从改进的环拓扑结构中选取) 中所经历的

最好位置.

改进的雇佣蜂操作虽然能够保证群体的多样性, 但是也减缓了算法在不同根附近的收敛速度. 为

了在有限的计算资源中获得满足精度的多个根, 在观察蜂阶段, 引入了邻域拥挤的差分进化算子 [7] 机

制来替换原有观察蜂操作. 采用邻域拥挤技术的主要目的在邻域的范围内进行变异交叉操作, 提高算

法搜索多个蜜源位置的速度. 本文中, 个体的邻域大小为 5.
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3.3 个体初始化机制

随着迭代的进行, 观察蜂将找到最佳的蜜源位置 (非线性方程组的根), 如果不对观察蜂处理, 持

续地搜索将会导致在下一次循环时定位到同一个根. 因此, 一旦观察蜂找到最佳蜜源, 则把这个根存

储到外部存档. 此外, 为了增强群体多样性, 把该观察蜂转换为侦查蜂, 在搜索空间中随机初始化.

3.4 算法流程

算法 2是所提出方法的伪代码. FEs 为适应值评价次数, FEsmax 为最大适应值评价次数, fit(·)是
个体适应值, neighborhoodBest(·) 代表第 i 个个体邻居最好的位置. 第 4 行是采用改进方法建立基于

欧氏距离的环拓扑结构; 第 5∼17 行是雇佣蜂操作, 该操作用于保存群体多样性, 其中, 第 5∼10 行更

新 localBest, 第 11∼13 行用于更新 nBest, 第 14∼17 行雇佣蜂使用 localBest 和 nBest 的信息来更新

蜜源位置; 第 18∼26 行是观察蜂操作, 通过采用邻域变异交叉操作, 提高了算法的收敛速度; 第 27 行

是侦查蜂操作. 算法运行结束将返回所有已找到的根.

Algorithm 2 A hybrid swarm intelligence algorithm with improved ring topology

1: Initialize population P and evaluate the fitness;

2: localBest = nBest = P, Iter = 1;

3: while FEs < FEsmax do

4: Create a ring topology x via Algorithm 1;

5: for i = 1 to NP do

6: Find the nearest nectar source localBest(index) to xi in localBest;

7: if fit(xi) < fit(localBest(index)) then

8: localBest(index) = xi;

9: end if

10: end for

11: for i = 1 to NP do

12: nBest(i)← neighborhoodBest(localBest(i− 1), localBest(i), localBest(i + 1));

13: end for

14: for i = 1 to NP do

15: Update nectar source location via Eq. (6);

16: FEs = FEs + NP;

17: end for

18: for j = 1 to NP do

19: Generate a new position via Eq. (6), and calculate its fitness;

20: FEs = FEs + 1;

21: if the root is found then

22: Store the root to an archive;

23: Generate a new nectar source via Eq. (3) and calculate the fitness;

24: FEs = FEs + 1;

25: end if

26: end for

27: If nectar source has not been updated for more than limit, generate a new nectar source via Eq. (3);

28: FEs = FEs + 1;

29: Iter = Iter + 1;

30: end while

31: Return all the found roots.

3.5 算法复杂度分析

在所提出的方法中, 算法复杂度的来源主要包含 4 个部分: 构造环形拓扑结构, 雇佣蜂产生新蜜

源, 观察蜂在蜜源附近采蜜, 侦查蜂操作. 主要的复杂度如下:
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表 1 不同方法的参数设置

Table 1 Parameter settings of different algorithms

Algorithm Parameter settings

IHABC NP = 100, c1 = c2 = 2.05, F = 0.5, CR = 0.9, limit = 50

CADE [24] NP = 100, F = 0.5, CR = 0.9, T = 10

MONES [12] NP = 100, Hm = NP

A-WeB [13] NP = 100, Hm = NP

RADE [8] NP = 100, Hm = 200

DREA [9] NP = 10, uCR = 0.5, uF = 0.5, c = 0.1

MODFA [22] NP = 100, α = 0.23, β0 = 1, δ = 0.98, γ = 1

FONDE [10] NP = 100, F = 0.5, CR = 0.9, m = 11

(1)在构造环形拓扑结构时, 复杂度为 O(Iter×NP× log(NP)),其中, Iter为迭代次数, NP为群体

个数;

(2) 雇佣蜂产生新蜜源, 复杂度为 O(Iter×NP);

(3) 观察蜂采蜜, 复杂度为 O(Iter×NP);

(4) 侦查蜂操作, 复杂度为 O(Iter× log(NP)).

因此, 所提出算法总复杂度为 O(Iter×NP× log(NP)).

4 实验结果与分析

为了验证所提出算法的性能, 本文的测试集采用文献 [24] 中包含有根较多的 8 个方程组. 虽然

F08 只包含 2 个根, 但是不易计算; 此外, 其他的非线性方程组包含的根都大于 7, 能较好地评价算法

的性能.其余的详细信息可参考文献 [24]. 同时,为了评价算法的性能,与文献 [8,9,24]类似, 采用找根

率 (root ratio, RR) 和成功率 (success rate, SR) 作为评价指标.

4.1 IHABC 与其他算法对比

本文中 IHABC 主要和以下几种方法进行比较: CADE [24], MONES [12], A-WeB [13], RADE [8],

DREA [9], MODFA [22] 和 FONDE [10]. 上述几种方法的基本参数设置如表 1 所示. 为了公平比较, 所

有的算法都独立运行 30 次. 所有算法都在 Matlab 2013b 中执行, 所有的对比实验在 Windows 10 64

位操作系统下使用 Intel Core i7-6700 处理器 @3.40 GHz, 8 GB RAM 的台式 PC 上执行的.

表 2 和 3 分别表示各算法在求 8 个测试函数时所获得的平均找根率 (RR) 和平均成功率 (SR).

从表中可以看出 IHABC 获得了最高的平均找根率 (0.97)和最高的平均成功率 (0.86). 此外, FONDE,

CADE, RADE, DREA, A-WeB, MODFA 和 MONES 分别排名第 2∼8 位. 同时, 从表中可以看出,

IHABC 在 F03∼F07 获得了最优的 RR 和 SR 值. 因此, 所提出的 IHABC 算法比其余 7 种算法在求

解非线性方程组多根的性能上更具优势.

图 2 显示了不同算法在求解 F04 和 F07 获得的找根率 RR. 由于 MONES 和 MODFA 获得的结

果较差,为了便于观察,这两种方法的曲线没有在图中显示出来. 从图中可以看出,相比较于其他算法,

IHABC 开始时 RR 较低. 如图 2(a) 所示, IHABC 在初始阶段比 A-WeB, RADE, DREA 所得到的找

根率低. 同样地, 在图 2(b) 中, IHABC 在开始时的找根率比 RADE, DREA 低. 这是由于算法为了保
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表 2 不同算法的找根率 (RR) 对比

Table 2 Comparison of different algorithms with respect to root ratio (RR)

Problem IHABC CADE MONES A-WeB RADE DREA MODFA FONDE

F01 0.97 0.93 0.59 1.00 0.90 0.72 0.90 0.96

F02 0.99 1.00 1.00 0.94 0.99 1.00 0.59 0.99

F03 1.00 1.00 0.77 0.83 0.99 1.00 0.95 1.00

F04 0.89 0.70 0.43 0.88 0.63 0.84 0.82 0.86

F05 1.00 1.00 0.19 0.97 0.98 0.77 0.86 1.00

F06 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99 1.00 1.00 1.00

F07 0.98 0.93 0.14 0.15 0.56 0.87 0.00 0.91

F08 0.98 0.95 0.31 0.23 0.83 1.00 0.00 1.00

Average 0.97 0.94 0.55 0.75 0.86 0.90 0.64 0.96

表 3 不同算法的成功率 (SR) 对比

Table 3 Comparison of different algorithms with respect to success rate (SR)

Problem IHABC CADE MONES A-WeB RADE DREA MODFA FONDE

F01 0.73 0.46 0.00 1.00 0.31 0.00 0.06 0.52

F02 0.96 1.00 1.00 0.60 0.93 1.00 0.00 0.98

F03 1.00 1.00 0.00 0.12 0.98 1.00 0.80 1.00

F04 0.43 0.06 0.00 0.28 0.00 0.20 0.20 0.28

F05 1.00 1.00 0.00 0.76 0.89 0.00 0.40 1.00

F06 1.00 1.00 1.00 1.00 0.94 1.00 1.00 1.00

F07 0.80 0.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.28

F08 0.96 0.90 0.07 0.02 0.67 1.00 0.00 1.00

Average 0.86 0.72 0.25 0.47 0.59 0.53 0.30 0.75
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图 2 (网络版彩图) 不同算法的 RR 收敛曲线对比

Figure 2 (Color online) Comparison of RR convergence curves of different algorithms. (a) F04; (b) F07.
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表 4 IHABC 不同组成部分的找根率 (RR) 对比

Table 4 Comparison of different components in IHABC with respect to root ratio (RR)

Problem IHABC-1 IHABC-2 IHABC-3 IHABC-4 IHABC-5 IHABC-6 IHABC-7 IHABC

F01 0.65 0.77 0.06 0.83 0.98 0.87 0.68 0.97

F02 0.57 0.81 0.00 0.97 0.98 0.99 0.80 0.99

F03 0.60 0.84 0.00 0.95 1.00 1.00 0.93 1.00

F04 0.69 0.64 0.18 0.63 0.71 0.60 0.51 0.88

F05 0.67 0.97 0.16 0.98 1.00 1.00 1.00 1.00

F06 0.69 0.72 0.10 0.73 1.00 1.00 0.99 1.00

F07 0.13 0.14 0.05 0.45 0.56 0.83 0.56 0.98

F08 0.91 0.90 0.00 0.93 0.78 0.98 0.58 0.98

Average 0.61 0.72 0.07 0.81 0.87 0.91 0.76 0.97

持多样性. 牺牲了一定的收敛速度. 但随着进化代数不断增加, 在群体多样性保持的条件下. IHABC

在改进的观察蜂算子作用下, 较快地收敛到不同的根, 所以 IHABC 获得的 RR 明显优于其他算法.

4.2 IHABC 中不同改进的影响

在第 3 节中指出, 所提出的 IHABC 算法用来求解非线性方程组的多个根. 它主要包含 3 个部分,

改进的环形拓扑结构及雇佣蜂算子, 基于邻域拥挤的差分进化算法替换观察蜂操作, 个体初始化机制.

本小节主要研究 IHABC 中不同部分的组成在求解非线性方程组时的影响. 以下算法采用如表 1 中

IHABC 相同的参数设置.

(1) IHABC-1, 采用改进的环形拓扑结构及雇佣蜂算子, 其他 ABC 算法操作不变.

(2) IHABC-2, 采用邻域拥挤的差分进化算法替换观察蜂操作, 其他 ABC 算法操作不变.

(3) IHABC-3, 采用个体初始化机制操作求方程组的多根, 其他 ABC 算法操作不变.

(4) IHABC-4, 采用改进的环形拓扑结构及雇佣蜂算子, 邻域拥挤的差分进化算法.

(5) IHABC-5, 采用改进的环形拓扑结构及雇佣蜂算子, 个体初始化机制两种操作.

(6) IHABC-6, 采用邻域拥挤的差分进化算法和个体初始化机制两种操作.

(7) IHABC-7, 采用基于下标的环拓扑结构替换改进的环拓扑结构, 其他 IHABC 算法操作不变.

(8) IHABC, 本文提出的方法.

表 4 和 5 展示 IHABC 不同组成部分在求解非线性方程组多根问题时详细的找根率 (RR) 和成

功率 (SR). 接下来我们将对这些结果进行分析.

• IHABC-3 在原始 ABC 的基础上加入了个体初始化机制来求方程组的解. 虽然在表 4 中可以

看出能找到多个根, 但是效果较差. 主要的原因为: (1) 原始算法可能搜索性能有限; (2) 原始 ABC 主

要用于求单解的, 虽然加入个体初始化机制, 但对性能提升较少. 此外, 从表 4 中可以看出, 该方法在

F02, F03, F08 中一个根都找不到, 这说明了原有的 ABC 算法的搜索效率需要提高.

• IHABC-1和 IHABC-2比 IHABC-3获得了更好的结果.这反映了改进的环形拓扑结构及雇佣蜂

算子和邻域拥挤的差分进化算法在一定程度上能提高非线性方程组找根的效果. 但是从表 4 和 5 中

看来, 找根率和成功率仍然较低.

• IHABC-4, IHABC-5 和 IHABC-6 分别是将本文提出的 3 种改进方法进行两两结合来求解非线

性方程组. 从表 4 和 5 中可以看出, 两两结合获得的结果比单一用一种改进方法的性能要提升很多.
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表 5 IHABC 不同组成部分的成功率 (SR) 对比

Table 5 Comparison of different components in IHABC with respect to success rate (SR)

Problem IHABC-1 IHABC-2 IHABC-3 IHABC-4 IHABC-5 IHABC-6 IHABC-7 IHABC

F01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.76 0.10 0.00 0.73

F02 0.03 0.06 0.00 0.76 0.90 0.96 0.06 0.96

F03 0.00 0.20 0.00 0.70 1.00 1.00 0.56 1.00

F04 0.06 0.06 0.00 0.03 0.06 0.00 0.00 0.43

F05 0.00 0.73 0.00 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00

F06 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 1.00 0.96 1.00

F07 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 0.00 0.80

F08 0.86 0.80 0.00 0.86 0.57 0.96 0.16 0.96

Average 0.12 0.23 0.00 0.40 0.66 0.63 0.34 0.86

表 6 不同邻域大小对 IHABC 的影响

Table 6 Influence of different neighborhood sizes on IHABC

Problem
RR SR

n = 5 n = 10 n = 15 n = 20 n = 25 n = 5 n = 10 n = 15 n = 20 n = 25

F01 0.97 0.99 0.98 0.97 0.94 0.73 0.87 0.80 0.67 0.40

F02 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 0.96 1.00 1.00 1.00 1.00

F03 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

F04 0.88 0.91 0.70 0.76 0.81 0.43 0.60 0.07 0.20 0.33

F05 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 0.93

F06 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

F07 0.98 0.96 0.86 0.75 0.69 0.80 0.47 0.00 0.00 0.00

F08 0.98 0.90 0.93 0.90 0.87 0.96 0.80 0.87 0.80 0.73

Average 0.97 0.96 0.94 0.92 0.91 0.86 0.84 0.72 0.71 0.68

• IHABC是本文提出的算法,从表 4和 5中可以看出,它获得了最好的找根率和成功率.这与 3个

部分的共同协作是密不可分. 改进的环形拓扑结构及雇佣蜂算子用于保持种群的多样性; 邻域拥挤的

差分进化算法用于提高寻找不同蜜源的效率;而个体初始化机制则用来进一步提高种群多样性. 因此,

IHABC 能获得最好的结果.

• 值得关注的是关于 IHABC 与 IHABC-7 的比较. IHABC-7 用基于下标的环拓扑结构替换改进

的环拓扑结构, 其他 IHABC 算法操作不变. 从表 4 和 5 中可以看出, IHABC 得到的结果明显优于

IHABC-7. 这说明了基于下标的环拓扑结构虽然能够在一定程度上保证种群的多样性, 但是由于相邻

下标的个体在搜索区域 (按欧氏距离计算)不一定是相邻的, 因此降低了算法的搜索效率. 而改进的环

拓扑结构能较好地弥补这个缺陷, 提升了 IHABC 的性能.

4.3 IHABC 中不同邻域大小的影响

在 3.2 小节中, 观察蜂阶段引入了邻域大小的参数. 在之前的实验中, n = 5, n 表示选择邻域个体

的大小. 本小节取不同的邻域值 n = {10, 15, 20, 25}, 以研究该参数对所提出算法性能的影响.

详细的找根率 (RR)和成功率 (SR)结果在表 6 中显示, 从表中可以看出,邻域大小 n = 5时获得
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的效果最好, 随着 n 的增大, IHABC 的性能逐渐下降. 原因如下: n 较小时, 选择的个体较为相似, 因

此能达到快速收敛的作用; 当 n 较大时, 选择个体进行变异时, 可能会导致差分向量过大, 从而搜索到

其他的区域, 影响了算法的收敛性. 因此, n ∈ [5, 10] 是一个较为合理的邻域大小.

5 结论

为了实现非线性方程组多根同时求解,本文提出了一种基于改进环形拓扑结构的混合人工蜂群算

法. 改进的环拓扑结构能够弥补基于下标的环拓扑结构中相邻个体可能在搜索区间上不相邻的问题.

为了更好利用环拓扑结构中邻域的信息, 设计了改进的雇佣蜂算子. 此外, 利用基于邻域拥挤的差分

进化算法替换原有的观察蜂操作, 提高了算法的搜索效率. 最后, 为了节约计算资源和保持种群多样

性, 引入了个体初始化机制.为了验证所提出方法 IHABC的有效性, 选择了 8个非线性方程组作为测

试集. 同时, 选择 7 种代表性方法进行对比, 实验结果显示 IHABC 获得了最好的结果.
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A hybrid swarm intelligence with improved ring topology for non-
linear equations
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Abstract Solving nonlinear equations (NEs) is one of the most important yet challenging tasks in numerical

computation, especially for the simultaneous location of multiple roots in a single run. In this paper, a hybrid

swarm intelligence approach with improved ring topology is proposed to tackle this problem. It has three main

features: (i) the improved ring topology is developed to effectively use the neighborhood knowledge; (ii) the hybrid

swarm intelligence enhances the search efficiency; and (iii) an individual reinitialization mechanism is proposed to

enrich the population diversity. The performance of this approach is tested on eight NE problems with multiple

roots, experimentally confirming that it can simultaneously locate multiple roots in a single run. In addition, it

can provide better results than conventional methods in terms of both root and success rates.

Keywords nonlinear equations, swarm intelligence, simultaneously multiple roots locating, artificial bee colony,

ring topology
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