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摘要 针对椭圆球面波函数 (prolate spheroidal wave functions, PSWFs) 信号处理与检测复杂度高的

问题, 基于具有相同奇偶对称性的 PSWFs 信号进行线性运算后其奇偶对称性不变的特点, 提出了时

域严格奇偶对称的 PSWFs 信号构建方法. 依据相同奇偶对称性的 PSWFs 信号在半符号周期与整符

号周期其正交性相同的特性, 采用对奇对称、偶对称信号分组处理, 利用半符号周期信号进行检测, 降

低参与运算的信号数值解点数的思路, 提出了基于时域奇偶特性的 PSWFs 信号检测方法. 理论与数

值分析表明, 与相干检测相比, 所提的信号检测方法能够在不降低系统误码性能的前提下, 检测计算

复杂度由 O(NQ) 降低为 O(NQ/2), 降低约 50%.

关键词 奇偶对称, 信号检测, 椭圆球面波函数, 对折处理, 叠加平均处理, 分层处理

1 引言

随着无线电频谱资源的不断开放, 频谱资源作为一种不可再生资源日益紧缺, 如何高效地利用现

有频谱资源成为移动通信研究的焦点 [1, 2], 时频资源灵活分配 [3, 4] 与动态共享 [5∼8] 作为提高频谱资

源利用效率的重要途径, 是在现有 4G 网络基础上, 快速部署 5G 网络的重要途径 [9∼11], 得到人们的

广泛关注. 其中,信号波形作为通信系统的底层设计,高能量聚集度、时宽与带宽灵活可控的信号波形

是实现时频资源灵活分配与动态共享的基础 [12]. 在传统的正弦波框架下, 正交频分复用 (orthogonal

frequency division multiplexing, OFDM) 作为一种多载波调制, 得益于其高频谱效率、易于实现、抵抗

多径衰落等优势, 被应用于 LTE, Wi-Fi 等通信系统 [13], 且 5G 系统仍然考虑采用基于 OFDM 的信

号波形设计. 但由于 OFDM 采用方波作为基带波形, 调制信号能量聚集性低, 易对相邻频带信号造成
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干扰. 围绕如何提升调制信号能量聚集性, 广义频分复用 (generalized frequency division multiplexing,

GFDM) [14, 15]、滤波多载波 (filter bank multi-carrier, FBMC) [16∼18]、统一滤波多载波 (universal filtered

multi-carrier, UFMC) [19∼21] 等高能量聚集度波形设计方案相继被提出,有效提高了调制信号能量聚集

性. 而上述方法均在正弦波框架下, 其继承了正弦波信号时间带宽积固定的不足, 限制了信号波形设

计的灵活性.

针对正弦波信号时间带宽积固定的不足,多种基于 PSWFs的非正弦调制方法 [22∼24] 相继被提出,

有效提高了信号波形设计的灵活性. PSWFs 是由美国贝尔实验室 Spepian 等定义的一类非正弦函数

集合, 具有完备性正交、时域奇偶对称性、时间带宽积与频谱灵活可控以及最佳带限信号集等优良特

性 [25∼27]. PSWFs信号能够摆脱时间带宽积固定的束缚,最有望从根本上解决正弦波信号存在的不足,

为 5G、卫星通信等通信系统提供了一种高信息传输效率、高能量聚集性、时宽与带宽灵活可控、超越

传统正弦波框架下的波形设计理念与性能的新型波形设计方案. 而在实际应用中, 当 PSWFs 信号多

路并行传输时, 对于相同参数时域完全重叠的不同阶 PSWFs 信号, 通常采用基于信号间正交性的相

干 (或相关)检测, 需要整符号周期信号参与运算,复杂度高, 严重限制了 PSWFs信号的应用. 研究发

现, PSWFs 信号奇偶对称性与信号分离、检测存在密切关联. 依据信号奇偶对称特性, 通过对信号波

形对折、对称值叠加平均, 可无失真地对奇对称、偶对称信号有效分离, 且相同奇偶对称性的 PSWFs

信号在半符号周期与整符号周期, 其正交性是相同的, 这为低复杂度 PSWFs 信号检测方法研究提供

了一个很好的思路.

但由于 PSWFs 无闭式解析解, 在实际应用中都是采用数值求解的方式产生. 目前, PSWFs 信号

求解方法可分为 3 类: 一是基于多项式逼近求解法, 如勒让德 (Legendre) 多项式逼近、Hermite 多项

式逼近等 [28]; 二是基于重构算法求解法, 如基于 sinc 函数的低通、带通 PSWFs 重构法 [29]; 三是基于

核函数矩阵的数值求解法, 如 ParrB [30] 与 DPSS [31] 数值解法等. 然而, 受求解方法、计算机截断以

及舍入误差的影响, 无论采用现有的哪种产生方法, 数值求解产生的 PSWFs信号, 都不是严格奇偶对

称的, 导致奇偶对称特性难以应用于 PSWFs 信号检测.

在此背景下, 首先引入对折、叠加平均以及分组处理, 提出了时域严格奇偶对称信号构建方法, 在

不降低 PSWFs信号时频能量聚集性、频谱可控性、峰均功率比特性的前提下,使 PSWFs信号与理论

特性更加相符. 其次, 提出了基于时域奇偶特性的信号检测方法, 在不降低信号检测性能的前提下, 有

效降低了信号检测复杂度.

2 严格奇偶对称 PSWFs 信号的构建

在实际通信系统中, 通常采用多路并行 PSWFs 信号进行信息传输, 而单支路严格奇偶对称信号

构建是多支路信号构建的基础. 因此,首先给出构建单支路严格奇偶对称的 PSWFs信号的方法,然后

介绍多支路严格奇偶对称的 PSWFs 信号的构建方法.

2.1 单支路严格奇偶对称信号构建方法

在采用 PSWFs 数值解进行信号构建中, 构建复杂度与参与运算的数值解点数密切相关. 由奇偶

对称信号波形特点可知, 已知半个符号周期信号波形, 便可获取整个符号周期信号波形. 若先构建半

符号周期信号,再对称拓展生成整个符号周期信号,将仅有半个符号周期数值解参与运算,能够有效降

低参与运算的数值解点数.

由于 PSWFs 数值解是通过对离散化核函数矩阵求逆的方式得到的, 而这些数值解并非严格奇偶
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图 1 (网络版彩图) 单支路严格奇偶对称信号构建方法原理框图

Figure 1 (Color online) Principle block diagram of signal branch signal construction method
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图 2 (网络版彩图) 信号对折中心时刻选择

Figure 2 (Color online) The center moment of signal with different sampling points

对称. 简单地利用前半个或后半个符号周期的数值解, 直接对称拓展产生整个符号周期信号, 将不能

准确保持整个符号周期 PSWFs 的特性. 因此, 单支路严格奇偶对称信号的构建思路是: 利用整个符

号周期信号的数值解, 进行对折、叠加平均后得到半个符号周期信号, 再对称拓展产生整个符号周期

信号.

构建方法原理框图如图 1 所示, 其表达式为

φ′
O,i(t) = [φ̃O,i(c, t)− φ̃O,i(c, T − t)]/2, φ′

E,i(t) = [φ̃E,i(c, t) + φ̃E,i(c, T − t)]/2, (1)

其中 φ̃O,i(c, t), i ∈ [1, NO], φ̃E,i(c, t), i ∈ [1, NE ] 为当时间带宽积为 c Hz·s 时, 第 i 支路奇对称、偶对称

PSWFs 信号数值解, NO, NE 为奇对称、偶对称 PSWFs 信号路数.

信号构建具体步骤如下:

(1) 将 PSWFs 信号波形关于符号周期中心时刻对折. 因符号周期中心时刻在 PSWFs 信号数值

解中的位置与采样点数有关, 故当采样点数 Q 为偶数时, 将信号关于第 Q/2, Q/2 + 1 个采样点中心

位置对折; 当采样点数 Q 为奇数时, 将信号关于第 (Q+ 1)/2 个采样点对折, 如图 2 所示.

(2) 将对折后对称点数值进行叠加, 并对叠加后信号进行除 2 平均处理, 获取半符号周期 PSWFs

信号. 若 PSWFs 信号为奇函数, 则对先对折后信号取反, 再叠加平均; 若 PSWFs 信号为偶函数, 则直

接进行叠加平均.

(3) 对半符号周期信号进行对称拓展, 获取整符号周期信号 PSWFs 信号. 若 PSWFs 信号为奇函

数, 则先对半符号周期信号符号取反, 再进行对称拓展; 若 PSWFs 信号为偶函数, 则直接对半符号周
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图 3 (网络版彩图) 多支路严格奇偶对称信号构建流程图

Figure 3 (Color online) Flow chart of constructing strict parity symmetric multiple branch PSWFs signal

期信号进行对称拓展.

2.2 多支路严格奇偶对称 PSWFs 信号的构建

由信号线性运算性质可知, 具有相同奇偶对称性的 PSWFs 信号进行线性运算后其奇偶对称性不

变, 即一组奇对称 (或偶对称) 信号线性叠加信号同样为奇对称 (或偶对称) 信号. 因此, 多支路严格奇

偶对称 PSWFs 信号的构建思路是: 在单支路时域严格奇偶对称信号构建方法的基础上, 依据信号奇

偶对称特性, 将多支路信号分为奇对称信号、偶对称信号两组, 分组进行处理和构建.

构建方法流程图如图 3 所示, 具体步骤如下:

(1)通过串并转换,将待传输数据 di, i ∈ [0, NO+NE ]转换为 2个并行支路 dO,i, i ∈ [0, NO], dE,i, i ∈
[0, NE ];

(2) 在半符号周期内, 分别对奇对称、偶对称 PSWFs 信号进行信息加载, 并在时域进行线性叠加,

产生半符号周期内奇对称、偶对称信号 sOH(t), sEH(t), 即

sOH(t) =

NO∑
i=1

dO,iφ̃O,i(c, t), sEH(t) =

NE∑
i=1

dE,iφ̃E,i(c, t), (n− 1)T 6 t 6 (n− 1/2)T, (2)

其中 dO,i, dE,i 分别为 PSWFs 信号 φ̃O,i(c, t), φ̃E,i(c, t) 加载数据.

(3) 对半符号周期信号 sOH(t), sEH(t) 进行对称拓展, 获取整符号周期 PSWFs 信号 sO(t), sE(t).

与单支路 PSWFs 信号拓展处理相同, 对偶对称信号 sEH(t) 直接进行对称拓展, 获取信号 sE(t); 对奇

对称信号 sOH(t) 先进行符号取反, 再进行对称拓展, 获取信号 sO(t).

(4)将信号 sO(t), sE(t)进行线性叠加,生成多支路严格奇偶对称 PSWFs信号 s(t) = sO(t)+sE(t).

2.3 性能分析

信号功率谱特性反映信号在频域的能量聚集性、对相邻频带的干扰程度. PSWFs 信号正交性是

利用相干 (或相关)检测,对相同参数时域完全重叠的不同阶 PSWFs信号分离、检测的基础. 因此,本

节从信号功率谱特性与峰均功率比特性、信号奇偶对称性、正交性 3 个方面, 对比分析本文所提方法

构建信号与原 PSWFs 数值解间性能差异. 具体仿真参数如表 1 所示.

(1) 信号功率谱与峰均功率比特性. PSWFs 信号功率谱与互补累积分布函数 (complementary

cumulative distribution function, CCDF) 如图 4 和 5 所示, 从数值计算结果可知:

(i) 所提方法构建的 PSWFs 信号频谱范围、能量聚集性与原求解方法获取的信号相同; 且随着时

间带宽积增加, PSWFs 信号频域能量聚集度不断增加, 如图 4 所示.
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表 1 仿真参数设置

Table 1 Simulation parameters

Overall parameters

Time-frequency product (Hz·s) c 2 : 2 : 16

Symbol period (s) T 1

PAM modulation number M 2

Low-pass PSWFs signal

PSWFs signal number NO +NE c− 1

Frequency band (Hz) [0, 1 : 1 : 8]

Solving method ‘DPSS’, ‘ParrB’

Band-pass PSWFs signal

PSWFs signal number NO +NE 2c− 2

Frequency band (Hz) [30, 32 : 2 : 46]

Solving method ‘ParrB’

Time-frequency product (Hz·s)

(a)

(b)
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Constructed band-pass ParrB-PSWFs

Time-frequency product c=14 Hz·s
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−25
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图 4 (网络版彩图) PSWFs 信号功率谱特性. (a) 信号功率谱; (b) 信号能量聚集度

Figure 4 (Color online) Spectrum characteristic of PSWFs signal. (a) Power spectrum; (b) energy aggregation

(ii) 所提方法构建的 PSWFs 调制信号 PAPR 与原求解方法获取的信号对应调制信号一致; 且随

着时间带宽积增加, PSWFs 调制信号 PAPR 不断增加. 其原因在于, 信号 PAPR 与并行信号路数有
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图 5 (网络版彩图) PSWFs 信号峰均功率比. (a) 低通 PSWFs 信号 PAPR; (b) 带通 PSWFs 信号 PAPR

Figure 5 (Color online) PAPR performance of PSWFs signal. (a) Low band PSWFs signal; (b) pass band PSWFs signal
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图 6 (网络版彩图) PSWFs 信号 MSE 与 SIR. (a) 信号 MSE; (b) 信号 SIR

Figure 6 (Color online) MSE and SIR of PSWFs signal (a) MSE; (b) SIR

关, 带通 PSWFs 信号路数多于低通, 且随着 c 增加, 信号路数不断增加, 如图 5 所示.

(2)信号奇偶对称特性. PSWFs信号奇偶对称均方误差 (mean square error, MSE) [32] 如图 6(a)所

示, 从数值计算结果可知, 所提信号构建方法能够有效提高 PSWFs 信号数值解奇偶对称性; 且 DPSS

求解方法对应 PSWFs 信号数值解 MSE 整体低于 ParrB, 带通 PSWFs 信号数值解 MSE 高于低通

PSWFs 信号数值解. 如当 c = 12 Hz·s 时, DPSS 对应低通 PSWFs 信号 MSE 为 2 × 10−31, ParrB 对

应低通 PSWFs 信号 MSE 为 1× 10−9, ParrB 对应带通 PSWFs 信号 MSE 为 1.8× 10−1; 且随着时间

带宽积增加, PSWFs 信号 MSE 不断增加趋势, 而构建方法对应 PSWFs 信号 MSE 始终为 0.

(3) 信号正交性. PSWFs 信号噪声干扰比 (signal to interference ratio, SIR) [33] 如图 6(b) 所示, 从

数值计算结果可知, 所提信号构建方法能够提高信号数值解正交性, 但随着时间带宽积增加, 所提方

法构建的信号正交性与原 PSWFs 信号数值解趋于一致. 如当 c = 12 Hz·s 时, DPSS 对应低通 PSWFs
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图 7 (网络版彩图) 基于时域奇偶性的信号检测流程图

Figure 7 (Color online) Flow chart of signal detection based on parity symmetry

信号 SIR 为 143 dB, 构建信号为 148 dB; ParrB 对应低通 PSWFs 信号 SIR 为 43 dB, 构建信号为

103 dB; ParrB对应带通 PSWFs信号 SIR为 12 dB,构建信号为 43 dB.其原因在于, 所提信号构建方

法虽然能够提高 PSWFs 信号间正交性, 但当求解方法求解误差过大时, 该方法将无法弥补求解方法

误差对信号间正交性的影响.

通过上述分析可知,本文所提方法构建的信号与原信号相比,频谱特性保持了良好的一致,未造成

信号频谱扩展, 同样具有最佳能量聚集性以及频谱可控性. 该方法有效提高了 PSWFs 信号数值解奇

偶对称性、正交性, 为进一步探索研究信号奇偶对称特性在信号分离、检测等信号处理中的应用提供

了依据.

3 基于时域奇偶特性的信号检测方法

基于信号间正交性的相干检测算法复杂度高的原因在于,其需要整个符号周期信号波形参与运算.

因此, 如何充分发挥、利用 PSWFs 信号奇偶对称特性, 在不降低信号检测性能的前提下, 降低参与运

算的信号波形长度, 是降低检测方法复杂度的重要突破口.

3.1 信号检测方法

由信号乘法运算性质可知, 具有相同奇偶对称性的 PSWFs 信号相乘后信号波形在符号周期中心

时刻两侧形状相同、符号相同, 因此, 具有相同奇偶对称性的 PSWFs 信号间互相关值存在如下等式:

γi,j =


∫ T

0
φO,i(c, t)φO,j(c, t)dt = 2

∫ T/2

0
φO,i(c, t)φO,j(c, t)dt,∫ T

0
φE,i(c, t)φE,j(c, t)dt = 2

∫ T/2

0
φE,i(c, t)φE,j(c, t)dt.

(3)

由式 (3) 可知, 具有相同奇偶对称性的信号在 [0, T ] 内互相关值为 [0, T/2] 内互相关值的 2 倍, 故

若 φO,i(c, t), φO,j(c, t), i ̸= j 在 [0, T ] 内相互正交, 则其在 [0, T/2] 内正交. 这表明相同奇偶对称性的

PSWFs 信号在半符号周期与整符号周期, 其正交性是相同的, 这为利用半符号周期信号, 进行信号检

测, 降低参与运算的信号波形长度提供了可能.

基于时域奇偶特性的信号检测流程图如图 7 所示, 具体步骤如下:

(1) 以符号周期 T 为单位, 提取不同符号周期信号 rn(t), (n − 1)T 6 t 6 nT, n ∈ [1,∞], 并将第 n

个符号周期信号关于中心时刻 (n− 1/2)T 对折, 获取信号 rn(T − t);

(2) 将信号 rn(t) 与 rn(T − t) 相减、相加, 分别提取奇对称、偶对称 PSWFs 信号 rn,O(t),
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rn,E(t), 即

r′n,O(t) = rn(t)− rn(T − t), r′n,E(t) = rn(t) + rn(T − t); (4)

(3) 计算不同支路 PSWFs 信号检测量

EO,i =

∫ (n−1/2)T

(n−1)T

r′n,OφO,i(c, t)dt, EE,i =

∫ (n−1/2)T

(n−1)T

r′n,EφE,i(c, t)dt; (5)

(4) 依据判决规则, 对检测统计量 EO,i, EE,i 进行判决, 完成对不同支路 PSWFs 信号检测.

3.2 信号检测方法性能分析

本节从检测方法复杂度、检测性能 2个方面,对比分析所提信号检测方法与相干检测间性能差异.

假设奇对称、偶对称 PSWFs 信号路数相同, 为 NO = NE , N = NO +NE , 信号采样点数为 Q.

(1)信号检测复杂度.由相干检测基本原理可知,其在实数域的乘法、加法运算次数分别为 Ctd,multi

= NQ,Ctd,add = N(Q− 1). 由基于时域奇偶特性的信号检测方法基本原理可知, 其乘法、加法运算主

要来源于 2个方面: 一是奇对称、偶对称信号分离对应的加法运算次数为 Cip1,add = Q/2;二是信号检

测对应的乘法、加法运算次数分别为 Cip2,multi = NQ/2, Cip2,add = N(Q/2− 1),相应地,其在实数域的

乘法、加法运算次数分别为 Cip,multi = NQ/2, Cip,add = (NQ+Q− 2N)/2. 为更加直观地展示所提方

法在复杂度方面的优势, 令

ηmulti =
Ctd,multi − Cip,multi

Ctd,multi
=

1

2
, ηadd =

Ctd,add − Cip,add

Ctd,add
=

(N − 1)Q

2N(Q− 1)
. (6)

由于实际设备中, 乘法运算的复杂度要远高于加法运算, 信号检测复杂度主要由其乘法复杂度

决定, 故以检测方法乘法运算复杂度为度量标准, 对 PSWFs 信号检测复杂度进行分析. 由式 (6) 可

知, 相对于相干检测, 所提信号检测方法能够有效降低系统复杂度, 将算法复杂度由 O(NQ) 降低为

O(NQ/2), 降低约 50%.

(2)信号检测性能.由式 (3)可知,相同奇偶对称性的 PSWFs信号在半个符号周期内相互正交,即

2

∫ T/2

0

φO,i(c, t)φO,j(c, t)dt = λO,i(c)δi−j , 2

∫ T/2

0

φE,i(c, t)φE,j(c, t)dt = λE,i(c)δi−j , (7)

其中 λO,i(c), λE,i(c) 分别为第 i 支路奇对称、偶对称 PSWFs 信号 φO,i(c, t), φE,i(c, t) 的特征值.

由式 (7) 可知, 对于时间带宽积为 c 的 PSWFs 信号构成的完备正交空间 Ψ, 可以拆分为由奇对

称 PSWF 信号构成的空间 ΨO, 由偶对称 PSWF 信号构成的空间 ΨE , 且空间 ΨO,ΨE 同样为正交空

间. 这表明在空间 ΨO,ΨE 中, 利用半符号周期信号, 对 PSWFs 信号进行检测, 与在空间 Ψ 中, 利用

整符号周期进行检测, 二者检测性能相同, 即所提方法信号检测性能与相干检测相同.

在高斯 (Gauss)白噪声信道条件下,所提 PSWFs信号检测方法系统误码性能如图 8所示,从数值

计算结果可知, 所提信号检测方法系统误码性能与相干检测相同, 与理论分析一致. 但采用 ParrB 求

解方法获取 PSWFs 信号数值解时, 在大时间带宽积条件下 (c > 14 Hz·s), 所提信号检测方法与传统
相干检测系统误码性能均低于理论值. 其原因在于, 在大时间带宽积下, ParrB 求解方法误差较大, 即

便采用所提信号构建方法, 也无法保证信号间正交性 (如图 6(b) 所示).

通过上述分析可知, 所提信号检测方法能够在不降低信号检测性能的前提下, 有效降低信号检测

复杂度, 将复杂度由相干检测的 O(NQ) 降低为 O(NQ/2).
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图 8 (网络版彩图) 系统误码率曲线. (a) 时间带宽积 c = 14 Hz·s; (b) 时间带宽积 c = 16 Hz·s
Figure 8 (Color online) System BER performance. (a) When c = 14 Hz·s; (b) when c = 16 Hz·s

4 结束语

本文首次将信号奇偶对称特性引入 PSWFs 信号检测, 为探索研究低复杂度 PSWFs 信号检测方

法提供了新的研究方向与思路, 如进一步挖掘 PSWFs 信号半符号周期基础特性, 研究基于半符号周

期信号波形的 PSWFs 信号检测方法; 同时, 也为探索信号奇偶对称特性在其他多载波调制中的应用

提供了参考依据. 值得注意的是, 论文是在信号奇偶对称特性未发生畸变条件下, 对系统相关性能展

开分析的, 这种情况只适用于高斯白噪声等加性噪声与线性失真信道条件; 对于高功放信道等非线性

失真信道条件,信号传输过程中将产生畸变,接收的信号不再满足奇偶对称特性,其信号检测性能需要

结合具体应用场景、信号参数进行分析. 因此, 对于基于奇偶对称性的信号检测方法还需进一步深入

研究:

(1) 非理想信道条件下, 基于奇偶特性的信号检测方法, 以及奇偶对称性失真补偿方法研究;

(2) 本文所提信号构建方法、检测方法能否应用于 OFDM, FBMC 等 5G、超 5G 信号波形方案,

利用信号奇偶对称性, 降低信号产生、检测复杂度.
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Abstract Aiming at solving the problem of high signal processing and detection complexity of prolate spheroidal

wave functions (PSWFs), we propose a time domain strict parity symmetry PSWFs signal construction method,

based on the characteristics of PSWFs with the same parity symmetry after linear operation. According to the

characteristics that the PSWFs of the same parity symmetry have the same orthogonality in the half-symbol period

and the whole symbol period, we propose a PSWFs signal detection method based on the parity characteristics,

which groups processing of odd symmetric and even symmetric signals and detects PSWFs signal in the half-

symbol period signal to reduce the number of signal solutions for participating in the operation. Compared

with the coherent detection method, theoretical and numerical analyses show that the proposed signal detection

method can reduce the computational complexity from O(NQ) to O(NQ/2) (i.e., about 50%) without reducing

the system error performance.

Keywords parity symmetric, signal detection, prolate spheroidal wave functions, folding processing, overlapping

averaging processing, hierarchical processing
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