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摘要 针对第三关节为被动的平面四连杆 (active-active-passive-active, 简称 AAPA) 欠驱动机械臂的

位姿控制问题, 提出一种基于模型降阶与链式结构的控制策略. 整个控制过程被划分为 3 个阶段. 第

1 阶段, 通过控制第四连杆的角度至零, 将平面 AAPA 机械臂降阶为平面虚拟四连杆 (active-active-

passive, 简称 AAP) 欠驱动机械臂. 第 2 阶段, 首先将平面虚拟 AAP 机械臂的模型转换为标准链式

结构形式. 然后, 设计相应的控制器将平面虚拟 AAP 机械臂的被动关节控制至其目标位置, 同时, 将

被动连杆的姿态角控制至中间姿态角, 从而将平面 AAPA 机械臂进一步降阶为平面 Acrobot. 第 3 阶

段, 控制平面 Acrobot 驱动连杆的角度至其目标角度, 连带实现对被动连杆的角度控制, 最终实现平

面 AAPA 机械臂的位姿控制目标. 考虑到平面 Acrobot 存在角度约束, 因此, 利用遗传算法协调与优

化被动关节的目标位置、被动连杆的中间姿态角、第四连杆的目标角度与被动连杆的目标姿态角, 确

保平面 Acrobot 对于系统目标位姿的目标角度解存在. 最后, 通过仿真验证控制策略的有效性.
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1 引言

欠驱动机械臂是控制输入个数少于系统自由度个数的一类欠驱动机械系统 [1∼4]. 欠驱动机械臂

能够利用较少的驱动装置完成复杂的任务, 具有重量轻、成本低、低能耗等优点. 当全驱动机械臂的

驱动装置出现故障时, 运用欠驱动机械臂控制策略可维持其正常运行. 故研究欠驱动机械臂的控制策

略,可以极大地提高全驱动机械臂的容错能力. 此外, 随着空间技术和深海探测技术 (无重力或微重力

引用格式: 刘东, 万雄波, 王亚午, 等. 基于模型降阶与链式结构的平面欠驱动机械臂位姿控制. 中国科学: 信息科学, 2020, 50:

718–733, doi: 10.1360/SSI-2019-0094

Liu D, Wan X B, Wang Y W, et al. Position and posture control for a planar underactuated manipulator based on

model reduction and chained structure (in Chinese). Sci Sin Inform, 2020, 50: 718–733, doi: 10.1360/SSI-2019-0094



中国科学 :信息科学 第 50 卷 第 5 期

环境) 的发展, 对平面欠驱动机械臂控制问题的研究逐渐成为了一个重要的研究方向. 因此, 研究平面

欠驱动机械臂的控制问题对航空航天工程和深海探测技术的发展具有重要的现实意义 [5, 6].

针对平面欠驱动机械臂的位置控制研究, Luca 等 [7] 将平面 Pendubot 机械臂的模型进行幂零近

似化处理, 并根据该近似模型提出一种开环迭代控制方法, 实现系统末端点的位置控制目标. 但该方

法对机械臂的初始状态要求苛刻, 而且不能从理论上证明闭环系统的稳定性. 对于末关节为被动的平

面 AAP 机械臂, 文献 [8, 9] 通过将机械臂模型转换为链式标准型, 从而借助链式系统的控制方法实

现其位置控制目标. 针对平面 APAA 机械臂, 文献 [10] 通过控制其第一连杆维持在初始状态, 使平面

APAA 机械臂退化成平面虚拟 PAA 机械臂, 从而实现其位置控制目标. 然而, 该控制方法在控制过程

中需要始终维持第一连杆在其初始状态不变, 这限制了系统末端点的可达范围.

针对第三关节为被动的平面 AAPA 机械臂, 由于连杆数目的增加或欠驱动关节位置的改变, 上述

控制策略都不能直接应用于该机械臂的控制. 因此, 对于平面 AAPA 机械臂的位置控制, 目前还没有

一种行之有效的控制策略. 此外, 在实际应用中, 常需要控制机械臂的末端执行器以特定的姿态在所

需位置完成某些特定的作业任务 (如焊接、钻孔等). 因此,除了机械臂的位置控制,研究机械臂的姿态

控制具有重要的实际意义 [11∼13]. 文献 [14] 针对全驱动机械臂提出了有效的位姿控制策略, 但这种控

制策略不能应用于欠驱动机械臂. 文献 [15] 提出一种 3 阶段控制策略实现了具有一阶非完整约束 [16]

的平面 PAAA机械臂的位姿控制目标,然而这种控制策略不能直接应用于具有二阶非完整约束 [16] 的

机械臂.

鉴于此, 本文针对第三关节为被动的平面 AAPA 机械臂的位姿控制问题, 提出一种基于模型降阶

与链式结构的控制策略. 首先, 基于平面 AAPA 机械臂的结构特性, 将其划分为两个部分: 平面虚拟

AAP 机械臂与平面 Acrobot. 然后, 将位姿控制划分为 3 个阶段. 第 1 阶段, 维持第一连杆角度与第

二连杆角度在初始角度不变, 控制第四连杆角度至零, 将平面 AAPA 机械臂降为平面虚拟 AAP 机械

臂. 第 2 阶段, 保持第四连杆角度不变, 以维持系统是一个平面虚拟 AAP 机械臂. 其次, 将平面虚拟

AAP机械臂的模型转换为标准链式结构形式,从而设计相应的控制器控制平面虚拟 AAP机械臂的被

动关节至其目标位置. 同时, 将被动连杆的姿态角控制至其中间姿态角, 将平面 AAPA 机械臂进一步

降阶为平面 Acrobot. 第 3 阶段, 维持第一连杆的角度与第二连杆的角度在第 2 阶段结束时的角度不

变, 确保系统是平面 Acrobot. 接着, 控制第四连杆的角度至其目标角度, 连带控制被动连杆的角度至

其目标角度, 从而最终实现平面 AAPA 机械臂的位姿控制目标. 考虑到平面 Acrobot 存在角度约束,

利用遗传算法协调与优化被动关节目标位置、被动连杆中间姿态角、第四连杆目标角度以及被动连杆

目标姿态角, 确保降阶后平面 Acrobot 目标角度解的存在. 最后, 通过仿真结果验证所提位姿控制策

略的有效性.

2 平面 AAPA 机械臂模型

平面 AAPA 机械臂模型如图 1 所示. 其中 mi 为第 i 连杆的质量, Li 为第 i 连杆的长度, Ji 为第

i 连杆相对于质心的转动惯量, qi 为第 i 连杆的角度, τi 为第 i 连杆的质心至前一关节的长度, τi 为作

用在第 i 关节的驱动力矩. 此外, (x, y) 为末端点的坐标, (xp, yp) 为被动关节的坐标, θp 为被动连杆的

姿态角, θ 为第四连杆的姿态角, i = 1, 2, 3, 4.

由欧拉 (Euler) – 拉格朗日 (Lagrange) 方程可得平面 AAPA 机械臂的动力学方程为

M (q) q̈ +H (q, q̇) = τ, (1)
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图 1 (网络版彩图) 平面 AAPA 机械臂模型

Figure 1 (Color online) The model of the planar AAPA manipulator

其中 q = [q1 q2 q3 q4]
T 为平面 AAPA机械臂的角度向量, τ = [τ1 τ2 0 τ4]

T 为驱动力矩向量, M (q)与

H (q, q̇) = Ṁ (q) q̇ − 0.5∂
(
q̇TM (q) q̇

)
/∂q 分别为具有对称正定性的惯性矩阵, 以及科里奥利 (Coriolis)

力和离心力的结合向量. 它们的具体形式可参见文献 [10].

根据图 1 所示的系统模型, 可得系统的几何约束关系如下:

(xp, yp) =

(
2∑

i=1

Li sinβi,
2∑

i=1

Li cosβi

)
,

θp = rem

(
3∑

i=1

qi, 2π

)
, θ = rem

(
4∑

i=1

qi, 2π

)
,

x = xp + L3 sin θp + L4 sin (θp + q4) ,

y = yp + L3 cos θp + L4 cos (θp + q4) ,

(2)

其中 β1 = q1, β2 = q1 + q2, rem(a, b) 为 a 除以 b 的余数, 符号与 b 相同.

3 系统控制策略

3.1 第 1 阶段控制策略

第 1 阶段, 维持第一连杆角度与第二连杆角度在初始角度不变, 控制第四连杆的角度至零, 将第

四连杆与被动连杆转换成一根虚拟杆, 从而将平面 AAPA 机械臂降阶为平面虚拟 AAP 机械臂 (如

图 2 所示).

平面虚拟 AAP 机械臂的动力学方程如下:

⌢

M(
⌢
q )

⌢̈
q +

⌢

H(
⌢
q ,

⌢̇
q ) =

⌢
τ , (3)
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图 2 (网络版彩图) 平面虚拟 AAP 机械臂模型

Figure 2 (Color online) The model of the planar virtual AAP manipulator

其中
⌢
q = [

⌢
q 1

⌢
q 2

⌢
q 3 ]

T = [q1, q2, q3]
T 为平面虚拟 AAP 机械臂的角度向量,

⌢
τ = [τ1 τ2 0]T 为驱动力矩

向量,
⌢

M(
⌢
q ) 与

⌢

H(
⌢
q ,

⌢̇
q ) 的具体表达式可参见文献 [17].

根据文献 [8], 可将式 (3) 转换为如下标准链式结构形式:
ÿ1 = u1,

ÿ2 = u2,

ÿ3 = y2u1,

(4)

其中 
y1 =

(
xp − xpd+

cos θp
γ − cos θpd

γ

)
cos θpd +

(
yp − ypd+

sin θp
γ − sin θpd

γ

)
sin θpd,

y2 = tan (θp − θpd) ,

y3 = −
(
xp − xpd +

cos θp
γ − cos θpd

γ

)
sin θpd +

(
yp − ypd+

sin θp
γ − sin θpd

γ

)
cos θpd,

u1 与 u2 为链式结构的虚拟控制输入, (xpd, ypd) 为被动关节的目标位置, θpd 为虚拟被动连杆的中间

姿态角, γ =
⌢

l 3 +
⌢

J3/(
⌢
m3

⌢

l ),
⌢
m3,

⌢

l 3 与
⌢

J3 为虚拟连杆参数. 此外, τ1, τ2, u1 与 u2 之间的数学关系详

见附录 A.

3.2 第 2 阶段控制策略

第 2阶段,保持第四连杆的角度不变,以维持系统是平面虚拟 AAP机械臂. 然后,设计相应的控制

器将其欠驱动关节控制至目标位置, 同时将被动连杆的姿态角控制至中间姿态角, 进而将平面 AAPA

机械臂降阶为平面 Acrobot (如图 3 所示).

平面 Acrobot 的动力学方程如下:

⌣

M(
⌣
q )

⌣̈
q +

⌣

H(
⌣
q ,

⌣̇
q ) =

⌣
τ , (5)
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图 3 (网络版彩图) 平面 Acrobot 模型

Figure 3 (Color online) The model of the planar Acrobot

其中
⌣
q = [

⌣
q 1 ,

⌣
q 2]

T = [θpd, q4]
T 为平面 Acrobot 的角度向量,

⌣
τ = [0, τ4 ]

T 为驱动力矩向量,
⌣

M(
⌣
q ) 与

⌢

H(
⌢
q ,

⌢̇
q ) 的具体表达式可参见文献 [6].

平面 Acrobot 具有角度约束, 其角度约束方程为

⌣
q 1 (t) = f

(
⌣
q 2(t),

⌣
q 20, δ

)
− ⌣

q 10, (6)

其中
⌣
q 10 与

⌣
q 20 为平面 Acrobot 的初始角度, δ 为模型参数集合; f(·)为非线性函数, 其具体表达式可

参见文献 [6].

3.3 第 3 阶段控制策略

第 3 阶段, 维持第一连杆的角度与第二连杆的角度在第 2 阶段结束时的角度不变, 以确保系统是

平面 Acrobot. 基于角度约束方程 (6), 控制平面 Acrobot 驱动连杆的角度至其目标角度, 从而连带实

现对被动连杆的角度控制, 最终实现平面 AAPA 机械臂的位姿控制目标.

4 连杆角度优化

由于平面 Acrobot 存在角度约束, 使得平面 AAPA 机械臂针对于目标位姿的任意的解不一定能

满足平面 Acrobot 角度约束关系, 从而会导致系统降阶后平面 AAPA 机械臂原本可控的目标位姿成

为不可控.

为解决上述问题, 利用遗传算法 (GA) [18, 19] 优化与协调被动关节的目标位置、被动连杆的中间

姿态角 (平面 Acrobot被动连杆的初始角度)、第四连杆的目标角度以及被动连杆的目标姿态角 (平面

Acrobot 被动连杆的目标角度).
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图 4 同一目标位姿对应多个目标角度

Figure 4 Multiple target angles corresponding to a target position-posture

根据系统的位姿控制目标, 将遗传算法的评价函数定义如下:

h = |x− xd|+ |y − yd|+ |θ − θd| , (7)

其中 (xd, yd) 与 θd 分别为机械臂的目标位置坐标与目标姿态角.

遗传算法如算法 1 所示.

Algorithm 1 Optimization of each target value of the system

1: Set up the parameters of GA: ps, pc, pm, N,G,Nvar = 4,Ω ∈ {−2π, 2π};
2: Randomly initialize: Pk(g) = {xpc, ypc, θpc, q4c} ∈ Ω, (k = 1, 2, 3, . . . , N);

3: for g = 1 : G+1 do

4: Substituting q4c and θpc into (6), the posture angle θpcd of the passive link is obtained;

5: Substitute (2), (6) and θpcd into (7), and calculate h;

6: if h < ε then

7: xpd = xk
pc, ypd = ykpc, θpd = θkpc, θpdd = θkpcd, q4d = qk4c;

8: break;

9: end if

10: Update xpc, ypc, θpc, θpcd and q4c through crossover, mutation, selection operations;

11: end for

Output: xpc, ypc, θpc, θpcd and q4c.

评论. 针对平面 AAPA 机械臂, 与目标位姿相对应的各杆目标角度具有多解性 (见图 4). 此外,

遗传算法具有高效、快速的全局搜索能力. 因此, 使用遗传算法不难找到与目标位姿相对应的目标角

度解.
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5 控制器设计

5.1 第 1 阶段控制器设计

定义 x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8]
T = [qT, q̇T]T, 则式 (1) 可用如下状态空间形式表示:

ẋ = f (x) + g (x) τ, (8)

其中  f (x) = [x5, x6, x7, x8, F1, F2, F3, F4]
T
, g (x) = [g1 (x) , g2 (x)]

T
,

[F1, F2, F3, F4]
T
= −M(q)

−1
H (q, q̇) , g1 = 04×4, g2 = (gij)4×4 = M(q)

−1
.

(9)

根据第 1 阶段的控制目标, 构造 Lyapunov 函数如下:

V0 (x) =
1

2

∑
i=1,2

((xi − xi0)
2
+ x2

i+4) + x2
4 + x2

8

 , (10)

其中 x10 = q10, x20 = q20 分别为第一连杆与第二连杆的初始角度.

对 V0(x) 求导可得

V̇0 (x) =
∑
i=1,2

xi+4

xi − xi0 + Fi +
∑

j=1,2,4

gijτj

+ x8

x4 + F4 +
∑

j=1,2,4

g4jτj

 . (11)

为了保证 V0 (x) 6 0, 设计第一阶段控制力矩为
τ1 = − (x1+x10+F1+g21τ2+g41τ4+C1x5) g

−1
11 ,

τ2 = − (x2+x20+F2+g11τ1+g41τ4+C2x6) g
−1
21 ,

τ4 = − (x4+F4+g21τ2+g11τ1+C3x8) g
−1
41 ,

(12)

其中 C1, C2, C3 为正常数.

将控制器 (12) 代入式 (11), 可得

.

V0(x) = −C1x
2
5 − C2x

2
6 − C3x

2
8 6 0. (13)

当式 (13) 中的 V̇0(x) = 0 时, 可得 x5 = x6 = x8 = 0, 再基于平面 Acrobot 的完整特性 [6] 可知

x7 = 0, 设 Φ = {x ∈ 8|V̇0 (x) = 0} 为闭环系统 (8) 的不变集. 此外, 由式 (8) 与 (9) 可得

g2τ = M(q)−1τ = 0. (14)

根据式 (14), 有 τ = [τ1, τ2, 0, τ4] = 0 , 将其代入式 (12), 可得系统的最大不变集为

W = {x ∈ Φ|x1 = x10, x2 = x20, x4 = 0, x5 = x6 = x8 = 0} . (15)

根据 LaSalle [20] 不变集原理,可知系统 (8)的状态随着 t → ∞渐进稳定到最大不变集. 即采用控

制器 (12), 可实现系统第 1 阶段控制目标.
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系统从第 1 阶段切换到第 2 阶段的条件如下:
|x1 − x10| < e1, |x5| < e2,

|x2 − x20| < e1, |x6| < e2,

|x4| < e1, |x8| < e2,

(16)

其中 e1, e2 为很小的正数.

5.2 第 2 阶段控制器设计

定义 ξ = (y1, ẏ1, y3, ẏ3, y2, ẏ2), 则链式结构 (4) 可改写为如下形式:

∑
1 :

 ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = u1,

∑
2 :



ξ̇3 = ξ4,

ξ̇4 = ξ5u1,

ξ̇5 = ξ6,

ξ̇6 = u2.

(17)

对于线性子系统
∑

1, 设计控制输入如下:

u1 = −k1ξ1 − k2ξ2, (18)

其中 k1, k2 > 0. 则 ξ1, ξ2 随着 t → ∞ 收敛于零.

证明 对于二阶闭环系统 ξ̈1 + k1ξ1 + k2ξ2 = 0, 由于 k1 > 0 与 k2 > 0, 显然 ξ1, ξ2 随着 t → ∞ 收
敛于零.

对于子系统
∑

2 的控制输入的设计, 应用反步法求得控制输入 u2 步骤如下.

定义误差变量: 
z1 = ξ4 − φ1,

z2 = ξ5 − φ2,

z3 = ξ6 − φ3.

(19)

Step 1. 定义 Lyapunov 函数:

V1 =
1

2
ξ23 . (20)

取 φ1 = ξ4 = −k3ξ3, k3 > 0, 则有

V̇1 = −k3ξ
2
3 = −2k3V1 6 0. (21)

Step 2. 定义 Lyapunov 函数:

V2 = V1 +
1

2
z21 . (22)

由式 (19) 可知 ξ4 = z1 + φ1, 对式 (22) 求导可得

V̇2 = ξ3ξ4 + z1ż1 = ξ3φ1 + z1

(
ξ̇4 − φ̇1 + ξ3

)
. (23)

取 φ2 = ξ5 = φ̇1

u1
− ξ3

u1
− k4

z1
u1
与 k4 > k3, 则有

V̇2 = V̇1 − k4z
2
1 = −2k3

(
V1 +

k4
2k3

z21

)
6 −2k3V2 = −k3ξ

2
3 − k3z

2
1 6 0. (24)
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由式 (24) 可知, ξ3, z1 随着 t → ∞ 趋向于零, 即 ξ4 → 0 (t → ∞).

Step 3. 定义 Lyapunov 函数:

V3 = V2 +
1

2
z22 . (25)

对式 (25) 求导可得

V̇3 = V̇2 + z2

(
ξ̇5 − φ̇2 + u1z1

)
. (26)

取 φ3 = ξ6 = φ̇2 − u1z1 − k5z2 与 k5 > k3, 则有

V̇3 = V̇2 − k5z
2
2 6 −2k3V3 = −k3ξ

2
3 − k3

(
z21 + z22

)
6 0. (27)

由式 (27) 可知, ξ3, z1, z2 随着 t → ∞ 趋向于零, 即 ξ5 → 0 (t → ∞).

Step 4. 定义 Lyapunov 函数:

V4 = V3 +
1

2
z23 . (28)

对式 (28) 求导可得

V̇4 = V̇3 + z3

(
ξ̇6 − φ̇3 + z2

)
. (29)

由式 (17) 可知 ξ̇6 = u2, 从而设计虚拟控制输入为 u2 = φ̇3 − z2 − k6z3, 且 k6 > k3, 则有

V̇4 = V̇3 − k6z
2
3 6 −2k3V4 = −k3ξ

2
3 − k3

(
z21 + z22 + z23

)
6 0. (30)

由式 (30) 可知, ξ3, z1, z2, z3 随着 t → ∞ 趋向于零, 即 ξ6 → 0 (t → ∞).

因此, 可得链式结构 (4) 的虚拟控制输入如下: u1 = −k1ξ1 − k2ξ2,

u2 = φ̇3 − z2 − k6z3.
(31)

综上所述, ξ = [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6] 随着 t → ∞ 都收敛于零, 即链式结构 (4) 的状态在虚拟控制输

入 (31) 的作用下渐近稳定.

结合附录 A 与式 (31), 可得到第 2 阶段的第一连杆与第二连杆的控制力矩. 此外, 为维持第四连

杆的角度不变, 第四连杆的控制力矩设计如下.

构造 Lyapunov 函数为

V5 (x) =
1

2
x2
4 +

1

2
x2
8. (32)

对其求导可得

V̇5 (x) = x8 (x4 + F4 + g41τ1 + g42τ2 + g44τ4) . (33)

为了保证 V̇5 (x) 6 0, 设计控制力矩如下:

τ4 = (−x4 − F4 − g41τ1 − g42τ2 − C3x8) g
−1
44 . (34)

采用虚拟控制输入 (31) 与控制器 (34), 可维持第四连杆的角度不变, 同时, 被动关节被控制至其

目标位置、被动连杆的姿态角被控制至其中间姿态角, 从而进一步将平面 AAPA 机械臂降阶为平面

Acrobot.

系统从第 2 阶段切换到第 3 阶段的条件为 |xp − xpd| < e1, |yp − ypd| < e1, |θp − θpd| < e1,

|x5| < e2, |x6| < e2, |x7| < e2, |x8| < e2.
(35)
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表 1 平面 AAPA 机械臂模型参数

Table 1 The model parameters of the planar AAPA manipulator

Segment i mi (kg) li (m) lci (m) Ji
(
kg/m2

)
1 1.2 1.2 0.144 0.144

2 1.2 1.2 0.144 0.144

3 0.6 0.3 0.144 0.0022

4 0.6 0.7 0.144 0.0285

5.3 第 3 阶段控制器设计

根据第 3 阶段的控制目标, 构造 Lyapunov 函数如下:

V6 (x) =
1

2

4∑
i=1,i ̸=3

(
(xi − xic)

2
+ x2

i+4

)
, (36)

其中 x1c, x2c 分别为第一连杆与第二连杆在第 2阶段结束时的角度, x4c = q4d 为第四连杆的目标角度.

对 V6(x) 求导可得

V̇6 (x) =
4∑

i=1,i̸=3

xi+4

xi − xic + Fi +
4∑

j=1,j ̸=3

gijτj

. (37)

为了保证 V̇5 (x) 6 0, 设计第 3 阶段控制力矩为

τi =
−xi + xic − (Fi+C1x5+C2x6+C3x8+

∑4
j=1,j ̸=i gijτj)

gii
. (38)

将控制器 (38) 代入式 (37), 可得

.

V6(x) = −C1x
2
5 − C2x

2
6 − C3x

2
8 6 0. (39)

与第 1 阶段分析过程类似, 利用 LaSalle 不变集原理, 可知当 t → ∞ 时, 第 3 阶段的最大不变集

为 [x1, x2, x4, x5, x6, x8]
T
= [x1c, x2c, x4c, 0, 0, 0]

T
. 即采用控制器 (38),可维持第一连杆的角度与第二连

杆的角度在第 2阶段结束时的角度不变,确保系统是平面 Acrobot. 同时,控制第四连杆的角度至其目

标角度, 连带实现对系统被动连杆的角度控制, 从而最终实现平面 AAPA 机械臂的位姿控制目标.

6 仿真结果

为了验证所提控制策略的有效性, 本节进行两组仿真研究. 平面 AAPA 机械臂的模型参数如表 1

所示.

设定仿真步长为 0.001 s. 同时, 设定控制器 (12), (34) 与 (38) 中的参数: C1 = C2 = C3 = 1.8,

虚拟控制输入式 (31) 中的参数: k1 = 1, k3 = k4 = k5 = k6 = 3, 切换条件 (16) 与 (35) 中的参数:

e1 = 0.005, e2 = 0.001, 遗传算法中的参数: pc = 0.7, pm = 0.1, ps = 0.8, 初始种群数目 N = 30, 最大迭

代次数 G = 100, ε = 0.001.
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图 5 (网络版彩图) 实例 1 的仿真结果. (a) 各杆角度; (b) 各杆角速度; (c) 被动关节坐标; (d) 系统末端点坐标;

(e) 控制力矩; (f) 被动连杆姿态角与第四连杆姿态角

Figure 5 (Color online) Simulation results for case 1. (a) Angles of links; (b) angles velocities of links; (c) coordinate of

the passive joint; (d) coordinate of the system endpoint; (e) control torques; (f) posture angles of the passive link and the
fourth link

实例 1. 选取各杆的初始状态、系统目标位置与目标姿态角为
[q10, q20, q30, q40] = [0.6,−0.3,−0.3, 0.9] rad,

[q̇10, q̇20, q̇30, q̇40] = [0, 0, 0, 0] rad/s,

(xd, yd) = (2.2, 1.4)m, θd = π/4 rad.

(40)

利用遗传算法, 可计算出与系统目标位姿相对应的被动关节目标位置、被动连杆中间姿态角、第

四连杆目标角度与被动连杆目标姿态角为 (xpd, ypd) = (1.349, 0.799)m, θpd = 0.5033 rad,

q4d = 0.6023 rad, θpdd = 0.1837 rad.
(41)

仿真结果如图 5(a)∼(f) 所示. 由图 5(a)∼(f) 仿真结果可知: 在系统控制的第 1 阶段, 第一

连杆的角度与第二连杆的角度被维持在各自的初始角度不变, 第四连杆的角度被控制至零. 在 t=
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图 6 (网络版彩图) 实例 2 的仿真结果. (a) 各杆角度; (b) 各杆角速度; (c) 被动关节坐标; (d) 系统末端点坐标;

(e) 控制力矩; (f) 被动连杆姿态角与第四连杆姿态角

Figure 6 (Color online) Simulation results for case 2. (a) Angles of links; (b) angles velocities of links; (c) coordinate of

the passive joint; (d) coordinate of the system endpoint; (e) control torques; (f) posture angles of the passive link and the
fourth link

11.1 s, 第 1 阶段目标被实现, 即平面 AAPA 机械臂被降阶为平面虚拟 AAP 机械臂. 在系统控制的

第 2 阶段, 第四连杆角度保持不变, 以确保系统是平面虚拟 AAP 机械臂. 同时, 被动关节被控制至

其目标位置 (xpd, ypd) = (1.35, 0.8)m, 被动连杆的姿态角被控制至中间姿态角 θpd = 0.5114 rad, 在

t = 23.7 s, 第 2 阶段目标被实现, 即平面 AAPA 机械臂被进一步降阶为平面 Acrobot. 在系统控制的

第 3 阶段, 第一连杆的角度与第二连杆的角度保持在第 2 阶段结束时的角度不变, 以维持被动关节稳

定在其目标位置,从而确保系统是平面 Acrobot. 同时, 平面 Acrobot驱动连杆的角度被控制至其目标

角度 q4d = 0.6025 rad, 连带控制被动连杆的姿态角至其目标姿态角 θpdd = 0.1837 rad. 在 t = 30.2 s,

平面 AAPA 机械臂的末端点稳定到其目标位置 (xd, yd) = (2.179, 1.378) m, 机械臂的末端连杆姿态

角稳定到其目标姿态角 θd = π/4 rad. 通过以上仿真结果及分析论述可知, 本文所提控制策略可行且

有效.
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实例 2. 在实例 2中, 所选的所有仿真参数与实例 1相同.唯一不同的是控制器 (12), (34)与 (38)

中的参数被选取为 C1 = C2 = C3 = 10.

仿真结果如图 6(a)∼(f) 所示, 由仿真结果可知: 在 t = 3.08 s, 系统控制从第 1 阶段切换到第 2 阶

段. 在 t = 13.3 s, 系统控制从第 2 阶段切换到第 3 阶段. 在 t = 17.1 s, 平面 AAPA 机械臂的末端点

稳定至其目标位置 (xd, yd) = (2.191, 1.383) m, 机械臂的末连杆稳定至其目标姿态角 θd = π/4 rad. 与

实例 1 相比, 在实例 2 中实现控制目标所需的时间减少了近一半, 这说明实现控制目标所需时间可以

通过调节控制器参数而调节.

7 结论

本文针对第三关节为被动的平面 AAPA 机械臂的位姿控制, 提出了一种基于模型降阶与链式构

的控制策略. 该控制策略将机械臂依次降阶为平面虚拟 AAP 机械臂与平面 Acrobot. 基于平面虚拟

AAP机械臂的非线性特性与平面 Acrobot的完整特性,分别设计每个降阶系统的控制器, 通过依次实

现每个降阶系统的控制目标,最终实现平面 AAPA机械臂的位姿控制目标.此外,考虑到平面 Acrobot

存在角度约束关系, 利用遗传算法优化被动关节目标位置、被动连杆中间姿态角、第四连杆目标角度

以及被动连杆目标姿态角, 以确保降阶后平面 Acrobot 针对于目标位位姿的目标角度解存在. 最后,

通过仿真结果验证了所提位姿控制策略的有效性与可行性.

本文利用平面 AAPA 机械臂的结构特点, 将平面 AAPA 机械臂的位姿控制分为 3 个控制阶段,

通过依次实现每个阶段的控制目标, 从而实现平面 AAPA 机械臂的位姿控制目标. 然而, 采用 3 个控

制阶段使得整个系统的控制时间较长. 因此, 如何减少控制阶段及控制器切换次数, 从而快速地实现

平面 AAPA 机械臂的位姿稳定控制目标将是今后需要研究的重点.
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附录 A
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结合式 (A1), 由式 (3) 可得 q̈1, q̈2 与 τ1, τ2 之间的数学关系为 q̈1
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(A3)

根据平面虚拟 AAP 机械臂的几何约束关系可得

ẍp = − q̇21L1cosq1 − L2 cos (q1 + q2) (q̇1 + q̇2)
2

− q̈1L1 sin q1 − L2 sin (q1 + q2) (q̈1 + q̈2) ,

ÿp = − q̇21L1 sin q1 − L2 sin (q1 + q2) (q̇1 + q̇2)
2

+ q̈1L1 cos q1 + L2 cos (q1 + q2) (q̈1 + q̈2) .

(A4)
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根据文献 [8], 可得 ẍp, ÿp 与 u1, u2 数学关系为 ẍp = cos (q1 + q2) v1 + γθ2p + sin (q1 + q2) γv2,

ÿp = sin (q1 + q2) v1 + γθ2p − cos (q1 + q2) γv2,
(A5)

其中  v1

v2

 =

 u1/cosθp

u2cos2θp − 2θ̇2p tan θp

 . (A6)

Position and posture control for a planar underactuated manip-
ulator based on model reduction and chained structure

Dong LIU1,2, Xiongbo WAN1,2, Yawu WANG1,2*, Xuzhi LAI1,2 & Min WU1,2

1. School of Automation, China University of Geosciences, Wuhan 430074, China;

2. Hubei Key Laboratory of Advanced Control and Intelligent Automation for Complex Systems, Wuhan 430074,

China

* Corresponding author. E-mail: wangyawu@cug.edu.cn

Abstract A control strategy is proposed based on the model reduction and the chained structure for a planar

four-link (Active-Active-Passive-Active, AAPA) underactuated manipulator to achieve its position-posture control

objective. The whole control process is divided into three stages. In the first stage, the planar AAPA manipulator

is reduced to the planar virtual three-link (Active-Active-Passive, AAP) manipulator by controlling the angle of

the fourth link and rotating it to zero. In the second stage, the model of a planar virtual AAP manipulator is

transformed into the standard chain structure form. Then, the corresponding controllers are designed to control

the passive joint of the planar virtual AAP manipulator to its target position, and the posture angle of the

passive link is controlled to its middle posture angle at the same time. At the end of this stage, the planar

AAPA manipulator is reduced to the planar Acrobot. In the third stage, the angle of the active link of the planar

Acrobot is controlled to its target angle. Also, the angle control of the passive link of the system is realized.

Consequently, the position-posture control objective of the planar AAPA manipulator is recognized. Considering

the angle constraint of the planar Acrobot, the genetic algorithm is used to coordinate and optimize the target

angle of the passive joint, the middle posture angle of the passive link, the target angle of the fourth link, and the

target posture angle of the passive link. These ensure the target angles of the planar Acrobot corresponding to

the target position-posture of the system can be found. Finally, simulation results demonstrate the effectiveness

of the proposed control strategy.

Keywords planar four-link underactuated manipulator, position-posture control, model reduction, chained

structure, genetic algorithm
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