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摘要 在多任务学习问题中,随机效应 (random effects)可能同时存在于所有子任务中,而每个子任务

又存在对应的稀疏效应 (sparse effects). 这在文本分析尤其在对电影评论的情感分析中, 尤为常见. 在

本文中, 我们提出一种用于数据中同时存在共享随机效应和特定稀疏效应的混合多任务学习模型, 并

命名为 MSS (multi-task learning with shared random effects and specific sparse effects)模型. 在模型的

建立过程中, 我们利用 Bayes 框架, 针对不同效应的特点设定不同的先验分布和超参数. 在模型的求

解过程中,我们使用变分推断克服 Bayes推断中的计算难题,使 MSS模型在大规模数据分析中具备广

泛的适应性. 通过全面的模拟数据实验和真实数据实验的分析结果, 我们展示了 MSS 模型在模型预

测和变量选择方面同时具备随机效应模型 (random effects models) 和稀疏回归模型 (sparse regression

models) 的优势, 相比已有方法大幅提高泛化性能. MSS 模型通过对多任务学习模型中不同效应的区

分, 能够更加有效的识别模型中的共享随机效应和特异稀疏效应, 进而增强模型在模型预测和变量选

择方面的性能.

关键词 多任务学习, 随机效应, 稀疏性, 变量选择, Bayes 推断

1 引言

高维数据回归被广泛应用于现代数据分析的相关研究中. 在很多实际应用中, 通常假设自变量

(特征)具有稀疏性,这意味着数目庞大的自变量中,只有一小部分对目标变量有真实影响.大量关于变

量选择的文献都以稀疏性假设为前提. 在这样的假设下, 一方面可以通过引入关于回归系数的正则项,
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在实现模型回归的同时进行变量选择, 比如 Lasso [1], SCAD [2], MCP [3], 以及 L1/2 regularization [4, 5],

并利用高效的优化算法来估计参数, 诸如坐标下降 [6]、梯度下降 [7] 和 ADMM [8] 等; 另一方面可以利

用 Bayes 方法的框架来建立回归模型. 基于 Bayes 框架的变量选择模型通过构造具有稀疏性结构的

先验分布来建立回归方程, 例如 Laplace 先验分布 [9∼11] 和 Spike-Slab 先验分布 (RSS) [12∼15]. 通常情

况下, Bayes 方法可以应用基于蒙特卡洛马尔可夫链 (Markov chain Monte Carlo, MCMC) [16,17] 的抽

样方法来求解, 但 MCMC 方法对计算量的高度依赖限制了其在实际应用中的推广, 这尤其体现在对

结构复杂的多层 Bayes 模型的求解中. 与此同时, 基于对后验分布进行逼近的变分推断 [18], 凭借其高

效的求解效率让 Bayes 方法在涉及大规模数据的实际应用中得到了越来越广泛的关注 [19∼24].

有关高维数据的多任务回归模型 [25] 同样是当今数据科学关注的重点. 多任务回归通过在有一定

相关关系的子任务之间设立共享效应来提高子任务的预测精度和变量选择的准确率.这其中包括假设

子任务之间具有共享稀疏效应, 并通过加入 l1/lq (q > 1) 块稀疏正则项 (block-sparse regularization)

来建立模型并求解 [26, 27];也包括假设子任务之间具有共享稀疏效应的同时,各个子任务还具有特异稀

疏效应, 例如浑浊模型 (dirty model) [28], 并通过对共享稀疏效应加入块稀疏正则项, 对特异稀疏效应

加入元素稀疏正则项 (element-wise regularization) 来建立模型并求解; 而数据共享 Lasso (data shared

Lasso) [29] 则通过对共享稀疏效应和加权特异稀疏效应建立正则项, 以此调节共享效应与特异效应对

目标变量的影响, 并通过扩展设计矩阵以实现直接调用 Lasso 求解器对模型求解.

在前文所述基于稀疏性假设的回归问题中, 通常只考虑了稀疏效应, 即假设只有一小部分自变量

对目标变量存在显著的影响, 而忽略了可能存在的随机效应, 即所有自变量都只对目标变量存在非常

微弱的影响, 但联合起来对目标变量存在显著的影响 [30,31]. 这样的假设在分析实际问题的时候往往

太过于理想. 例如, 对电影评论的情感分析中, 除了考虑少数关键词对电影评分的影响, 还应考虑大量

常用词汇整体对电影评分施加的影响.这些数量庞大的常用词汇虽然单独来看对评分只存在非常微弱

的影响, 但这些微弱效应联合起来对电影得分有可能存在显著影响. 若将这一部分影响考虑进模型中,

将有利于提升模型预测的精度和关键词选择的准确率.由于有关电影评论的数据往往涉及到不同类型

的电影, 比如喜剧类、历史类、恐怖类、传记类、动作类和爱情类等. 在每一种电影类型的数据中, 都

包含了电影评论和每条评论对应的电影评分, 这些信息来自成千上万的观看了电影的用户. 因此, 对

电影评论的情感分析可以看作一个多任务学习模型. 在该模型中, 常用词汇的共同作用对电影评分的

影响具有这样的特征: 一方面, 不同类型的电影评论存在相关性, 因为这些评论都包含了大量相同的

常用词汇. 我们可以认为这部分由常用词汇产生的影响对应的信号在所有类型的电影评论中都是存

在的, 也就是说在多任务学习中, 这部分信号对于所有任务来说是共享的. 另一方面, 因为这些常用词

汇数量较大, 所以我们假设这部分信号是非稀疏的. 进一步的, 除了常用词汇对评分的影响, 不同类型

的电影对应的评论又包含属于该类型电影的关键词汇, 例如 “温暖” 对爱情类电影的评分有较大的正

面影响, “恐怖” 对恐怖类电影的评分有较大的正面影响. 这些关键词只对某一类型的电影评分存在显

著影响, 也就是说在多任务学习中, 这部分信号只对特定任务产生影响. 同时, 这一部分关键词数量较

少, 在所有用于评论的词汇中占比极小, 我们假设这部分信号是稀疏的. 基于以上两点, 我们希望建立

一种统计模型能够同时考虑到多任务学习中, 不同任务所属数据存在的共性 (非稀疏的) 和特性 (稀

疏的).

综上, 在本文中我们考虑如下多任务学习模型: 一方面, 所有任务都共享一部分信号, 这部分信号

单个来看对目标变量作用不明显, 但是其联合效应对目标变量存在显著影响, 且是非稀疏的, 我们称

之为 “共享随机效应”; 另一方面,每个任务还受到一部分 “特异稀疏效应”的影响,这部分信号只对特

定任务产生显著影响,且具有稀疏性. 上述多任务学习模型同时存在 “共享随机效应”和 “特定稀疏效
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应”, 我们将其命名为 MSS (multi-task learning with shared random effects and specific sparse effects)

模型. 在模型的建立过程中, 我们利用 Bayes 方法, 为共享信号构造 Gauss 先验分布, 为每个任务的

特征信号构造具有稀疏属性的 Spike-Slab 先验分布. 通过上述模型设定, 我们可以利用全部数据有效

地刻画共享信号. 与此同时, 在剔除掉共享信号的影响后, 也能更精确地刻画每个任务对应的特征信

号. 在以往的文献中, 求解 Bayes 模型通常利用 MCMC 方法, 然而随着变量维度的增加, MCMC 方

法对计算量要求极大, 甚至无法求解. 在 MSS 模型中, 我们通过使用变分 Bayes 推断, 更具体的, 变

分 EM 算法 (variational expectation-maximization) 来估计多任务学习中共享信号和特征信号对应的

参数. 模拟实验和真实数据的分析结果表明, 变分 Bayes 推断不仅能很好地解决由数据量过大产生的

计算难题, 同时也能很好地控制参数估计的误差.

本文的章节安排如下: 第 2 节对 MSS 模型进行建立和推导; 第 3 节通过多种设定下的模拟数据

实验来评价 MSS 模型的性能, 并将其用于对真实数据的分析.

2 模型设定

2.1 建立 MSS 回归模型

假设有如下包含 n 个样本的训练集 {X,y}, 这里 X ∈ Rn×p 表示自变量矩阵 (设计矩阵), p 表示

自变量的维度, y ∈ Rn 表示由目标变量组成的向量. 为不失一般性并消除截距项的影响, y 和 X 都已

按列中心化. 考虑如下关于 y 与 X 的线性模型:

y = Xβ + e, (1)

β = [β1, . . . , βp]
T 是由回归系数构成的 p 维向量, 扰动项 e ∈ Rn 相互独立且服从多维正态分布

N (0, σ2
eIn), 其中 In 是 n × n 的单位矩阵. 现在假设总共有 J 个任务 (对 J 种不同类型电影的评

分进行回归), 我们可以将模型 (1) 拓展为 J 个任务的多任务回归模型: 第 J 个任务对应的训练集为

{Xj ,yj}Jj=1, 这里 Xj ∈ Rnj×p 表示第 j 个任务的设计矩阵, yj ∈ Rnj 是与之对应的目标变量组成的

向量, nj 与 p 分别表示第 j 个任务的样本数量与自变量维度. 需要注意的是上述 J 个任务中, 每一个

任务的自变量维度都满足是 p 维的. 综上所述, 得到如下多任务回归模型:

yj = Xj(β0 + βj) + ej , j = 1, . . . , J, (2)

β0 = [β01, . . . , β0p]
T ∈ Rp 表示共享随机效应的效应值 (effect size) 组成的向量, βj = [βj1, . . . , βjp]

T ∈
Rp 表示属于第 j 个任务的特定稀疏效应的效应值组成的向量, ej ∈ Rnj 是第 j 个任务对应的随机扰

动项,其相互独立且服从期望为 0,方差 –协方差矩阵为 σ2
j Inj 的多维正态分布 N (0, σ2

j Inj ),其中 Inj

是 nj × nj 的单位矩阵.

进一步的, 考虑到两种效应的均值均不会出现大幅偏离 0 的情况, 我们假设共享随机效应的效应

值 β0 来自期望为 0 的 Gauss 先验分布:

β0 ∼ N (0, σ2
β0
Ip), (3)

其中 N (0, σ2
β0
Ip) 表示期望为 0, 方差 – 协方差矩阵为 σ2

β0
Ip 的多维 Gauss 分布. 而对于特定稀疏效

应的效应值,我们希望引入二项变量 γjk 表示第 j 个任务中第 k 个效应值 βjk 是否为 0,因此假设 βjk
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来自如下 Spike-Slab 先验分布:

βjk|γjk, σ2
βj

∼

N (0, σ2
βj
), if γjk = 1,

δ0(βjk), if γjk = 0,
(4)

其中 N (0, σ2
βj
) 表示期望为 0, 方差为 σ2

βj
的 Gauss 分布. δ0(βjk) 表示在 0 点处的 Dirac 函数. 上述

定义表明当第 j 个任务中的第 k 个自变量对目标变量施加了影响时, 也就是当 γjk = 1 时, βjk 来自

Gauss 分布 N (0, σ2
βj
), 否则, βjk 等于 0. 同时假设第 j 个任务中, γjk 来自参数为 πj 的Bernoulli 分布

π
γjk

j (1− πj)
1−γjk , 也即 Pr(γjk = 1) = πj .

由于 Dirac 函数可能在后续推导过程中带来不必要的困难, 为此我们对等式 (4) 重新参数化 [21]

βjk ∼ N (0, σ2
βj
), γjk ∼ π

γjk

j (1− πj)
1−γjk , (5)

这样, 等式 (5)中 γjk 与 βjk 的乘积 γjkβjk 与等式 (4)中的 βjk 具有完全一致的分布.于是 yj 的分布

可以参数化为:

yj ∼ N

(
Xjβ0 +

∑
k

γjkβjkxjk, σ
2
j Inj

)
, j = 1, . . . , J, (6)

其中 xjk 表示第 j 个设计矩阵 Xj 的第 k 列.

为了使表述更加简洁, 我们对模型中的随机变量做如下定义: β = {β1, . . . ,βJ}, γ = {γ1, . . . ,γJ},
y = {y1, . . . ,yJ}, X = {X1, . . . ,XJ}. 同时定义 θ = {σ2

β0
, σ2

βj
, σ2

j ,πj}, j = 1, . . . , J , 为模型 (2) 中参

数的集合. 随机变量 y, β0, β, γ 的联合分布可以表示如下:

Pr(y,β0,β,γ|X;θ)

=
∏
j

(Pr(yj |β0,βj ,γj ;θ)Pr(βj ,γj |θ)) Pr(β0|θ)

=
∏
j

(
N
(
Xj(β0 + βj ⊙ γj), σ

2
j Inj

)
N (βj |0, σ2

βj
Ip)
∏
k

π
γjk

j (1− πj)
1−γjk

)
N (β0|0, σ2

β0
Ip), (7)

其中 βj ⊙ γj 表示 βj 和 γj 对应元素的乘积组成的新向量. 模型 (2) 可以表示为如图 1 所示的图

模型 [32].

在等式 (7) 中, β0, β, γ 可以看作所谓的潜在变量, 对潜在变量求积分, 可以得到边缘分布:

Pr(y|X;θ) =
∑
γ

∫ ∫ ∏
j

(
N
(
Xj(β0 + βj ⊙ γj), σ

2
j Inj

)
N (0, σ2

βj
Ip)

·
∏
k

π
γjk

j (1− πj)
1−γjk

)
N (0, σ2

β0
Ip) dβ0 dβ. (8)

求解 θ 将等式 (8) 最大化, 可以得到 θ 的估计 θ̂, 同时可以得到潜在变量的后验分布:

Pr(β0,β,γ|y,X; θ̂) =
Pr(y,β0,β,γ|X; θ̂)

Pr(y|X; θ̂)
. (9)

2.2 模型求解

试图得到边缘分布等式 (8) 的精确解析形式几乎是不可能的, 因为 γj (j = 1, . . . , J) 之间不一定

独立, 使得处理等式 (8) 中的积分非常困难. 为了克服这一困难, 我们使用变分 EM 算法 (variational
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图 1 图模型表示的 MSS 模型对应的联合分布等式 (7). 其中 x̃ji 表示第 j 个设计矩阵 Xj 的第 i 行, yji 表示

对应的目标变量. 在图模型中, 每个节点代表一个变量, 实心圆表示观测到的随机变量, 空心圆表示潜在随机变量, 其

余的表示参数或常量. 随机变量之间的有向箭头表示变量之间的条件依赖关系. 方框的右下标表示方框内变量的具体

数目

Figure 1 Graphical model representation of joint distribution Eq. (7). Here x̃ji is the i-th row of the design matrix
Xj and yji is the coressponding response variable. In this graphical model, we introduce a node for each of the variables.
We denote latent variables by open circles and observed variables by shading the corresponding circles. The others are
deterministic parameters or constant variables. Links express probabilistic relationships between these variables. We have

introduced a plate labeled with a number represents the number of nodes of this kind

EM algorithm)来逼近等式 (8)的真实最大值 [32]. 为实现上述目标,先假设 q(β0,β,γ)是真实后验分布

Pr(β0,β, γ|y, X;θ) 的近似分布, 根据 Jensen 不等式, 可以很容易得到取对数后的边缘分布等式 (8)

的下界 L(q):

log Pr(y|X;θ) = log
∑
γ

∫ ∫
Pr(y,β0,β,γ|X;θ)dβ0 dβ

>
∑
γ

∫ ∫
q(β0,β,γ)log

Pr(y|X;θ)

q(β0,β,γ)
dβ0 dβ

= L(q), (10)

其中等号成立的条件是当且仅当 q(β0, β, γ) 与真实后验分布式等式 (9) 完全相等. 因为 L(q) 是等式

(8) 的下界, 我们可以通过迭代的方法最大化 L(q) 直到其收敛, 并将其看作是对等式 (8) 最大值的逼

近. 在这一迭代过程中, 为了计算上的可行, 我们给出如下假设: q(β0,β,γ) 是可分解的, 并具有如下

形式:

q(β0,β,γ) =
∏
k

q(β0k)

∏
j

∏
k

(
q(βjk|γjk)q(γjk)

) . (11)

上述可分解假设是我们在变分推断中的唯一假设. 通过进一步的推导 (详细推导请见附录 A), 可以得

到如下结果:

q(β0,β,γ) =
∏
k

q(β0k)

∏
j

∏
k

(
q(βjk|γjk)q(γjk)

)
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=
∏
k

N
(
µ0k, s

2
0k

)∏
j

∏
k

((
αjkN (µjk, s

2
jk)
)γjk

(
(1− αjk)N (0, σ2

βj
)
)1−γjk

) , (12)

其中

s20k = −1

2

∑
j

− 1

2σ2
j

xT
jkxjk − 1

2σ2
β0

I

−1

,

µ0k = s20k
∑
j

− 1

σ2
j

∑
l ̸=k

xjlE[β0l] +XjEβj ,γj [(γj ⊙ βj)]− yj

T

xjk,

s2jk =
σ2
j

xT
jkxjk +

σ2
j

σ2
βj

,

µjk =
xT
jkyj −

∑
l ̸=k Ejl[γjlβjl]x

T
jkxjl − xT

jkXjEβ0 [β0]

xT
jkxjk +

σ2
j

σ2
βj

,

(13)

以及

αjk =
1

1 + exp(−ujk)
, ujk =

µ2
jk

2s2jk
+

1

2
log

s2jk
σ2
βj

+ log

(
πj

1− πj

)
, (14)

这里 xjk 表示设计矩阵 Xj 的第 k 列.

由于 q(β0,β,γ) 是对真实后验分布等式 (9) 的近似, 通过观察等式 (11) 和 (12), 可以将 q(γjk =

1) = αjk, q(βjk|γjk = 1) = N (µjk, sjk) 和 q(βjk|γjk = 0) = N (0, σ2
βj
) 分别看作对 Pr(γjk = 1|y,

X;θ), Pr(βjk|γjk = 1|y,X;θ) 和 Pr(βjk|γjk = 0|y,X;θ) 的近似. 值得注意的是, 当 βjk 对应的自

变量对目标变量没有影响时, 即 γjk = 0 时, 其后验分布就是先验分布, 这也是符合逻辑的. 同时

q(β0k) = N (β0k, s
2
0k) 可以看作是对后验分布 Pr(β0k|y,X;θ) 的近似, 其受到先验分布和 J 个任务中

的所有数据的共同影响.

在得到等式 (12) 后, 将其带入等式 (10) 可以很容易得到对数边缘分布下界 L(q) 的解析表达. 对

L(q) 中的参数集 θ 分别求导并令其等于零, 我们可以得到如下关于模型参数集 θ 的更新方程 (详细

推导请见附录 A):

σ2
j =

1

nj

(
(yj − ỹj)

T(yj − ỹj) +

p∑
k=1

[
αjk(s

2
jk + µ2

jk)− (αjkµjk)
2
]
xT
jkxjk

+ µT
0 (X

T
j Xj)µ0 +Tr

(
S2
0(X

T
j Xj)

)
+ 2

(
(αj ⊙ µj)

T(XT
j Xj)− yT

j Xj

)
µ0

)
,

σ2
βj

=

∑
k αjk(µ

2
jk + s2jk)∑

k αjk
,

σ2
β0

=
1

p

(
µT

0 µ0 +Tr(S2
0)
)
,

πj =
1

p

∑
k

αjk,

(15)

这里 S2
0 是满足 S2

0(k, k) = s20k 的对角阵.

综上所述, 我们使用变分 EM 算法对 MSS 模型进行求解, 在每一步迭代中下界 L(q) 的值都会单

调增加, 其收敛性也可以得到保证.
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2.3 变量选择与模型预测

利用上述迭代方法收敛得到的结果, 我们可以进行变量选择和模型预测.

我们利用 γjk 的后验概率 αjk 来进行变量选择. αjk 的值可以认为是第 j 个任务中的第 k 个特征

对目标变量有影响的概率. 利用 βjkγjk 可以筛选出影响电影评分的关键词汇.

除了变量选择外,我们对模型预测的结果同样感兴趣. 当知道一个新的已经中心化后的样本 xnew

并且知道其属于第 j 个任务后, 利用模型对新的目标变量进行预测:

ŷ =

p∑
k=1

(µ0k + µjkαjk)x
new
k .

用此方法可以判断用户对电影的文字评论与给出的评分是否相符,进而可以根据用户的评论对用户的

评分进行调整, 得到更为准确的电影评分.

虽然变分推断是 Bayes 推断的一种近似, 其结果也只是近似解, 但是在满足模型假设的前提下

计算精度依然会好过很多传统的回归算法, 我们将在第 3 节的模拟实验和真实数据分析中验证这一

观点.

3 模拟实验和真实数据分析

在本节中,我们使用模拟实验对 MSS算法和其他算法的结果进行比较,接着使用真实数据来验证

MSS 算法的优势. 所有的实验数据和代码都已上传至网站1), 以保证实验的可重复性.

3.1 模拟实验

3.1.1 与单任务模型的对比

我们将 MSS 模型与一些经典回归模型进行比较, 包括 Spike-Slab 先验模型 (RSS)、岭回归模型

和 Lasso. 在实验中, 着重对 MSS 模型与上述模型在预测误差和变量选择两个方面进行比较. 模拟实

验的条件设定如下: 我们考虑任务数 J = 3, 分别用 T1, T2 和 T3 表示, 每一个任务包含的样本数量

分别为 n1 = 300, n2 = 500, n3 = 700, 设计矩阵的维度 p = 1000. 做为对比, RSS 模型、岭回归和

Lasso 的结果包含两种设定: (1) 分别对 3 个任务进行独立回归; (2) 将 3 个任务的数据汇总后进行一

次回归. 设计矩阵 Xj (j = 1, 2, 3) 由 p 维的正态分布生成, 并且满足期望为 0, 方差 – 协方差矩阵满

足第 (d, d′) 个元素等于 ρ|d−d′|, 用于刻画自变量之间的相关性, 相距越近的两个自变量之间相关性越

高. 在实验中, ρ 被分别设置为 {0, 0.5}. 共享信号对应的效应值 β0 由标准正态分布生成. 特征信号

对应的效应值 βj (j = 1, 2, 3) 中非零项的占比为 π, 非零项由 0 均值的 Gauss 分布生成, 其方差满足

var(Xβ0)/var(Xβj) = 1, 即共享信号对目标变量的作用与特征信号对目标的作用大小一致.特征信号

的稀疏性由 π 控制, 为了比较 MSS 模型与其他模型在不同稀疏性设定下的表现, 我们将 π 分别设置

为 {0.01, 0.5, 0.1}, 同时将信噪比 (SNR) 分别设置为 {0.5, 1, 2}. 图 2 和 3 是在 ρ = 0 设定下的实验结

果, 图 4 和 5 是在 ρ = 0.5 设定下的实验结果.

图 2(a)∼5(a) 对应 MSS 模型、Spike-Slab 先验模型 (RSS)、岭回归和 Lasso 在不同设定条件下

的参数估计误差的结果. MSS 模型的参数估计标准化后的均方误差 (mean squared error, MSE) 定义

1) https://github.com/osbornePeng/VSSC.
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图 2 (网络版彩图) ρ = 0 时, MSS 模型的结果与 RSS 模型、岭回归和 Lasso 分别学习每个任务的结果比较

Figure 2 (Color online) The comparison of MSS, RSS, ridge regression and the Lasso with ρ = 0 and with data sets

separately from each task. (a) MSE of coefficient estimation; (b) AUC for the performance of variable selection of each
algorithm
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图 3 (网络版彩图) ρ = 0 时, MSS 模型结果与 RSS 模型、岭回归和 Lasso 将所有任务合并为一个任务学习的结

果比较

Figure 3 (Color online) The comparison of MSS, RSS, ridge regression and the Lasso with ρ = 0 and with data set pooled
from all three tasks. (a) MSE of coefficient estimation; (b) AUC for the performance of variable selection of each algorithm

如下:

||β̂0 + β̂j − β0 − βj ||22
p · var(β0 + βj)

,

由于 RSS 模型、岭回归和 Lasso 没有区分共享信号和特征信号, 其参数估计标准化后的均方误差

(MSE) 定义如下:

||β̂j − β0 − βj ||22
p · var(β0 + βj)

,

这里 β̂0, β̂j (j = 1, 2, 3) 为参数的估计值, β0, βj (j = 1, 2, 3) 为参数的真实值. 4 种模型的参数估计误

差随着样本数量的减少呈现上升趋势,随着信噪比 (SNR)的增大呈现减少的趋势. 在绝大多数测试项

目中, MSS 模型都有最好的参数估计表现, 尤其是在样本量较小时, 优势更加明显.
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图 4 (网络版彩图) ρ = 0.5 时, MSS 模型的结果与 RSS 模型、岭回归和 Lasso 分别学习每个任务的结果比较

Figure 4 (Color online) The comparison of MSS, RSS, ridge regression and the Lasso with ρ = 0.5 and with data sets

separately from each task. (a) MSE of coefficient estimation; (b) AUC for the performance of variable selection of each
algorithm
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图 5 (网络版彩图) ρ = 0.5 时, MSS 模型结果与 RSS 模型、岭回归和 Lasso 将所有任务合并为一个任务学习的

结果比较

Figure 5 (Color online) The comparison of MSS, RSS, ridge regression and the Lasso with ρ = 0.5 and with data set
pooled from all three tasks. (a) MSE of coefficient estimation; (b) AUC for the performance of variable selection of each

algorithm

图 2(b)∼5(b) 对应各模型变量选择的 AUC (area under curve) 值. 由于岭回归不具备变量选择的

功能, 我们只对 MSS 模型、RSS 模型和 Lasso 的结果进行了比较. 通过上述结果, 可以看出 MSS 模

型在各种实验条件下都有最好的表现, 尤其是在真实数据非常稀疏的时候.

3.1.2 与多任务模型的对比

接下来,我们将 MSS模型与一些多任务回归模型进行对比,包括浑浊模型和数据共享 Lasso模型

(DSL). 在实验中, 我们着重对 MSS 模型与上述模型在预测误差和变量选择两个方面进行比较. 模拟

实验的条件设定如下: 任务数 J = 5. 考虑到浑浊模型的计算效率以及在模型设定中要求每个任务包
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图 6 (网络版彩图) ρ = 0 时, MSS 模型的结果与浑浊模型和数据共享 Lasso (DSL) 的结果比较

Figure 6 (Color online) The comparison of MSS, dirty model, and the data shared Lasso with ρ = 0. (a) MSE of

coefficient estimation; (b) AUC for the performance of variable selection of each algorithm
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图 7 (网络版彩图) ρ = 0.5 时, MSS 模型的结果与浑浊模型和数据共享 Lasso (DSL) 的结果比较

Figure 7 (Color online) The comparison of MSS, dirty model, and the data shared Lasso with ρ = 0.5. (a) MSE of

coefficient estimation; (b) AUC for the performance of variable selection of each algorithm

含样本数相等, 并且浑浊模型中的参数在每一种设定下都须要通过交叉验证来确定, 非常耗时, 因此

实验中每一个任务包含的样本数设定为 nj = 50 (j = 1, . . . , J), 设计矩阵的维度 p = 100. 实验结果如

图 6 和 7 所示. MSS 模型在大多数情况下拥有更好的预测精度和更好的变量选择准确率.

3.1.3 结果分析

MSS 模型在模型预测与变量选择方面具有更好性的性能, 得益于其同时具备随机效应模型与稀

疏效应模型的特性, 更具体的, 同时具备岭回归 (ridge) 与 Spike-Slab 先验模型 (RSS) 的特性. 为了更

加直观地体现 MSS 模型这一优点, 我们选择一组实验 (ρ = 0, π = 0.01, SNR = 2), 并将其第 j = 3 个

任务的真实回归系数与各个模型的估计值做比较, 得到图 8. 其中图 true model 表示真实的回归系数,

红点表示对应位置的 βj 不为 0,即在此处存在特异稀疏效应.其余波动较小的回归系数代表随机效应

(看作背景噪音). 可以看出 MSS 模型对随机效应和稀疏效应刻画的都比较准确, Spike-Slab 先验模型
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图 8 (网络版彩图) 不同模型估计的效应值的比较

Figure 8 (Color online) The comparison of different models’ estimation of effect size

(RSS)和 Lasso只对稀疏效应刻画较好,岭回归 (ridge)只对随机效应刻画较好. MSS模型同时具备随

机效应模型 (ridge) 和稀疏效应模型 (RSS 和 Lasso) 的优点.

与此同时, MSS 模型也具有很好的适应性. 在上述实验中, 若我们设定共享随机效应 β0 = 0, 此

时各个子任务只存在特异稀疏效应 βj , 理想的算法应该是对各个子任务分别利用 Spike-Slab 先验模

型 (RSS) 进行回归, 我们将这一结果与 MSS 模型进行对比, 得到图 9, 从中可以看出在这一极端情况

下, MSS 模型可以得到与 Spike-Slab 先验模型 (RSS) 基本一致的结果.

接下来, 我们设定特异稀疏效应 (βj = 0, j = 1, . . . , J), 此时各个子任务只存在共享随机效应, 理

想的算法应该是对全部子任务同时利用岭回归 (ridge) 进行回归, 我们将这一结果与 MSS 模型进行

对比, 得到图 10, 从中可以看出在这一极端情况下, MSS 模型可以得到与岭回归 (ridge) 基本一致的

结果.

在计算时间方面, 我们给出了 MSS 模型在不同的任务数 (tasks), 不同的子任务对应的样本数

(samples) 和不同的特征数 (features) 设定下, 经过 100 次迭代计算需花费的时间, 结论如图 11 所示

(MSS 伪代码请见附录 B). 上述计算均在一台配备 I7-3840QM CPU 和 16 G RAM 的笔记本电脑上完

成. 计算时间相对于任务数, 单任务对应的样本数和特征数呈现近似线性增长的趋势.

我们将 MSS模型与浑浊模型和数据共享 Lasso模型 (DSL)的计算时间进行比较. 在实验中,我们

考虑任务数 J = 5. 每一个任务包含的样本数 nj = 500, 设计矩阵的维度依次考虑 p = 500, p = 1000,

p = 2000. 实验结果如表 1所示. MSS模型有着最快的计算速度.浑浊模型计算速度最慢, 存在样本数

与维度相等的时候比维度更高时候更慢的现象, 且浑浊模型需要通过交叉验证选择参数, 实际运算时

间还会成倍增长. DSL 速度比 MSS 慢, 并且需要存储扩展后的设计矩阵, 内存使用量是 MSS 模型的

J + 1 倍. MSS 模型在大数据时代更加具备广泛的应用前景.
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图 9 (网络版彩图) 当共享随机效应 β0 = 0 时不同模

型估计的效应值的比较

Figure 9 (Color online) The comparison of different mod-
els’ estimation of effect size when the shared random effect

β0 = 0

图 10 (网络版彩图) 当特异稀疏效应 βj = 0 (j =

1, . . . , J) 时不同模型估计的效应值的比较

Figure 10 (Color online) The comparison of different
models’ estimation of effect size when the specific sparse

effects βj = 0 (j = 1, . . . , J)
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图 11 (网络版彩图) MSS 模型在不同的任务数、样本数和特征数的训练中, 所需的计算时间 (s)

Figure 11 (Color online) Computing time (CPU seconds) of MSS with respect to different number of samples in each
task, different number of features and different number of tasks

3.2 真实数据分析

在本小节中, 我们利用 MSS 模型对电影评价网站 IMDB.com 提供的开放数据进行了分析. 原始
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表 1 计算时间比较 (s)

Table 1 The comparison of computing time (s)

MSS Dirty model DSL

p = 500 10 334 26

p = 1000 18 210 40

p = 2000 33 682 55

表 2 预测结果的均方误差 (MSE)

Table 2 Mean squared error of test results

All Drama Comedy Horror

MSS 5.50 5.54 5.74 4.99

Spike-Slab 5.54 5.57 5.78 5.05

Ridge 5.77 5.72 6.24 5.13

Lasso 5.55 5.63 5.77 4.95

数据来源于 IMDB.com 网页上的用户电影评论和对应的电影评分. 数据共包含 25000 条电影评论, 每

条评论都对应一个取值范围 0∼10 的评分, 我们这里只提取偏向两极 (评分小于 4 分的负面评论或大

于 7分的正面评论)的评分对应的评论用于关键词的提取,并且保证正面评论和负面评论的数目相等.

全部评论包含的所有不重复的词汇构成了我们需要的词库, 其数量对应特征的维度 p, 每条评论对应

一个 p 维词库向量, 评论中出现的所有不重复的词汇在 p 维词库向量中对应的位置用 1 表示, 其余位

置用 0 表示 [33]. 在本实验中, p = 27743, 表明全部评论中所有不重复的词汇数共计 27743 个. 电影类

型一共选取 3种: 剧情片、喜剧片和恐怖片, 对应的评论数分别为 8286, 5027和 3073. 我们用 MSS模

型构建回归模型, 用于对电影评分进行预测和对电影评分有关的关键词进行提取. 并将结果与对每一

个类型电影进行单独训练的 RSS 模型、岭回归和 Lasso 进行对比. 利用 10 折交叉验证的方法对 4 种

算法的结果 (电影预测评分的均方误差) 进行比较. 结果在表 2 中展示. 对于剧情片和喜剧片 MSS 模

型相对另外 3 种模型有更好的预测结果, 这与 3.1 小节中的实验结果一致.

正如我们之前一直所强调的那样, MSS模型的一大优点就是可以区分多任务学习中以常用词汇为

代表的共享信号 β0 和与电影类型相关的关键词为代表的特征信号 βj , j = {1, 2, 3}. 对 IMDB.com 的

数据分析中,共享信号和不同型电影中的特征信号对应的主要词汇按照影响的大小用词云表示在图 12

中, 红色词汇和绿色词汇分别表示对电影评分有较大正面影响和负面影响的词汇, 词汇大小表示信号

的强度. 从词云中可以看出, 不同类型电影对应的关键词有很直观的意义, 比如喜剧片中的 “funnist”、

剧情片中的 “tears” 和恐怖片中的 “scariest” 等. 我们可以从表 2 和图 12 中得出如下结论: 识别多任

务学习中的共享信号可以帮助我们提高模型的预测精度,同时帮助我们更好地提取特征信号对应的特

征关键词, 避免常用词汇的干扰. 这些特征关键词往往是人们最为感兴趣的.

在本文中, 随机效应是指大量常用词汇整体对电影评分施加的影响, 这些常用词汇单独来看可能

不存在显著的效应, 对电影得分只存在微弱的影响, 但这些微弱效应联合起来对电影得分就可能存在

显著影响.词云中的部分共享词汇便存在这样的现象,单独来看每个词都是中性的,但是大量的这些词

汇联合起来就会对电影得分产生影响. 而通常人们感兴趣的, 对电影得分存在显著影响的关键词对应

本文中的稀疏效应,由系数 βj 代表的效应. MSS模型同时考虑到随机效应和稀疏效应,因此可以提高

模型预测的精度.
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图 12 (网络版彩图) MSS 模型所提取的关键词对应的词云图. 红色词汇和绿色词汇分别表示对电影评分有较大正

面影响和负面影响的词汇, 词汇大小表示信号的程度

Figure 12 (Color online) Word cloud of keywords generated by MSS. The words in red and green represent the positive

and negative. The scale of the words represent the level of effect
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图 13 (网络版彩图) MSS 模型的收敛速度

Figure 13 (Color online) The performance of convergence of MSS

在对 IMDB.com的数据分析中, MSS模型每一步迭代计算在搭载 I7-3840QM CPU和 16 G RAM

的笔记本上耗时仅仅数秒, 内存占用稳定在 10 G 左右, 在迭代 15 次后, 每一步迭代使得下界 L(q) 的

增幅在 10−4 数量级以内, 如图 13 所示. 另外, 本文算法可以看做一个变分 EM 算法. 在期望步, 我

们通过对潜在变量的近似分布求期望得到变分下界 L(q), 在最大化步中, 我们关于模型参数 θ 最大化

L(q). 因此, 在每一次 E 步和 M 步的迭代中, 下界 L(q) 都不断增加, 算法的收敛性得到保证.
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4 结论

在本文中, 我们考虑了如下的多任务学习模型: 假设每个任务中不仅存在稀疏的且对目标变量有

显著影响的特征信号, 还存在非稀疏的单个作用不明显, 但联合起来对目标变量具有显著影响的共享

信号. 同时假设共享信号对所有任务的目标变量都有相同的影响. 基于上述假设, 我们提出了 MSS 模

型,用以有效识别多任务学习中的共享信号和特征信号.通过上述模型的建立,我们可以利用所有任务

的数据去有效地训练共享信号对应的效应值,同时,在剔除掉共享信号的影响后,也能更好地捕捉到每

个任务对应的特征信号. 在模型求解过程中, 为了克服计算难题, 我们运用基于变分 Bayes 推断的方

法,使得模型在大数据分析中具备更高的应用价值.全面的模拟实验结果表明了 MSS模型在模型预测

和变量选择上的有效性. 与此同时,我们还将 MSS模型用于对真实数据的分析,其结果再次证明 MSS

模型可以通过识别多任务学习中的共享信号和特征信号, 提升模型预测的精度和变量选择的准确率.
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附录 A 变分推断与参数估计

A.1 E-step

当给定参数 θ = {σ2
β0

, σ2
βj

, σ2
j ,πj} 时, 可以得到联合分布:

Pr(y,β0,βj ,γj |X; θ) =
∏
j

(Pr(yj |β0,βj ,γj ; θ)Pr(βj ,γj |θ)) Pr(β0|θ)

=
∏
j

(
Pr
(
yj |Xj(β0 + βj ⊙ γj)

)
N (βj |0, σ2

βj
Ip)
∏
k

π
γjk

j (1− πj)
1−γjk

)
N (β0|0, σ2

β0
Ip), (A1)

其中 βj ⊙ γj 表示两个向量对应元素的乘积, 其结果为第 k 个元素为 βjkγjk (k = 1, . . . , p) 的向量. 我们对模型中的潜

在变量 β0, β, γ 积分得到边缘分布:

Pr(y|X;θ) =
∑
γ

∫ ∫ ∏
j

(
N
(
Xj(β0 + βj ⊙ γj), σ

2
j Inj

)
N (βj |0, σ2

βj
Ip)

·
∏
k

π
γjk

j (1− πj)
1−γjk

)
N (β0|0, σ2

β0
Ip) dβ0 dβ. (A2)

同时, 我们也希望得到潜在变量的后验分布:

Pr(β0,β,γ|y,X; θ) =
Pr(y,β0,βj ,γj |X;θ)

Pr(y|X;θ)
. (A3)

由于积分的存在, 等式 (A2) 很难得到解析的表达形式, 因此我们这里采用变分推断的方法. 假设潜在变量的后验概率

分布可以进行如下分解:

q(β0,β,γ) = q(β0)
∏
j

∏
k

(
q(βjk|γjk)q(γjk)

)
, (A4)

利用变分推断的一般结论, log q(β0) 的最优解具有如下的表达形式:

log q∗(β0) = Eβ,γ [log Pr(yj ,β0,β,γ|X; θ)]

=
∑
j

(
Eβj ,γj

[
−
nj

2
log(2πσ2

j )−
1

2σ2
j

(
yj −Xj(β0 + γj ⊙ βj)

)T(
yj −Xj(β0 + γj ⊙ βj)

)
−

p

2
log(2πσ2

βj
)−

1

2σ2
βj

β2
jk −

1

2σ2
βj

∑
l̸=k

β2
jl + γjklog(πj) + (1− γjk) log(1− πj)
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+ log(πj)
∑
l̸=k

γjl + log(1− πj)
∑
l̸=k

(1− γjl)

])
−

p

2
log(2πσ2

β0
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1

2σ2
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βT
0 β0

=
∑
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1

2σ2
j

(
βT
0 XT

j Xjβ0 + 2Eβj ,γj
[(γj ⊙ βj)

T](XT
j Xj)β0 − 2yT

j Xjβ0
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−

1
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β0

βT
0 β0 + const

= βT
0
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−
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−
1
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(
Eβj ,γj
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T](XT

j Xj)− yT
j Xj

)
β0 + const. (A5)

因为 log q∗(β0) 是二次型, 所以 β0 ∼ N (µ0,S2
0), 其中

S2
0 = −

1

2

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I

−1

, (A6)

µ0 = S2
0

∑
j

−
1

σ2
j

(
Eβj ,γj

[(γj ⊙ βj)
T](XT

j Xj)− yT
j Xj

)T
. (A7)

需要注意的是, 当 p 很大的时候, 与 S2
0 有关的计算量会非常大, 因为在迭代的每一步都涉及对矩阵求逆. 所以进一步

的, 我们假设 q(β0) 可以分解为
∏p

k=1 q(β0k), 对应的结果为

S2
0 = −

1

2
diag

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I
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, (A8)

µ0k = S2
0(k, k)

∑
j

−
1

σ2
j

∑
l̸=k

xjlE[β0l] +XjEβj ,γj
[(γj ⊙ βj)]− yj

T

xjk, (A9)

这里 xjk 表示设计矩阵 Xj 的第 k 列.

接下来, 对联合分布等式 (A1) 取对数, 并整理如下:

log Pr(y,β0,β,γ|X;θ) =
∑
j

(
−
nj

2
log(2πσ2

j )−
yT
j yj

2σ2
j

+
(β0k + γjkβjk)x

T
jkyj

σ2
j

+

∑
l̸=k(β0l + γjlβjl)x

T
jlyj

σ2
j

−
1

2σ2
j

(β0k + γjkβjk)
2xT

jkxjk −
∑

l̸=k

∑
l′ ̸=l and k(β0l + γjlβjl)(β0l′ + γjl′βjl′ )x

T
jlxjl′

2σ2
j

−
∑

l̸=k (β0l + γjlβjl)
2xT

jlxjl

2σ2
j

−
∑

l̸=k(β0k + γjkβjk)(β0l + γjlβjl)x
T
jkxjl

σ2
j

−
p

2
log(2πσ2

βj
)−

1

2σ2
βj

β2
jk −

1

2σ2
βj

∑
l̸=k

β2
jl + γjklog(πj) + (1− γjk) log(1− πj)

+ log(πj)
∑
l̸=k

γjl + log(1− πj)
∑
l ̸=k

(1− γjl)

)
−

p

2
log(2πσ2

β0
)−

1

2σ2
β0

∑
k

βT
0kβ0k. (A10)

当 γjk = 1 时, 对等式 (A10) 关于 q(β−jk, γ−jk) 和 q(β0) 取期望, 可以得到

log q(βjk|γjk = 1)

=

(
−

1

2σ2
j

xT
jkxjk −

1

2σ2
βj

)
β2
jk +

xT
jkyj −

∑
l̸=k Ejl[γjlβjl]x

T
jkxjl −

∑p
l=1 Eβ0l

[β0l]x
T
jkxjl

σ2
j

βjk + const

=

(
−

1

2σ2
j

xT
jkxjk −

1

2σ2
βj

)
β2
jk +

xT
jkyj −

∑
l̸=k Ejl[γjlβjl]x

T
jkxjl − xT

jkXjEβ0
[β0]

σ2
j

βjk + const, (A11)

这是关于 βjk 的二次型, 因此 q∗(βjk|γjk = 1) ∼ N (µjk,S
2
jk), 其中

s2jk =
σ2
j

xT
jkxjk +

σ2
j

σ2
βj

, (A12)

µjk =
xT
jkyj −

∑
l̸=k Ejl[γjlβjl]x

T
jkxjl − xT

jkXjEβ0
[β0]

σ2
j

s2jk
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=
xT
jkyj −

∑
l̸=k Ejl[γjlβjl]x

T
jkxjl − xT

jkXjEβ0
[β0]

xT
jkxjk +

σ2
j

σ2
βj

. (A13)

当 γjk = 0 时, 同样的我们用上述方法可以得到

log q(βjk|γjk = 0) = − 1
2σ2

βj

βjk + const,

因此 q(βjk|γjk = 0) ∼ N (0, σ2
βj

).

由于 γjk 服从 Bernoulli 分布, 我们定义 αjk = q(γjk = 1), 可以得到 βjk 和 γjk 的联合后验分布:

q(βjk, γjk) =
[
αjkN (µjk, s

2
jk)
]γjk

[
(1− αjk)N (0, σ2

βj
)
]1−γjk

. (A14)

综上, 可以得到如下的一些结论:

E[γjkβjk] = Eγjk [Eβjk
[γjkβjk|γjk]] = αjkµjk + (1− αjk)× 0 = αjkµjk, (A15)

E[(γjkβjk)
2] = Dγjk,βjk

[γjkβjk] + E2
γjk,βjk

[γjkβjk]

= Dγjk

[
Eβjk

[γjkβjk|γjk]
]
+ Eγjk

[
Dβjk

[γjkβjk|γjk]
]
+ E2

γjk
[γjkβjk]

= (αjk − α2
jk)µ

2
jk + αjks

2
jk + α2

jkµ
2
jk

= αjk(µ
2
jk + s2jk), (A16)

E[β2
jk] = Erjk

[
Eβjk

[β2
jk|γjk]

]
= αjk(µ

2
jk + σ2

jk) + (1− αjk)σ
2
βj

, (A17)

E[γjk] = αjk. (A18)

接下来,我们可以对 log Pr(y,β0,β, γ |X;θ)关于 q(βjk, γjk) (k = 1, . . . , p; j = 1, . . . , J)和 q(β0)求期望,得到边缘

分布的下界 L(q):

Eq [Pr(y,β0,β,γ|X; θ)]− Eq [log q(β0,β,γ)]

=
∑
j

(
−
nj

2
log(2πσ2

j )−
yT
j yj

2σ2
j

+

∑
k=1 (Eq [β0k] + Eq [γjkβjk])x

T
jkyj

σ2
j

−
∑

k=1

∑
k′ ̸=k Eq [(β0k + γjkβjk)(β0k′ + γjk′βjk′ )]xT

jkxjk′

2σ2
j

−
∑

k=1 Eq [(β0k + γjkβjk)
2]xT

jkxjk

2σ2
j

−
p

2
log(2πσ2

βj
)−

1

2σ2
βj

∑
k=1

Eq [β
2
jk]

+ log(πj)
∑
k=1

Eq [γjk] + log(1− πj)
∑
k=1

(1− Eq [γjk])

)

−
p

2
log(2πσ2

β0
)−

1

2σ2
β0

Eq [β
T
0 β0]− Eq [log q(β0,β,γ)], (A19)

利用等式 (A5), 我们可以直接得到包含 β0 的项的期望:

Eq

βT
0

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I

β0 +
∑
j

−
1

σ2
j

(
Eβj ,γj

[(γj ⊙ βj)
T](XT

j Xj)− yT
j Xj

)
β0

+ const

= µT
0

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I

µ0 +Tr

S2
0

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I


+
∑
j

−
1

σ2
j

(
Eβj ,γj

[(γj ⊙ βj)
T](XT

j Xj)− yT
j Xj

)
Eq [β0] + const, (A20)

所以下界 L(q):

Eq [Pr(y,β0,β,γ|X;θ)]− Eq [log q(β0,β,γ)]

=
∑
j

(
−
nj

2
log(2πσ2

j )−
yT
j yj

2σ2
j

+

∑
k=1 (Eq [γjkβjk])x

T
jkyj

σ2
j

−
∑

k=1

∑
k′ ̸=k Eq [(γjkβjk)]Eq [(γjk′βjk′ )]xT

jkxjk′

2σ2
j

1234
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−
∑

k=1 Eq [(γjkβjk)
2]xT

jkxjk

2σ2
j

−
p

2
log(2πσ2

βj
)−

1

2σ2
βj

∑
k=1

Eq [β
2
jk] + log(πj)

∑
k=1

Eq [γjk]

+ log(1− πj)
∑
k=1

(1− Eq [γjk])

)
+ µT

0

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I

µ0 +Tr

S2
0

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I


+
∑
j

−
1

σ2
j

(
Eβj ,γj

[(γj ⊙ βj)
T](XT

j Xj)− yT
j Xj

)
Eq [β0]−

p

2
log(2πσ2

β0
)− Eq [log q(β0,β,γ)].

由于

Eq [log q(β0,β,γ)] = E[log q(β0)] +
∑
j=1

∑
k=1

E[log q(βjk, γjk)]

= E[log q(β0)] +
∑
j=1

∑
k=1

Eγjk,βjk

[
log [αjkN (µjk, s

2
jk)]

γjk [(1− αjk)N (0, σ2
βj

)]1−γjk
]

= E[logN (µ0,S
2
0)] +

∑
j=1

∑
k=1

(
Eq [γjk] logαjk + (1− Eq [γjk]) log (1− αjk)

+ αjkEβjk|γjk=1[logN (µjk, s
2
jk)] + (1− αjk)Eβjk|γjk=0[logN (0, σ2

βj
)]
)
, (A21)

利用正态分布的熵的结论, 可以得到

Eq [log q(β0,β,γ)] =−
1

2
log |S2

0 | −
p

2
(1 + log 2π)

+
∑
j

∑
k

(
αjk log ajk + (1− αjk) log(1− αjk)

)
−
∑
j

∑
k

1

2
αjk

(
log s2jk − log σ2

βj

)
−
∑
j

p

2
log σ2

βj
−
∑
j

p

2
(1 + log 2π). (A22)

代入 L(q), 再将等式 (A15)∼(A18) 带入并整理可以得到

L(q) = Eq [Pr(y,β0,β,γ|X;θ)]− Eq [log q(β0,β,γ)]

=
∑
j

(
−
nj

2
log(2πσ2

j )−
∥∥yj −

∑
l αjkµjkxjk

∥∥2
2σ2

j

−
1

2σ2
j

∑
l

[
αjk(s

2
jk + µ2

jk)− (αjkµjk)
2
]
xT
jkxjk

)

+ µT
0

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I

µ0 +Tr

S2
0

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I


+
∑
j

−
1

σ2
j

(
(αj ⊙ µj)

T(XT
j Xj)− yT

j Xj

)
µ0

−
p

2
log(2πσ2

β0
) +

1

2
log |S2

0 |+
∑
j

∑
l

(
αjk log

(
πj

αjk

)
+ (1− αjk) log

(
1− πj

1− αjk

))

+
∑
j

∑
l

1

2
αjk

(
1 + log

s2jk

σ2
βj

−
µ2
jk + s2jk

σ2
βj

)
−

jp

2
log 2π+

jp+ p

2
(1 + log 2π)−

jp

2
.

对于 αjk, 令

∂L(q)

∂αjk
= 0, (A23)

可以得到

∂L(q)

∂αjk
=
(yj −

∑
k αjkµjkxjk)

Tµjkxjk

σ2
j

+
(αjkµ

2
jk)x

T
jkxjk

σ2
j

−
(s2jk + µ2

jk)x
T
jkxjk

2σ2
j

−
1

σ2
j

µjkx
T
jkXjµ0 + log

(
πj

1− πj

)
+ log

(
1− αjk

αjk

)

+
1

2

(
1 + log

s2jk

σ2
βj

−
µ2
jk + s2jk

σ2
βj

)
= 0, (A24)
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由等式 (A12) 和 (A13), 可以得到

xT
jkxjk +

σ2
j

σ2
βj

=
σ2
j

s2jk
, (A25)

µjk

(
xT
jkxjk +

σ2
j

σ2
βj

)
+ xT

jkXjµ0 =

yj −
∑
k ̸=k

αjkµjkxjk

T

xjk, (A26)

所以

∂L(q)

∂αjk
=
(µ2

jk − s2jk)x
T
jkxjk

2σ2
j

+ log

(
πj

1− πj

)
+ log

(
1− αjk

αjk

)
+

1

2

(
1 + log

s2jk

σ2
βj

)
+

µ2
jk − s2jk

2σ2
βj

=
µ2
jk

2s2jk
+ log

(
πj

1− πj

)
+ log

(
1− αjk

αjk

)
+

1

2
log

s2jk

σ2
βj

= 0, (A27)

可以得到

αjk =
1

1 + exp(−ujk)
, (A28)

其中

ujk =
µ2
jk

2s2jk
+ log

(
πj

1− πj

)
+

1

2
log

s2jk

σ2
βj

. (A29)

A.2 M-step

接下来我们推导 σ2
j , σ

2
βj
和 σ2

β0
的更新方程.

对于 σ2
j ,

∂L(q)

∂σ2
j

=−
nj

2σ2
j

+
1

2σ4
j

(
yj −

∑
l

αjlµjlxjl

)T(
yj −

∑
l

αjlµjlxjl

)
+

1

2σ4
j

∑
l

[
αjl(s

2
jl + µ2

ji)− (αjlµjl)
2
]
xT
jlxjl

+
1

2σ4
j

µT
0 (X

T
j Xj)µ0 +

1

2σ4
j

Tr
(
S2
0(X

T
j Xj)

)
+

1

σ4
j

(
(αj ⊙ µj)

T(XT
j Xj)− yT

j Xj

)
µ0 = 0, (A30)

可以得到

σ2
j =

1

nj

(yj −
∑
l

αjlµjlxjl

)T(
yj −

∑
l

αjlµjlxjl

)
+
∑
l

[αjl(s
2
jl + µ2

ji)− (αjlµjl)
2]xT

jlxjl

+ µT
0 (X

T
j Xj)µ0 +Tr

(
S2
0(X

T
j Xj)

)
+ 2
(
(αj ⊙ µj)

T(XT
j Xj)− yT

j Xj

)
µ0

)
. (A31)

对于 σ2
βj

, 令

∂L(q)

σ2
βj

= 0, (A32)

可以得到

σ2
βj

=

∑
l αjl(µ

2
jl + s2jl)∑

l αjl
. (A33)

对于 σ2
β0
令

∂L(q)

σ2
β0

=
1

2σ4
β0

(
µT

0 µ0 +Tr(S2
0)
)
−

p

2σ2
β0

= 0, (A34)

可以得到

σ2
β0

=
1

p

(
µT

0 µ0 +Tr(S2
0)
)
. (A35)

同样的, 最后可以得到

πj =
1

p

∑
l

αjl. (A36)
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附录 B 算法细节

我们现在给出关于变分 EM 算法的详细推导, 其包含如下迭代过程:

• Initialize µ0, S2
0 , µjk, s

2
jk, αjk, σ2

j , σ2
βj

, σ2
β0

, πj where j = 1, . . . , J , k = 1, . . . , p. Let ỹj =
∑

k αjkµjkxjk,

ỹ0j =
∑

k µ0kxjk.

• E-step

S2
0 =−

1

2
diag

∑
j

−
1

2σ2
j

XT
j Xj −

1

2σ2
β0

I

−1

, (B1)

For all j and l:

ỹ0jk = ỹ0j − µ0kxjk, (B2)

µ0k = S2
0(k, k)

∑
j

−
1

σ2
j

(
ỹ0jk +Xj(αj ⊙ µj)− yj

)T
xjk, (B3)

ỹ0j = ỹ0jk + µ0kxjk. (B4)

Then, for all j and k:

ỹjk = ỹj − αjkµjkxjk, (B5)

s2jk =
σ2
j

xT
jkxjk +

σ2
j

σ2
βj

, (B6)

µjk =
xT
jk(yj − ỹjk)− xT

jkXjµ0

xT
jkxjk +

σ2
j

σ2
βj

, (B7)

αjk =
1

1 + exp(−ujk)
, (B8)

where

ujk =
µ2
jk

2s2jk
+ log

(
πj

1− πj

)
+

1

2
log

s2jk

σ2
βj

, (B9)

ỹjk = ỹj + αjkµjkxjk. (B10)

• M-step

σ2
j =

1

nj

(
(yj − ỹj)

T(yj − ỹj) +

p∑
k=1

[αjk(s
2
jk + µ2

jk)− (αjkµjk)
2]xT

jkxjk

+ µT
0 (X

T
j Xj)µ0 +Tr

(
S2
0(X

T
j Xj)

)
+ 2
(
(αj ⊙ µj)

T(XT
j Xj)− yT

j Xj

)
µ0

)
, (B11)

σ2
βj

=

∑
k αjk(µ

2
jk + s2jk)∑

k αjk
, (B12)

σ2
β0

=
1

p

(
µT

0 µ0 +Tr(S2
0)
)
, (B13)

πj =
1

p

∑
k

αjk. (B14)

重复上述 E-step 和 M-step 步骤直到 L(q) 收敛到一定范围内, 比如 1× 10−6.
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Multi-task learning with shared random effects and specific sparse
effects
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Abstract In multi-task learning scenarios, random effects may be shared among different tasks while each task

can have its own sparse effects. This structure has often been observed in the field of sentiment analysis for movie

rating. In this study, we consider a multi-task learning problem in the presence of variables with shared random

effects and specific sparse effects. To address this issue, we propose MSS (multi-task learning with shared random

effects and specific sparse effects). To build this model, appropriate priors for the shared effects and specific effects

under the Bayesian framework are considered. To overcome the computational complexity of Bayesian inference,

an efficient algorithm is proposed based on variational inference, which is scalable to large-scale data analysis

problems. The effectiveness of MSS in prediction and variable selection is demonstrated through comprehensive

simulation studies and real data analysis of movie rating. The results demonstrate that the characterization of

shared weak effects and task-specific sparse effects can improve the accuracy of prediction and variable selection.

Keywords multi-task learning, random effects, sparsity, variable selection, Bayesian inference
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