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摘要 形式概念分析是以形式背景及其概念格为基础的一种数据分析方法, 其中的形式概念明确反

映了数据信息中对象与属性间的关系, 是哲学中 “概念” 这一名词的形式化描述. 文章提出在形式概

念分析框架下进行概念约简的思想, 研究保持形式背景中二元关系不变的概念约简的相关理论; 针对

概念约简理论中作用不同的 3 种概念类型, 分别从算子角度以及布尔矩阵角度分析了对象 (属性) 概

念的特征, 并给出了求解概念约简的方法.
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1 引言

1982年,德国数学家Wille为重建格理论提出了形式概念分析 (formal concept analysis, FCA) [1, 2].

自 20 世纪 90 年代至今, 该理论得到充分发展, 已经成为一种进行数据分析和规则获取的有力工具,

应用到诸如信息检索、语义 web、知识工程等很多领域, 成为了一个新的有影响力的研究方向.

形式概念分析的数据基础是形式背景, 即一个由对象集、属性集, 以及二者间二元关系形成的三

元组. 以形式背景为基础, Wille 定义了对象集与属性集之间的两个诱导算子, 并由此生成形式概念,

实现了对哲学中 “概念” 这一名词的形式化刻画. 进而, 所有的概念按照一定的偏序关系和上下确界

的定义, 形成一个格结构, 称之为概念格. 概念格是形式概念分析理论最基础也是最核心的数据结构,

形式概念分析则是在形式背景和概念层次分析的框架下来研究格的结构与表示理论.

因为概念是人类思维的基本单元, 因此概念的形式化也为人类思维、智能的形式化打开了一个小

小的窗口. 这使得形式概念分析与人工智能、知识发现等的结合研究逐渐增多.
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近年来, 形式概念分析在自身框架下的研究成果颇丰, 比如:概念格构建理论与方法 [3∼7]、属性约

简 [8∼14], 以及规则获取 [15∼18] 等. 并且, 形式概念分析与其他理论间的关系研究与结合研究 [3, 19∼39],

也产生了丰富的研究成果以及很多有意义的新的研究分支.

属性约简是近年来形式概念分析研究领域中的一个热点问题, 作者于 2005 年提出的概念格约简

是国内最早的属性约简理论. 概念格约简是在保持形式背景中对象集不变的前提下, 寻找极小属性子

集, 使得由该极小属性子集确定的概念格与由属性集全体确定的概念格同构 [8, 9]. 该理论涉及属性协

调集与属性约简的基本定义以及判定定理、利用差别矩阵求解属性约简的方法、属性分类及不同类型

属性特征分析、利用属性特征构造属性约简的方法等较为完整的一系列结果.

继概念格约简理论提出之后, Wu 等 [12] 于 2009 年提出了粒约简的概念; Wang 等 [10] 研究了保

持交不可约元外延集不变的属性约简问题; Li 等 [11] 研究了保持并不可约元外延集不变的属性约简问

题. 他们的研究思路与方法都沿用了文献 [8] 的分析过程. 在近年来的研究过程中, 对属性约简这一研

究主题也逐渐形成了一个较为普遍的认识: 所谓属性约简, 就是寻找能够保持形式背景或者概念格的

某种特性不变的极小属性子集的过程; 而获取到的极小属性子集则被称为约简. 我们还将属性约简的

思想推广至决策形式背景, 讨论了决策形式背景的条件属性约简问题 [9, 13] 以及基于 AE – 概念格的

决策形式背景属性约简 [29]. Shao 等 [14] 讨论了广义单边形式背景上的属性约简, Ren 等 [40] 在三支概

念分析中讨论了 4 种属性约简以及这 4 种属性约简之间的关系, Wang 等 [41] 在不完备背景中讨论了

基于一类区间集概念格的属性约简.

将形式背景视为一个布尔 (Boolean) 矩阵, Keprt 和 Snasel [42] 于 2004 年提出用形式概念作为因

子的方法, 用以解决布尔因子分析问题. 在此基础上, Belohlavek, Vychodil 及 Trnecka 等做了许多工

作, 并得到了很好的成果, 这些工作对我们有很大的启发 [43∼46].

结合 FCA 中的属性约简以及因子分析的思想, 我们提出了保持二元关系不变的概念约简这一研

究主题 [47], 从概念角度出发, 设法减少概念格中概念的个数, 却能够保留全部原始信息, 即保留下的

概念可以使得原始数据集中的二元关系完全不变. 本文在回顾文献 [47] 工作的基础上, 主要从算子角

度和布尔矩阵角度对对象概念与属性概念的 3类概念特征进行了研究,并探讨获得了保持二元关系不

变的概念约简的计算方法.

2 基础知识

2.1 形式概念分析基础知识

本小节回顾形式概念分析的基本定义.

定义1 ([1]) 设 (G,M, I) 是形式背景, 其中 G = {g1, . . . , gp} 为对象集, 每一个 gi (i 6 p) 称为一

个对象; M = {m1, . . . ,mq} 为属性集, 每个 mj (j 6 q) 称为一个属性; I 为 G 与 M 之间的二元关系,

I ⊆ G×M . 若 (g,m) ∈ I, 则表示对象 g 拥有属性 m, 记为 gIm.

本文为了将形式背景与布尔矩阵对应, 将 (g,m) ∈ I 记为 1, (g,m) /∈ I 记为 0.

对任意的 X ⊆ G, B ⊆ M , Wille [1] 给出了两者之间的一对诱导算子, 如下所示:

X∗ = {m | m ∈ M, ∀g ∈ X, gIm}, B∗ = {g | g ∈ G, ∀m ∈ B, gIm},

X∗ 表示 X 中所有对象所共同具有的属性集合, B∗ 表示拥有 B 中所有属性的对象集合.

这对诱导算子的具体性质见文献 [2].
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表 1 生物与水形式背景 (G,M, I)

Table 1 The context of living beings and water (G,M, I)

G a b c d e f g h i

1 1 1 0 0 0 0 1 0 0

2 1 1 0 0 0 0 1 1 0

3 1 1 1 0 0 0 1 1 0

4 1 0 1 0 0 0 1 1 1

5 1 1 0 1 0 1 0 0 0

6 1 1 1 1 0 1 0 0 0

7 1 0 1 1 1 0 0 0 0

8 1 0 1 1 0 1 0 0 0

表 2 例 1 形式背景 (G,M, I) 对应的概念

Table 2 The concept lattice corresponding to the formal context in example 1

Label Concept Label Concept Label Concept Label Concept Label Concept

c1 (∅,M) c5 (6, abcdf) c9 (36, abc) c13 (234, agh) c17 (12356, ab)

c2 (4, acghi) c6 (34, acgh) c10 (678, acd) c14 (568, adf) c18 (5678, ad)

c3 (3, abcgh) c7 (23, abgh) c11 (68, acdf) c15 (1234, ag) c19 (G, a)

c4 (7, acde) c8 (123, abg) c12 (56, abdf) c16 (34678, ac)

如果一个二元组 (X,B) (X ⊆ G,B ⊆ M) 满足 X∗ = B, B∗ = X, 则称 (X,B) 是一个形式概念,

简称概念. 其中, X 称为概念的外延, B 称为概念的内涵.

在概念中, 有两类特殊的概念: 由单个对象生成的对象概念 (g∗∗, g∗) (g ∈ G) 和由单个属性生成

的属性概念 (m∗,m∗∗) (m ∈ M). 我们记对象概念全体为 O(G,M, I) = {(g∗∗, g∗) | g ∈ G}, 属性概念全
体为 A(G,M, I) = {(m∗,m∗∗) | m ∈ M} (为方便起见, 本文将 {g}∗ 记为 g∗, 将 {m}∗ 记为 m∗).

用 L(G,M, I) 表示形式背景 (G,M, I) 的全体概念, 若 (X1, B1) 和 (X2, B2) 是概念, 其上的偏

序关系定义为 (X1, B1) 6 (X2, B2) ⇔ X1 ⊆ X2(B1 ⊇ B2). 定义下确界为 (X1, B1) ∧ (X2, B2) =

(X1 ∩ X2, (B1 ∪ B2)
∗∗), 上确界为 (X1, B1) ∨ (X2, B2) = ((X1 ∪ X2)

∗∗, B1 ∩ B2), 二者也是概念, 从而

L(G,M, I) 是完备格, 称为 (G,M, I) 的概念格.

文献 [2] 给出了以下引理, 说明一个形式背景可以由它所产生的所有概念重新组建.

引理1 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是概念格, 则 I =
∪
{A×B | (A,B) ∈ L(G,M, I)}.

例1 ([2]) 表 1 是关于 “生物与水” 的形式背景 (G,M, I), 其中, 对象集 G 包含 8 个对象, 它们

分别是: 1: leech, 2: bream, 3: frog, 4: dog, 5: spike-weed, 6: reed, 7: bean, 8: maize; 属性集 M 包含

9 个属性, 它们分别是: a: needs water to live, b: lives in water, c: lives no land, d: needs chlorophyll

to produce foods, e: two seed leaves, f : one seed leaf, g: can move around, h: has limbs, i: suckles its

offspring. 表 1 中的形式背景所对应的概念如表 2 所示, 对应的概念格如图 1 所示 (注: 按 FCA 理论

的习惯表示, 除全集与空集外, 其他集合用其元素序列表示).

2.2 布尔矩阵与布尔向量基础知识

布尔代数 [48] 由集合 B0 = {0, 1}及定义在其上的 3种运算 “+”, “ · ”和 “c”构成,运算规则如下:
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图 1 例 1 形式背景对应的概念格

Figure 1 The concept lattice corresponding to example 1

(1) 0 + 0 = 0 · 0 = 1 · 0 = 0 · 1 = 0,

(2) 1 + 0 = 0 + 1 = 1 + 1 = 1 · 1 = 1,

(3) 0c = 1, 1c = 0.

称定义在 B0 上的向量为布尔向量, 记所有的 n 维布尔行向量为 Vn, 所有的 n 维布尔列向量为

V n, 所有的 m× n 阶布尔矩阵为 Bm×n.

如果 α1 = (x1, x2, . . . , xn), α2 = (y1, y2, . . . , yn),则定义布尔行向量上的两个运算 “+”与 “ ·”为:

(1) α1 +α2 = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), (2) α1 ·α2 = (x1 · y1, x2 · y2, . . . , xn · yn).
对于两个行向量 α1 和 α2, 若 xi = 1 ⇒ yi = 1, 则记 α1 6 α2. 如果 α1 6 α2 但 α1 ̸= α2, 则记

α1 < α2. 列向量相关内容可类似定义 [48].

定义2 ([48]) 设子空间 W ⊂ Vn, W 的一个子集合 B 称为 W 的一个基当且仅当 W = ⟨B⟩ (向量
集合 B 的生成空间), 而且 B 是一个无关的集合.

设 A ∈ Bm×n. BR(A) 表示由 A 的所有行构成的集合生成的空间 R(A) 的唯一基底, 称为 A 的

行基底, 其基数称为 A 的行秩, 用 ρR(A) 表示. 类似地, BC(A) 表示由 A 的所有列构成的集合生成的

空间 C(A) 的唯一基底, 称为 A 的列基底, 其基数称为 A 的列秩, 用 ρC(A) 表示 [48].

设 An×k, Bk×m 为布尔矩阵, 若定义 A ◦B =
∨k

l=1 Ail · Blj , 其中
∨
表示最大值 (逻辑或的真值

函数, 下文均用 + 表示), · 表示数量乘积 (逻辑与的真值函数), 则称 A ◦ B 是布尔矩阵 A 与 B 的

乘积 [48].

2.3 形式概念作为因子处理布尔因子分析问题

布尔因子分析要解决的问题是: 对一个布尔矩阵Wn×m,通过寻找 k (k < m)个隐藏的因子 (k 应

该尽可能小), 使得 W 可表示为两个布尔矩阵 An×k, Bk×m 的布尔乘积 [42, 43].

Glodeanu [49] 于 2010 年用形式概念分析的语言给出了因子的定义.

定义3 ( [49]) 设 (G,M, I) 是一个形式背景, L(G,M, I) 是概念格, F ⊆ L(G,M, I). 若 I =∪
(A,B)∈F (A ×B), 则称 F 是基于经典概念格的因子分解. 进一步, 若 |F| 最小, 则称 F 为理想因子分
解. F 中的元素称作 (理想) 因子.

Belohlavek 和 Vychodil [43] 给出了如下的用概念构造两个布尔矩阵的具体方法.
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对于形式背景 (G,M, I), 记对象集 G = {x1, x2, . . . , xn} 中每一个对象 xi (i 6 n) 为 i, 属性集

M = {a1, a2, . . . , am} 中每一个属性 aj (j 6 m) 为 j. 若 F = {(A1, B1), . . . , (At, Bt)} ⊆ L(G,M, I), 构

造布尔矩阵 AF 和 BF 如下:

(AF )il =

 1, i ∈ Al,

0, i /∈ Al,
(BF )lj =

 1, j ∈ Bl,

0, j /∈ Bl.

则存在 F , 使得形式背景 (G,M, I) 所对应的布尔矩阵 W 可分解为如上方法所构造的两个布尔矩阵

乘积的形式 AF ◦BF .

定理1 ([43]) 设 (G,M, I)是一个形式背景, L(G,M, I)是概念格,如果存在 F ⊆ L(G,M, I)使得

W = AF ◦BF , 则 O(G,M, I) ∩ A(G,M, I) ⊆ F .

文献 [43] 称满足定理 1 的形式概念为强制性因子.

例2 例 1 中形式背景 (G,M, I) 的概念标号如表 2 所示, W 是该形式背景对应的布尔矩阵. 令

F = {c2, c3, c4, c7, c8, c11, c12} , 则按照上述方式构造的矩阵 AF 与 BF 如下:

W =



1 1 0 0 0 0 1 0 0

1 1 0 0 0 0 1 1 0

1 1 1 0 0 0 1 1 0

1 0 1 0 0 0 1 1 1

1 1 0 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 0 0

1 0 1 1 1 0 0 0 0

1 0 1 1 0 1 0 0 0



, AF =



1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1



, BF =



1 1 0 0 0 0 1 0 0

1 1 0 0 0 0 1 1 0

1 1 1 0 0 0 1 1 0

1 0 1 0 0 0 1 1 1

1 1 0 1 0 1 0 0 0

1 0 1 1 1 0 0 0 0

1 0 1 1 0 1 0 0 0


.

因为 W = AF ◦ BF , 则 F 是因子. 而此概念格中, O(G,M, I) = {c2, c3, c4, c5, c7, c8, c11, c12},
A(G,M, I) = {c2, c4, c13, c14, c15, c16, c17, c18, c19}, 易见 O(G,M, I) ∩ A(G,M, I) = {c2, c4} ⊆ F .

3 概念约简理论与概念特征

在文献 [47]中,我们提出了保持二元关系不变的概念约简问题,给出了该问题的相关研究成果.本

节在回顾保持二元关系不变的概念约简基本理论的基础上, 从二元关系、算子, 以及布尔矩阵角度来

分析获得概念特征的不同刻画.

定义4 ( [47]) 设 (G,M, I) 是一个形式背景, L(G,M, I) 是概念格, F ⊆ L(G,M, I). 如果 I =∪
(A,B)∈F (A × B), 则称 F 为保持二元关系不变的概念协调集; 若对任意的 (Ai, Bi) ∈ F , F ′ = F \

(Ai, Bi), 有 I ̸=
∪

(A,B)∈F ′(A×B), 则称 F 为保持二元关系不变的概念约简.

为简单起见, 下文将保持二元关系不变的概念协调集 (概念约简) 统称为概念协调集 (概念约简).

定理2 ([47]) 对象概念的全体 O(G,M, I) 与属性概念的全体 A(G,M, I) 均为概念协调集.

通过概念在概念约简中的作用, 一个形式背景所对应的所有概念可以被分为如下 3 类.
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图 2 例 1 的一个概念约简 F1

Figure 2 A concept reduct F1 of example 1

表 3 例 1 的概念分类

Table 3 The classification of example 1

Type Concept

Core concept c2, c4

Relatively necessary concept c3, c6, c7, c8, c9, c10, c11, c12, c13, c14, c15, c16, c17

Unnecessary concept c1, c5, c18, c19

定义5 ([47]) 设 (G,M, I) 是一个形式背景, L(G,M, I) 是概念格. 设 R = {Fi | i ∈ τ, τ 为指标

集}为 (G,M, I) 的所有概念约简的集合, 我们可将 L(G,M, I) 中的概念分为 3 类:

(1) 核心概念集 K =
∩

i∈τ Fi;

(2) 相对必要概念集 N =
∪

i∈τ Fi \
∩

i∈τ Fi;

(3) 不必要概念集 U = L(G,M, I) \
∪

i∈τ Fi.

例3 例 1 的形式背景 (G,M, I) 存在许多概念约简, 例如, F1 = {c2, c3, c4, c7, c8, c11, c12} 即为一
个概念约简, 在图 2 中用黑点标记. 也就是说, 通过 F1 中的这些概念, 就可以得到原形式背景中的所

有二元关系.

不过我们也容易从例 3发现,这个概念约简不是原始概念格的子格.根据定义 5,表 2中的概念可

以被分为 3 类, 具体如表 3 所示.

3.1 基于二元关系的概念特征

文献 [47] 从二元关系角度对形式背景 (G,M, I) 中所有概念的概念特征进行了研究, 此处列出后

文所需的研究结果.

从二元关系角度得到的不必要概念的概念特征如下.

定理3 ( [47]) 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格, C = {F | F 为概念协调集,

F ⊆ L(G,M, I)}. 则 (A,B) ∈ L(G,M, I)为不必要概念当且仅当 A×B ⊆ R((A,B)),其中, R((A,B)) =∩
F∈C{

∪
(Ai,Bi)∈F\{(A,B)}(Ai ×Bi)}.

从二元关系角度得到的核心概念的概念特征如下.

定理4 ([47]) 设 (G,M, I)是形式背景, L(G,M, I)是其概念格, R = {Fi | Fi 为概念约简, i ∈ τ, τ
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为指标集}. 则以下命题等价.

(1) (A,B) 是核心概念;

(2)
∪

(Ai,Bi)∈L(G,M,I)\{(A,B)}(Ai ×Bi) ̸=
∪

(Ai,Bi)∈L(G,M,I)(Ai ×Bi);

(3)存在 (g,m) ∈ I∩(A×B),对任意的 (Ai, Bi) ∈ L(G,M, I), (Ai, Bi) ̸= (A,B),有 (g,m) /∈ Ai×Bi;

(4) (A,B) ∈ O(G,M, I) ∩ A(G,M, I);

(5) (A,B) 是强制性因子.

从二元关系角度得到的相对必要概念的概念特征如下.

定理5 ([47]) 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格, 记

R((A,B)) =
∩
F∈C

 ∪
(Ai,Bi)∈F\{(A,B)}

(Ai ×Bi)

 ,

其中 C = {F | F 为概念协调集, F ⊆ L(G,M, I)}. 对任意的 (A,B) ∈ L(G,M, I), (A,B) 为相对必要

概念当且仅当
∪

(Ai,Bi)∈L(G,M,I)\{(A,B)}(Ai ×Bi) =
∪

(Ai,Bi)∈L(G,M,I)(Ai ×Bi) 且 A×B ̸⊆ R((A,B)).

3.2 基于算子的对象 (属性) 概念的概念特征

本小节主要从 FCA 理论中导出算子 “ ∗ ” 的角度对不同类别概念中的对象概念和属性概念的概
念特征进行研究.

3.2.1 不必要概念的概念特征

定理6 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格. 设 g ∈ G, 记 G0 = {gi | g∗i ̸= g∗}, 则
(g∗∗, g∗) 是一个不必要概念当且仅当存在 Gsub ⊆ G0, 使得 g∗ =

∪
gi∈Gsub

g∗i .

证明 必要性. 假设对任意的 Gsub ⊆ G0, 有 g∗ ̸=
∪

gi∈Gsub
g∗i , 则存在 m, 使得 (g,m) ∈ g∗∗ × g∗,

且对于任意的 Gsub ⊆ G0, gi ∈ Gsub, 有 (g,m) ̸∈ g∗∗i × g∗i . 由定理 2 知, 对象概念全集 O(G,M, I) 是

一个概念协调集, 又由上可知, 存在 G1 ⊆ G0, 有
∪

gi∈G1∪{g} g
∗∗
i × g∗i =

∪
(g∗∗

i ,g∗
i )∈O(G,M,I) g∗∗i × g∗i =∪

(A,B)∈L(G,M,I) A×B 且
∪

gi∈G1
g∗∗i × g∗i ̸=

∪
(g∗∗

i ,g∗
i )∈O(G,M,I) g

∗∗
i × g∗i . 因此, 由定理 3知, (g∗∗, g∗)不

是一个不必要概念, 与已知条件矛盾. 故而, 一定存在 Gsub ⊆ G0, 使得 g∗ =
∪

gi∈Gsub
g∗i .

充分性. 这里只针对 |Gsub| = 2 的情况进行证明, |Gsub| > 3 时的证明类似. 即证明: 对任意

的 g ∈ G, 存在 g1, g2 ∈ G (g∗1 ̸= g∗, g∗2 ̸= g∗), 满足 g∗ = g∗1 ∪ g∗2 , 则 (g∗∗, g∗) 是不必要概念. 为

证 (g∗∗, g∗) 是不必要概念, 只需证 g∗∗ × g∗ ⊆ R((g∗∗, g∗)), 即对任意概念协调集 F , 有 g∗∗ × g∗ ⊆∪
(Ai,Bi)∈F\{(g∗∗,g∗)} Ai × Bi. 因此, 只需证以下两点: (1) 对任意概念协调集 F , 存在 Fsub ⊆ F , 使

(g∗∗1 ×g∗1)∪(g∗∗2 ×g∗2) ⊆
∪

(Aj ,Bj)∈Fsub
(Aj×Bj), (Aj , Bj) ̸= (g∗∗, g∗); (2) g∗∗×g∗ ⊆ (g∗∗1 ×g∗1)∪(g∗∗2 ×g∗2).

下证 (1), 首先证: g1 ̸∈ g∗∗, g2 ̸∈ g∗∗. 假设 g1 ∈ g∗∗, 又 g∗ ̸= g∗1 , 则 g∗1 ⊃ g∗, 这与 g∗ = g∗1 ∪ g∗2 矛

盾, 则 g1 ̸∈ g∗∗; 同理, g2 ̸∈ g∗∗. 因此, g1 × g∗1 ̸⊆ g∗∗ × g∗ 且 g2 × g∗2 ̸⊆ g∗∗ × g∗. 又若存在概念

(A,B), 使得 g1 ∈ A, 则 g∗∗1 ⊆ A, 则 g1 × B ⊆ A × B 且 g∗∗1 × B ⊆ A × B. 因为存在概念 (Ai, Bi),

i = 1, . . . , n, 使得 g1 × g∗1 ⊆
∪
(Ai × Bi), 所以, g∗∗1 × g∗1 ⊆

∪
(Ai × Bi) 且 (Ai, Bi) ̸= (g∗∗, g∗). 同理,

若 g∗∗2 × g∗2 ⊆
∪
(Aj × Bj) 且 (Aj , Bj) ̸= (g∗∗, g∗). 因此, (1) 得证. 下证 (2). 由 g∗ = g∗1 ∪ g∗2 可知

g∗1 ⊂ g∗, g∗2 ⊂ g∗, 因此, g∗∗ ⊂ g∗∗1 , g∗∗ ⊂ g∗∗2 , 则有 g∗∗ × g∗1 ⊂ g∗∗1 × g∗1 , g
∗∗ × g∗2 ⊂ g∗∗2 × g∗2 . 于是,

(g∗∗ × g∗1) ∪ (g∗∗ × g∗2) = g∗∗ × g∗ ⊂ (g∗∗1 × g∗1) ∪ (g∗∗2 × g∗2), 因此, (2) 得证.

由定理 6 的证明过程, 可以得到与其等价的定理如下.
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定理6′ 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格. 对于任意的 g ∈ G, 记 G1 = {gi | g∗i ⊂
g∗}, (g∗∗, g∗) 是一个不必要概念当且仅当 g∗ =

∪
gi∈G1

g∗i .

通过定理 6, 可以得到如下推论.

推论1 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格. 对于任意的 g ∈ G, (g∗∗, g∗) 不是不必

要概念当且仅当对任意的 Gsub ⊆ G0, g
∗ ̸=

∪
gi∈Gsub

g∗i , 其中, G0 = {gi | g∗i ̸= g∗}.

推论2 设 Ou(G,M, I) = {(g∗∗, g∗) | (g∗∗, g∗) 是不必要概念}, 则 O(G,M, I) \ Ou(G,M, I) 是概

念约简.

证明 因为 (g∗∗, g∗) ∈ O(G,M, I) \ Ou(G,M, I) 不是一个不必要概念, 则由推论 1 知, 对任意的

Gsub ⊆ G0, 有 g∗ ̸=
∪

gi∈Gsub
g∗i . 若 g∗i ⊂ g∗, 有 g∗∗ ⊂ g∗∗i , 又 g ∈ g∗∗, 则 g ∈ g∗∗i , 然而, 因为 g∗ ̸=∪

gi∈Gsub
g∗i ,所以,一定存在 m ∈ M ,使得 (g,m) ∈ g∗∗× g∗ 且 (g,m) ̸∈ g∗∗i × g∗i ;若 g∗i ̸⊆ g∗,则 g ̸∈ g∗∗i ,

则对任意的 m ∈ g∗, 有 (g,m) ̸∈ g∗∗i × g∗i . 综上可知, 对任意的 (g∗∗, g∗) ∈ O(G,M, I) \ Ou(G,M, I),∪
(A,B)∈O(G,M,I)\{Ou(G,M,I)

∪
(g∗∗,g∗)} A×B ̸= ∪(A,B)∈L(G,M,I)A×B. 故而, O(G,M, I) \Ou(G,M, I)是

一个概念约简.

类似地, 对于从属性角度出发考虑的属性概念及属性概念子集, 上述命题的类似结论亦成立.

定理7 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格. 对于任意的 m ∈ M , 记 M0 = {mj |
m∗

j ̸= m∗}, 则 (m∗,m∗∗) 是一个不必要概念当且仅当存在 Msub ⊆ M0, 使得 m∗ =
∪

mj∈Msub
m∗

j .

定理7′ 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格. 对于任意的 m ∈ M , 记 M0 = {mj |
m∗

j ⊂ m∗}, (m∗,m∗∗) 是一个不必要概念当且仅当 m∗ =
∪

mj∈M0
m∗

j .

推论3 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格. 对于任意的 m ∈ M , (m∗,m∗∗) 不是不

必要概念当且仅当对任意的 Msub ⊆ M0, m
∗ ̸=

∪
mj∈Msub

m∗
j , 其中, M0 = {mj | m∗

j ̸= m∗}.

推论4 设 Au(G,M, I) = {(m∗,m∗∗) | (m∗,m∗∗) 是不必要概念}, 则 A(G,M, I) \ Au(G,M, I) 是

概念约简.

例4 以例 1 中概念 c5 和 c18 为例. 由例 3 知, 对象概念 c5 = (6, abcdf) 是个不必要概念, 而事实

上, 6∗ = 5∗ ∪ 8∗,符合定理 6; 由例 3又知,属性概念 c18 = (5678, ad)是个不必要概念, 而 d∗ = e∗ ∪ f∗,

符合定理 7.

3.2.2 核心概念的概念特征

定理8 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格. 对于任意的 g ∈ G, 记 G1 = {gi | g∗ ̸⊆
g∗i }, 则 (g∗∗, g∗) 是核心概念当且仅当 g∗ ̸⊆

∪
gi∈G1

g∗i .

证明 必要性. 假设 g∗ ⊆
∪

gi∈G1
g∗i . 则 g∗ ∩ (

∪
gi∈G1

g∗i ) = g∗, 即
∪

gi∈G1
(g∗ ∩ g∗i ) = g∗. 又由

g∗ ∩ g∗i ⊆ (g∗ ∩ g∗i )
∗∗ 可得

∪
gi∈G1

(g∗ ∩ g∗i ) ⊆
∪

gi∈G1
(g∗ ∩ g∗i )

∗∗, 于是 g∗ ⊆
∪

gi∈G1
((g∗ ∩ g∗i )

∗∗). 又

g∗ ̸⊆ g∗i ⇒ g∗∗i ̸⊆ g∗∗, 则 g∗∗ ⊂ g∗∗ ∪ g∗∗i ⊆ (g∗ ∩ g∗i )
∗, 于是, g∗∗ × g∗ ⊆ g∗∗ × (

∪
gi∈G1

((g∗ ∩ g∗i )
∗∗)) =∪

gi∈G1
g∗∗ × ((g∗ ∩ g∗i )

∗∗) ⊂
∪

gi∈G1
(g∗ ∩ g∗i )

∗ × (g∗ ∩ g∗i )
∗∗, 因此,

∪
(A,B)∈L(G,M,I)\{(g∗∗,g∗)} A × B =∪

(A,B)∈L(G,M,I) A×B, 这与 (g∗∗, g∗) 是核心概念矛盾. 因此, 必要性得证.

充分性. 由定理 4 知, 要证 (g∗∗, g∗) 为核心概念, 即要证存在 (g,m) ∈ g∗∗ × g∗, 对任意的

(A,B) ∈ L(G,M, I) \ {(g∗∗, g∗)}, 有 (g,m) ̸∈ A × B. 由于对任意概念 (A,B) ∈ L(G,M, I), 有

(A,B) =
∨

gi∈A(g
∗∗
i , g∗i ), 其中的 gi 有两种情况: g∗ ̸⊆ g∗i , g

∗ ⊆ g∗i . 因此, 我们可将对象集 G 分为

2 个集合: G1 = {gi | g∗ ̸⊆ g∗i }, G2 = {gj | g∗ ⊆ g∗j }, 则, G = G1 ∪ G2. 记 G1sub ⊆ G1, G2sub ⊆ G2,
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则 A 有 3 种情况: A = G1sub, A = G2sub, A = G1sub ∪ G2sub. 因此, 下面从这 3 种情况证明: 存在

(g,m) ∈ g∗∗ × g∗, 对任意的 (A,B) ∈ L(G,M, I) \ {(g∗∗, g∗)}, 有 (g,m) ̸∈ A×B.

(1) 若 A=G1sub, 则 (A,B)=
∨

gi∈A(g
∗∗
i , g∗i )=

∨
gi∈G1sub

(g∗∗i , g∗i )=((
∪

gi∈G1sub
g∗∗i )∗∗,

∩
gi∈G1sub

g∗i ).

因为 g∗ ̸⊆
∪

gi∈G1
g∗i , 则对任意的 m ∈ g∗ \ (

∪
gi∈G1

g∗i ), 有 m ∈ g∗ 且 m ̸∈ g∗i , 进而, m ̸∈
∩

gi∈G1sub
g∗i .

因此, (g,m) ̸∈ A×B.

(2) 若 A=G2sub, 则 (A,B)=
∨

gj∈A(g
∗∗
j , g∗j )=

∨
gj∈G2sub

(g∗∗j , g∗j )=((
∪

gj∈G2sub
g∗∗j )∗∗,

∩
gj∈G2sub

g∗j ).

因为对任意的 gj ∈ G2sub, 有 g∗ ⊆ g∗j , 所以, g∗ ⊆
∩

gj∈G2sub
g∗j . 若 g∗ ⊂

∩
gj∈G2sub

g∗j , 则存在 m ∈∩
gj∈G2sub

g∗j , (g,m) ̸∈ I, 所以有 g ̸∈ (
∪

gj∈G2sub
g∗∗j )∗∗, 因此, 对任意的 m ∈ M , (g,m) ̸∈ A × B. 若

g∗ =
∩

gj∈G2sub
g∗j , 则有 (g∗∗, g∗) = ((

∪
gj∈G2sub

g∗∗j )∗∗,
∩

gj∈G2sub
g∗j ).

(3)若 A = G1sub∪G2sub,则 (A,B) =
∨

gk∈A(g
∗∗
k , g∗k) = (

∨
gi∈G1sub

(g∗∗i , g∗i ))∨(
∨

gj∈G2sub
(g∗∗j , g∗j )) =

(((
∪

gi∈G1sub
g∗∗i ) ∪ (

∪
gj∈G2sub)

g∗∗j ))∗∗, (
∩

gi∈G1sub
g∗i ) ∩ (

∩
gj∈G2sub

g∗j )). 由于 g∗ ̸⊆
∪

gi∈G1sub
g∗i , 则对任

意的 m ∈ g∗ \ (
∪

gi∈G1
g∗i ), 有 m ∈ g∗ 且 m ̸∈ (

∩
gi∈G1sub

g∗i ) ∩ (
∩

gj∈G2sub
g∗j ). 因此, (g,m) ̸∈ A×B.

综上可得,对任意的m ∈ g∗\(
∪

gi∈G1
g∗i ),都满足 (g,m) ∈ g∗∗×g∗且对任意的 (A,B) ∈ L(G,M, I)\

{(g∗∗, g∗)}, 我们有 (g,m) ̸∈ A×B. 因而, (g∗∗, g∗) 是核心概念. 充分性得证.

从属性角度考虑的类似结论如下.

定理9 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格. 对任意的 m ∈ M , 记 M1 = {mj | m∗ ̸⊆
m∗

j}, 则 (m∗,m∗∗) 是一个核心概念当且仅当 m∗ ̸⊆
∪

mj∈M1
m∗

j .

例5 以例 1 中概念 c2 = (4, acghi) 说明定理 8 和 9. 从对象角度考虑, c2 是对象 4 导出的对象

概念. 对任意的 g ∈ G \ {4}, 有 4∗ ̸⊂ g∗, 且 4∗ ̸⊂
∪

g∈G\{4} g
∗, 因此, c2 是一个核心概念. 从属性角度

考虑, c2 是属性 i 导出的属性概念. 对任意的 m ∈ M \ {i}, 有 i∗ ̸⊂ m∗, 且 i∗ ̸⊂
∪

m∈G\{i} m
∗, 因此, c2

是一个核心概念. 这与例 3 给出结果一致.

3.2.3 相对必要概念的概念特征

由于概念共有 3 种类型, 而定理 6∼9 已给出对象 (属性) 概念为不必要概念与核心概念这两种概

念的充分必要条件. 因此, 易得对象概念或属性概念为相对必要概念的充分必要条件.

定理10 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格, 设 g ∈ G, 则对象概念 (g∗∗, g∗) 是相

对必要概念当且仅当

(1) 对任意的 Gsub ⊆ G0, 有 g∗ ̸=
∪

gi∈Gsub
g∗i , 其中 G0 = {gi | g∗i ̸= g∗};

(2) g∗ ⊆
∪

gi∈G1
g∗i , 其中 G1 = {gi | g∗ ̸⊆ g∗i }.

定理11 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格, 设 m ∈ M , 则属性概念 (m∗,m∗∗) 是

相对必要概念当且仅当

(1) 对任意的 Msub ⊆ M0, 有 m∗ =
∪

mj∈Msub
m∗

j , 其中 M0 = {mj | m∗
j ̸= m∗};

(2) m∗ ⊆
∪

mj∈M1
m∗

j , 其中 M1 = {mj | m∗ ̸⊆ m∗
j}.

3.3 基于布尔矩阵的概念约简

不难看出, 形式背景 (G,M, I) 的表达方式类似于一个布尔矩阵. 我们记第 i 个对象 gi 所共同拥

有的属性 g∗i 为一个 1× |M | 的行向量 αi, 记第 j 个属性 mj 所共同拥有的对象 m∗
j 为一个 |G| × 1 的

列向量 αj . 则可以用布尔向量的语言对概念特征进行描述.
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3.3.1 3 种类型对象 (属性) 概念的概念特征

利用定理 6 与 7 可从布尔矩阵角度得到不必要对象概念和属性概念的概念特征如下.

命题1 设W 是对应于形式背景 (G,M, I)的布尔矩阵, αi是对应于 gi ∈ G的行向量,则 (g∗∗i , g∗i )

是一个不必要概念当且仅当 αi = k1α1+ · · ·+ki−1αi−1+ki+1αi+1+ · · ·+kpαp,其中, ks =
{

1, αi > αs

0, 否则
,

s ∈ {1, 2, . . . , p}.

命题2 设 W 是对应于形式背景 (G,M, I) 的布尔矩阵, αj 是对应于 mj ∈ M 的列向量, 则

(m∗
j ,m

∗∗
j ) 是一个不必要概念当且仅当 αj = k1α

1 + · · · + kj−1α
j−1 + kj+1α

j+1 + · · · + kqα
q, 其中,

kt =
{

1, αj > αt

0, 否则
, t ∈ {1, 2, . . . , q}.

利用定理 8 与 9 可从布尔矩阵角度得到核心概念的概念特征如下.

命题3 设 W 是对应于形式背景 (G,M, I) 的布尔矩阵, αi 是对应于 gi ∈ G 的行向量, (g∗∗i , g∗i )

是一个核心概念当且仅当 αi 
 k1α1 + · · ·+ ki−1αi−1 + ki+1αi+1 + · · ·+ kpαp, 其中, ks =
{

1, αi � αs

0, 否则
,

s ∈ {1, 2, . . . , p}.

命题4 设W 是对应于形式背景 (G,M, I)的布尔矩阵, αj 是对应于mj ∈ M 的列向量, (m∗
j ,m

∗∗
j )

是一个核心概念当且仅当 αj 
 k1α
1 + · · ·+ kj−1α

j−1 + kj+1α
j+1 + · · ·+ kqα

q,其中, kt =
{

1, αj � αt

0, 否则
,

t ∈ {1, 2, . . . , q}.

利用定理 10 与 11 可从布尔矩阵角度得到相对必要对象概念和属性概念的概念特征如下.

命题5 设 W 是对应于形式背景 (G,M, I) 的布尔矩阵, αi 是对应于 gi ∈ G 的行向量, (g∗∗i , g∗i )

是一个相对必要概念当且仅当

(1) αi ̸= k1α1 + · · ·+ ki−1αi−1 + ki+1αi+1 + · · ·+ kpαp, 其中, ks =
{

1, αi > αs

0, 否则
, s ∈ {1, 2, . . . , p}.

(2) αi 6 k1α1 + · · ·+ ki−1αi−1 + ki+1αi+1 + · · ·+ kpαp, 其中, ks =
{

1, αi 
 αs

0, 否则
, s ∈ {1, 2, . . . , p}.

命题6 设W 是对应于形式背景 (G,M, I)的布尔矩阵, αj 是对应于mj ∈ M 的列向量, (m∗
j ,m

∗∗
j )

是一个相对必要概念当且仅当

(1) αj ̸= k1α
1 + · · ·+ kj−1α

j−1 + kj+1α
j+1 + · · ·+ kqα

q, 其中, kt =
{

1, αj > αt

0, 否则
, t ∈ {1, 2, . . . , q}.

(2) αj 6 k1α
1 + · · ·+ kj−1α

j−1 + kj+1α
j+1 + · · ·+ kqα

q, 其中, kt =
{

1, αj 
 αt

0, 否则
, t ∈ {1, 2, . . . , q}.

例6 表 1 所示的形式背景中, 对象 6 所对应的行向量为 α6 = (1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0), 其中, α5 <

α6, α7 < α6, 且 α5 + α7 = α6, 故 (6∗∗, 6∗) 为一个不必要概念; 对象 2 所对应的行向量为 α2 =

(1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0),其中, α2 > α1,且 α2 ̸= α1; α2 
 α1, α4, α5, α6, α7, α8 且 α2 6 α1+α4+α5+

α6 +α7 +α8, 故 (2∗∗, 2∗) 为一个相对必要概念; 对象 4 所对应的行向量为 α4 = (1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1),

其中, α4 
 α1, α2, α3, α5, α6, α7, α8 且 α4 
 α1 +α2 +α3 +α5 +α6 +α7 +α8, 故 (4∗∗, 4∗) 为一

个核心概念. 这均与例 3 一致.

3.3.2 概念约简与布尔矩阵的秩之间的关系

定理12 对于一个形式背景 (G,M, I), 至少存在一个概念约简, 其概念个数等于与该形式背景对

应的布尔矩阵的行秩.

证明 记形式背景所对应的矩阵中行向量的集合为 W , 由其行向量所形成的空间为 R(W ), 记

O(G,M, I) \ Ou(G,M, I) 所对应的行向量的集合为 Wv, Ou(G,M, I) 所对应的行向量的集合为 Wu.

由于对任意的 αi ∈ Wv, 有 αi ̸=
∪

αj ̸=αi,αj∈W kjαj , 其中 kj =
{

1, αi > αj

0, 否则
; 进一步, 有 αi ̸=
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∪
αj ̸=αi,αj∈Wv

kjαj , 其中 kj =
{

1, αi > αj

0, 否则
. 则 Wv 是一个无关的集合. 又对任意的 αi ∈ Wu, 有

αi =
∪

αj ̸=αi,αj∈Wv
kjαj , 因此, R(W ) = ⟨W ⟩ = ⟨Wv⟩. 因此, Wv 为 R(W ) 的基, 则 W 的行秩为 |Wv|.

于是, 由推论 2, 命题得证.

类似地, 可以得到如下结论.

定理13 对于一个形式背景 (G,M, I), 至少存在一个概念约简, 其概念个数等于与该形式背景对

应的布尔矩阵的列秩.

4 概念约简的计算方法

根据概念协调集的定义,一个协调集应该能够体现出形式背景中具有确定二元关系的所有 (对象,

属性) 二元对. 为了得到形式背景 (G,M, I) 的概念约简, 可以把背景所确定的二元关系中的每一个二

元对对应的概念罗列, 并在包含该二元对的概念中分别拿出一个再进行组合, 就会得到一个概念协调

集, 进而再设法得到概念约简即可. 具体方法由以下命题给出.

命题7 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格, 对任意的 (gi,mj) ∈ I, 记 CSij =

{(A,B) | (gi,mj) ∈ A× B}, DC = {CSij | (gi,mj) ∈ I}, g(∧) =
∧

CSij∈DC(
∨

(A,B)∈CSij
(A,B)), 则 g(∧)

所对应的最小析取范式中的所有合取式为该形式背景所对应的概念约简的全体.

事实上, 某些二元对所对应的概念包含于其他二元对所对应的概念, 因此, 在进行合取过程中实

质上是不需要被考虑的. Belohlavek 和 Trnecka [45] 在用形式概念作为因子研究布尔因子分解时, 用

到了一个很好的思想, 即 L(G,M, I) 中的区间. 具体内容可简单描述为: L(G,M, I) 中的区间 Iij =

[(g∗∗i , g∗i ), (m
∗
j ,m

∗∗
j )] 涵盖所有体现二元对 (gi,mj) 的概念 (对于二元对 (g,m), 记其所对应的区间为

Igm). 因此, 只需找出每个二元对所对应的区间, 并找出这些区间在包含关系下的极小区间即可. 具体

方法由如下命题给出.

命题8 对任意的 (gi,mj) ∈ I, Iij = [(g∗∗i , g∗i ), (m
∗
j ,m

∗∗
j )], 若 Imin 是包含关系下的极小区间集,

记 Iminm
为 Imin 中的第 m个元素, g(∧) =

∧|Imin|
m=1 (

∨
(A,B)∈Iminm

(A,B)), 则 g(∧)所对应的最小析取范
式中的所有合取式为该形式背景所对应的概念约简的全体.

例7 由于 I8f = [(8∗∗, 8∗), (f∗, f∗∗)] = {c11, c14}, I8d = [(8∗∗, 8∗), (d∗, d∗∗)] = {c11, c10, c14, c18},
I8a = [(8∗∗, 8∗), (a∗, a∗∗)] = {c11, c10, c14, c16, c18, c19}, 又 I8f , I8d, I8a 间有包含关系, 将其所对应的极

小区间记为 Imin1 , 则有 Imin1 = I8f = {c11, c14}.
同理, 可得到 Imin 中的其他元素, 则按照命题 8, 可得到所有的概念约简.

命题 7 与 8 的方法都是从二元关系所对应的所有二元对出发来考虑的. 结合概念特征, 可从部分

二元对出发去得到所有的概念约简. 其方法由定理 14 保证.

定理14 设 (G,M, I) 是形式背景, L(G,M, I) 是其概念格, K 是其核心概念集, Ou 为其不必要

对象概念集, Au 为其不必要属性概念集. 记 Iconsidered = {(gi,mj) | (gi,mj) ∈ I \ (
∪

K∪Ou∪Au
A×B)},

Imin 是 Iconsidered 中所有二元关系所对应的区间在包含关系下的极小区间的集合. Iminm 是 Imin 中的

第 m个极小区间, g(∧) = K ∧ (
∧|Imin|

m=1 (
∨

(A,B)∈Iminm
(A,B))),则 g(∧)所对应的最小析取范式中的所有

合取式为该形式背景所对应的概念约简的全体.

证明 首先, 若 (A,B) ∈ K, 则其所对应的二元对所形成的区间在包含关系下的极小区间为

{(A,B)},即 {(A,B)} ∈ Imin. 由定理 4知,若 (A,B) ∈ K,则存在 (g,m) ∈ I, (g,m) ∈ A×B,对任意的

(Ap, Bp) ∈ L(G,M, I), (Ap, Bp) ̸= (A,B),有 (g,m) /∈ Ap×Bp. 则一定存在一个二元对 (g,m),使得其所
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表 4 部分二元对及其所对应的概念

Table 4 A part of pairs and concepts

Serial number k Pair Concept set CSk Serial number k Pair Concept set CSk

1 (1, b) {c8, c17} 8 (3, g) {c3, c6, c7, c8, c13, c15}

2 (1, g) {c8, c15} 9 (3, h) {c3, c6, c7, c13}

3 (2, b) {c7, c8, c17} 10 (5, b) {c12, c17}

4 (2, g) {c7, c8, c13, c15} 11 (5, f) {c12, c14}

5 (2, h) {c7, c13} 12 (8, c) {c10, c11, c16}

6 (3, b) {c3, c7, c8, c9, c17} 13 (8, f) {c11, c14}

7 (3, c) {c3, c6, c9, c16}

表 5 极小概念区间所对应的二元对及概念

Table 5 Pairs and concepts corresponding to the minimum concept intervals

Serial number k Minimum concept interval Pair Concept set CSk

1 I1b (1, b) {c8, c17}

2 I1g (1, g) {c8, c15}

5 I2h (2, h) {c7, c13}

7 I3c (3, c) {c3, c6, c9, c16}

10 I5b (5, b) {c12, c17}

11 I5f (5, f) {c12, c14}

12 I8c (8, c) {c10, c11, c16}

13 I8f (8, f) {c11, c14}

对应的区间为 {(A,B)},并且,对任意的 (gi,mj) ∈ A×B,其所对应的区间为 Iij ,则有 {(A,B)} ⊆ Iij .
因此, 极小区间为 {(A,B)}.

其次,若 (A,B) ∈ Ou,则对任意的 (gi,mj) ∈ A×B,一定有 Iij ̸∈ Imin. 对于任意的 (g∗∗, g∗) ∈ Ou,

(gi,mj) ∈ g∗∗ × g∗. 因为 Iij = [(g∗∗i , g∗i ), (m
∗
j ,m

∗∗
j )], 又 gi ∈ g∗∗, 则 g∗i ⊇ g∗, 于是, (g∗∗i , g∗i ) 6 (g∗∗, g∗).

又由定理 6 知, 存在 Gsub ⊆ G0, 有 g∗ =
∪

gk∈Gsub
g∗k, 则 g∗k ⊂ g∗, 因此 (g∗∗, g∗) < (g∗∗k , g∗k), 且由于

mj ∈ g∗, 则存在 gk ∈ Gsub, 有 mj ∈ g∗k, 则 Ikj = [(g∗∗k , g∗k), (m
∗
j ,m

∗∗
j )], 于是, Ikj ⊂ Iij , 因此, Iij 一定

不是极小区间.

同理, 若 (A,B) ∈ Au, 则对任意的 (gi,mj) ∈ A×B, 一定有 Iij ̸∈ Imin. 综上, 定理得证.

也就是说, 在进行概念约简的计算中, 若结合概念特征, 可以只通过不存在于核心概念及不必要

对象/属性概念中的二元对得到所有的概念约简.

例8 由例 3 知, 例 1 形式背景 (G,M, I) 所对应的核心概念集合 K = {c2, c4}, 所对应的不必要
对象概念集合 Ou = {c5}, 所对应的不必要属性概念集合 Au = {c18, c19}, 且 c1 中无任何二元关系, 因

此, 通过定理 14, 只考虑以下二元对所对应的概念集合 L(G,M, I) \ (K ∪ Ou ∪ Au) 中的概念, 如表 4

所示 (记序号 k 所对应的概念的集合为 CSk).

进一步, Imin = {I1b, I1g, I2h, I3c, I5b, I5f , I8c, I8f}, 其所对应的具体概念如表 5 所示. 则

g(∧) = K ∧ (
∧8

k=1(
∨

cj∈CSk
cj)) 为该形式背景的所有概念约简的集合. 然而, 本例中 g(∧) 中元素的个

数高达 52 个, 这正好给我们提供了诸多有趣的可进一步研究的问题: 这些概念约简分别具有什么特
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点, 何时该使用哪个约简, 某种特定的约简如何获得等.

求解保持二元关系不变的概念约简的具体算法如算法 1 所示.

Algorithm 1 The algorithm for finding concept reducts in the formal context (G,M, I)

Input: (G,M, I), L(G,M, I), set of row vectors Row, set of column vectors Col;

Output: Concept reducts.

1: // Type of object concepts;

2: Ou = ∅, Au = ∅, K = ∅, R = ∅;
3: for i = 1 to |Col| do
4: α ⇐ 0, β ⇐ 0;

5: for j = 1 to |Col| do
6: if Col[j] < Col[i] then

7: α ⇐ α+Col[i];

8: else if Col[j] > Col[i] then

9: β ⇐ β;

10: else

11: β ⇐ β +α;

12: end if

13: end for

14: if α = Col[i] then

15: Add (g∗∗i , g∗i ) to Ou;

16: else if Col[i] ̸6 β then

17: Add (g∗∗i , g∗i ) to K;

18: else

19: Add (g∗∗i , g∗i ) to R;

20: end if

21: end for

22: // Type of unnecessary attribute concepts;

23: for p = 1 to |Row| do
24: α ⇐ 0;

25: for q = 1 to |Row| do
26: if Row[q] < Row[p] then

27: α ⇐ α+Row[q];

28: else

29: α ⇐ α;

30: end if

31: end for

32: if Row[p] = α then

33: Add (m∗,m∗∗) to Au;

34: else

35: Au ⇐ Au;

36: end if

37: end for

38: // Calculate Iconsidered;
39: Iconsidered = ∅;
40: Lsub(G,M, I) = L(G,M, I) \ (K ∪ Ou ∪ Au);

41: Iconsidered = I \ (
∪

(A,B)∈Lsub(G,M,I) A×B);

42: for i = 1 to |Iconsidered| do
43: Ii = ∅;
44: for every (Aj , Bj) ∈ Lsub(G,M, I) do
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45: if Iconsidered[i] ⊆ Aj ×Bj then

46: Add (Aj , Bj) to Ii;
47: end if

48: end for

49: Add Ii to Iconsidered;
50: end for

51: // Minimum interval sets;

52: Imin = Iconsidered;
53: for i = 1 to Iconsidered do

54: for j = 1 to Iconsidered do

55: if i ̸= j then

56: if Iconsidered[i] ⊆ Iconsidered[j] then
57: Remove Iconsidered[j] from Imin;

58: end if

59: end if

60: end for

61: end for

62: // Obtain concept reducts by conjunction and disjunction;

63: CS = K ∧ (∧Imin
n=1 (∨(A,B)∈(Imin(A,B))));

64: return CS.

在算法 1 中, 求解对象概念类型的时间复杂度为 O(|M ||G|2), 求解不必要属性概念的时间复杂度
为 O(|G||M |2),计算 Iconsidered的时间复杂度为maxj6|L(G,M,I)\(K∪Ou∪Au)|O(|Aj×Bj ||L(G,M, I)\(K∪
Ou ∪ Au)|2), 求解极小区间集的时间复杂度为 maxi,j6|Iconsidered|O(|Iconsidered[i]||Iconsidered[j]|
|Iconsidered|2), 通过析取、合取得到所有概念约简的时间复杂度为 maxn6|Imin|−1O(|Imin[n]||Imin[n +

1]||Imin|), 因此, 整体的时间复杂度主要来自于求解极小区间集, 为 maxi,j6|Iconsidered|O(|Iconsidered[i]|
|Iconsidered[j]||Iconsidered|2).

5 结论

本文基于文献 [47], 对保持二元关系不变的概念约简进行了更深一步的研究. 我们从算子与布尔

矩阵角度对对象概念和属性概念的概念特征进行了研究并对保持二元关系不变的概念约简的计算方

法进行了讨论. 这些结论与文献 [47] 的结论结合起来, 展示了从二元关系、算子、布尔矩阵 3 个角度

研究保持二元关系不变的概念约简的一个理论框架和成果.

概念约简从概念而非属性的角度出发, 删除部分概念, 使得所留下的概念一定包含了原有的二元

关系. 可以确定的是, 所留下的概念一定可以形成一个偏序集, 但不一定是格, 也不一定是原概念格的

子格. 我们将在此基础上挖掘更多有意义的知识, 并探索这些新结论与既有知识之间的联系.

在概念约简的研究过程中, 我们也发现很多新的问题, 比如, (1) 从概念约简的数量而言, 一个形

式背景可能会产生许多的概念约简,因此,这些概念约简是否还有各自独特的性质? 如,概念约简中概

念个数是否最小. (2) 从概念的完备性而言, 一个概念约简内部的元素间是否存在独立性, 一个概念约

简是否具有完备性? (3) 从概念构造与概念格生成角度而言, 每一个概念约简是否都能设法生成所有

的概念, 也就是说, 概念约简是否是概念格的一组 “基”? 这些问题都是很有趣且具有研究价值的. 我

们会在后续的工作中进一步深入探索.
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Abstract Formal concept analysis, which is based on formal contexts and concept lattices, is a data analysis

method. Formal concepts reflect the relationship between objects and attributes and realize a formal description

of concepts in philosophy. To simplify the information description, this paper proposes concept reduction in

the formal concept analysis framework and studies the related theories on concept reduction preserving binary

relations. In addition, characteristics analysis of three types of concepts that play different roles in reduction

processing is performed from the perspective of operators and a Boolean matrix. Finally, a method to calculate

concept reduction is provided.

Keywords formal context, formal concept analysis, binary relations, reduction, characteristic

Ling WEI was born in 1972. She re-

ceived her Ph.D. degree in mathemat-

ics from the Xi’an Jiaotong University,

Xi’an, China in 2005. She is currently a

professor at Northwest University. Her

research interests include formal con-

cept analysis, rough set theory, three-

way decisions, and granular computing.

Li CAO was born in 1995. She re-

ceived her master’s degree in applied

mathematics from Northwest Univer-

sity, Xi’an, China in 2019. Her research

interest includes formal concept analy-

sis.

Jianjun QI was born in 1970. He

received his Ph.D. degree in computer

science from Xi’an Jiaotong University,

Xi’an, China in 2005. He is currently

an associate professor at Xidian Uni-

versity. His research interests include

formal concept analysis, three-way de-

cisions, and intelligent data analysis.

Wenxiu ZHANG was born in 1940.

He received his master’s degree in in-

formation theory from Nankai Univer-

sity, Tianjin in 1967. He is currently

a professor at Xi’an Jiaotong Univer-

sity. His research interests include un-

certainty analysis, information theory,

rough set theory, formal concept analy-

sis, and granular computing.

1833


