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摘要 强连通分量 (strongly connected component, SCC) 算法可以将一个有向图缩略为有向无环

图 (directed acyclic graph, DAG), 广泛应用于可达性查询等有向图分析应用. 尽管现有工作已经提

出多种面向静态有向图的强连通分量算法, 但是它们需要高额的运行时开销来反复对整个图进行全

量计算, 以响应现实世界中普遍存在的动态有向图结构的频繁变化. 其实, 在通常情况下, 动态有向

图每次改变量极小 (少于 5%). 其允许我们以增量的方式对动态有向图进行强连通分量计算, 以缩

短响应时间. 因此, 为解决此问题, 本文提出了一种高效的面向动态有向图的增量强连通分量算法

Incremental Strongly Connected Components Algorithm, 简称 Inc-SCC, 通过对不必要的计算进行裁

剪以减少算法的数据访问量和计算量,并利用 SCC的不相交性进行并行处理以提升 SCC计算效率.

其次,提出了一种启发式优化方法进一步加快算法收敛速度.实验结果显示,本方法可以用于实时响

应有向图持续性动态变化, 并且当整个有向图的边变化比例为 5% 时, 本方法相对于现有算法的加

速比可达 2.8 到 12 倍, 当整个有向图的边变化比例为 0.5% 时, 本方法相对于现有算法的加速比可

达 2.9 到 12 倍.
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1 引言

图作为一种常见的数据结构, 可以用来抽象表达现实事物间各种复杂的关联关系 [1]. 例如, 交通

网络、社交网络、万维网和生物网络都采用图表示. 每个强连通分量 (strongly connected component,

SCC) 是有向图中所有图顶点都相互可达的最大子图. 通过将每一个 SCC 压缩为一个图顶点, 强连通
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分量算法可以将一个有向图缩略为有向无环图 (directed acyclic graph, DAG) [2∼6]. 大量的图应用, 例

如拓扑排序 [7]、可达性查询 [8, 9] 和图模式匹配 [10], 都采用强连通分量算法将有向图转换成 DAG, 以

提高其执行效率, 被广泛应用于社交分析, 道路导航和软件分析等多种场景. 对于大规模的有向图, 强

连通分量算法需要高额的数据访问开销和计算开销以遍历整个有向图寻找所有 SCCs. 目前已经出现

大量面向静态有向图的强连通分量算法. 它们主要分为两类, 即串行方法和并行方法. 串行方法 (例

如 Tarjan [3], Kosaraju [4] 算法)采用深度优先搜索 (depth-first-search, DFS)遍历有向图以获得全部的

SCCs,其性能达到线性时间复杂度.由于串行方法无法利用现在处理器的高并发性,因此,与处理器核

数的发展相契合的并行方法逐渐成为主流. 并行方法 (例如 Coloring [5], FW-BW [11], FW-BW-TRIM [6]

算法)主要通过并行地求解前向可达集和后向可达集的交集以获得各 SCC.在现有的有向图数据集上,

其总计算时间远少于串行方法 [6].

在现实世界中, 有向图通常频繁发生变化, 例如社交好友关系变化和航班变化. 然而, 现有的强连

通分量算法 [3∼6,11∼16] 主要面向静态有向图. 它们在处理动态有向图时, 把新获得的图镜像视为完全

孤立的静态图, 采用强连通分量算法重新计算整个新图镜像中的 SCCs. 但是, 现有工作重新计算整个

新图镜像的 SCCs 的效率很差, 无法满足动态有向图快速变化中的实时响应. 例如, Facebook 中的好

友网络中包含 16 亿个节点和 1500 亿条边 [17]. 如此庞大的数据量使得其需要很长的时间以计算一个

图镜像中的所有 SCCs, 导致计算结果失去时效性.

实践显示, 在变化过程中, 动态有向图的两个相邻图镜像之间的改变量通常少于 5% [18]. 同时, 我

们观察到, 在两个相邻图镜像之间, SCC 具有如下性质: (1) 一个 SCC 内部结构1)的变化不会引起有

向图中其他 SCC 的重新计算 (因为它不会对其他 SCC 内部结构产生影响, 我们称此特性为 SCC 的

不相交性). (2) 只有当一个 SCC 内部发生边的删除时2), 才需要重新计算该 SCC. 现有并行算法在对

动态有向图进行全量计算时无法感知到动态有向图变化过程中 SCC 的这两个特性, 因此面临大量冗

余数据计算量和访问量.

为了解决上述问题,本文提出了一种面向动态有向图的增量强连通分量算法 (incremental strongly

connected components algorithm),简称 Inc-SCC.它利用上述观察,通过对不必要的计算进行裁剪以减

少算法的数据访问量和计算量. 具体来说, Inc-SCC 首先对每次变化过程中的增量进行分类. 对于增

加边的情况, Inc-SCC直接在 SCC构成的 DAG (其图顶点是一个 SCC)上计算 SCC.对于删除边的情

况, Inc-SCC 只对受到边删除影响的 SCCs 进行重新计算, 以避免那些不受影响的 SCC 的处理. 对于

受影响的 SCCs, 它利用 SCC 的不相交性, 只在每个受影响的 SCC 内部进行并行的图顶点状态传播,

而不使其内部图顶点状态值传递出该 SCC, 减少它们对其他 SCC 的影响, 提升算法效率. 其次, 我们

设计了一种启发式优化方法进一步加快算法收敛速度.具体来说,它会维护动态有向图中各 SCC的根

顶点 (某 SCC 的根顶点是此 SCC 中状态值未发生变化的图顶点), 然后选择每个发生变化的 SCC 的

根顶点作为枢纽点,通过并行 BFS获得其前向可达集和后向可达集,最后通过找出此前向可达集和后

向可达集的交集 (即未发生状态值变化的图顶点)获得新的 SCC.在清除这个交集之后,本方法在剩余

图顶点中进行并行的图顶点状态值传播直到所有 SCC 被找到. 这样做可以减少每个 SCC 内部的冗

余图顶点状态值传播量 (即减少图顶点更新次数), 从而能加快算法收敛速度. 实验结果验证了该启发

式方法能够有效加快算法迭代, 提高算法执行效率.

1) 一个 SCC 的内部结构是指该 SCC 内部图顶点集合及这些图顶点之间的有向边集合.

2) 增加边有可能把原先的两个 SCC 变为一个更大的 SCC, 然而这不需要高额的 SCC 算法重新计算 SCC (我们
只需要简单地在 DAG图中合并这两个 SCC). 例如,假设在 DAG中 SCCi 和 SCCj 之间存在一条从 SCCi 到 SCCj 的
有向边, 如果在 vj 和 vi 之间增加一条从 vj 到 vi 的有向边, 且 vi ∈ SCCi, vj ∈ SCCj , 那么 SCCi 和 SCCj 可以立即
合并成为一个更大的 SCC.
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本文的贡献可以归纳为如下几点:

(1) 观察并总结了在动态有向图变化过程中的 SCC 的特性, 提出了面向动态有向图的增量强连

通分量算法 Inc-SCC 以裁剪冗余计算.

(2) 针对动态有向图变化过程中每个受增量影响的 SCC 内部图顶点状态的变化特性, 提出一种

启发性方法来加快迭代收敛速度.

(3) 实验结果表明, Inc-SCC 适用于动态有向图持续性变化, 并且当整个有向图的边变化比例为

5% 时, 本方法相对于现有算法的加速比可达 2.8 到 12 倍, 当整个有向图的边变化比例为 0.5% 时, 本

方法相对于现有算法的加速比可达 2.9 到 12 倍.

本文的其余部分组织如下: 第 2 节介绍相关工作; 第 3 节提出 Inc-SCC 的设计思路; 第 4 节给出

Inc-SCC 的实现; 第 5 节进行实验和结果分析; 第 6 节总结全文并展望未来工作.

2 相关工作

尽管现有工作已经尝试使用强连通分量算法解决有向图中的多种问题,但是面向动态有向图的强

连通分量算法仍然缺少高效支持. 这些研究驱动我们设计了面向动态有向图的增量强连通分量算法

Inc-SCC. 目前的强连通分量算法主要分为串行方法和并行方法.

Tarjan [3] 和 Kosaraju [4] 算法是两种经典的串行强连通分量算法. 两者均采用 DFS 方法遍历全

图, 获得图顶点的拓扑顺序, 进而求得所有 SCCs. 它们都达到 O(m + n) 的线性时间复杂度, 其中 m

为图的边数, n 为图的顶点数. 由于 Kosaraju 算法额外采用 DFS 对有向图进行一次反向扫描, 因此

Tarjan 算法效率通常更高. Zhang 等 [12] 利用 DFS 的弱序关系构建生成树, 在图的顺序遍历过程中快

速提取 SCC. 并且, 它使用批处理方法以进一步降低磁盘 I/O 开销.

随着处理器中核数的增加,由于串行算法无法利用处理器的高并发性使得其性能受核心频率限制,

因此并行强连通分量算法已经成为主流趋势. UFSCC [16] 将有向图分为多个划分块, 在各个划分块中

执行 DFS 算法, 并且利用并查集和循环链表降低线程间通信开销. 然而, 该算法在不同划分块间存在

共享数据问题, 导致其并行度不高. FW-BW 算法 [11] 是一种经典的并行强连通分量算法. 它首先以

一个图顶点为开始通过前向后向扫描得到一个 SCC, 然后将剩余图顶点划分为 3 个不相交的集合, 接

着在这 3 个不相交的划分块中反复采用上述操作直到找出所有 SCC. 由于真实世界图的幂律分布特

性 [19], 有些 SCC 中的图顶点占到了整个图的绝大部分. 这使得 FW-BW 算法的并行度有限, 并且难

以负载均衡, 在多核/众核处理器上性能差. FW-BW-TRIM 算法 [6] 基于 FW-BW 算法, 对有向图进

行一次遍历以移除有向图中的孤立 SCC (即出度或者入度为 1 的图顶点) 从而减少处理量. OBF 算

法 [13] 通过将有向图划分为多个独立子图, 在每个子图上分别执行 FW-BW 算法以提高性能. Hong

等 [14] 在 FW-BW-TRIM 算法的基础上, 进一步裁剪有向图中图顶点度为 2 的图顶点. 然而, 由于这

些算法为任务级并行, 因而难以利用多核/众核处理的高并发性缩短其执行时间.

为了充分利用多核/众核处理器的高并行性, Coloring 算法 [5, 15] 采用如下方法求解前向可达集和

后向可达集的交集. 它为有向图中每个图顶点分配独特的初始状态值 (通常为图顶点 ID),然后让每个

图顶点并行地向其邻居图顶点传播自身的状态值直到收敛. 在迭代收敛时, 属于同一个 SCC 的图顶

点具有相同的状态值. 其中状态值未发生变化的图顶点即为其所在 SCC 的根顶点. 然后, 此算法再从

每个根顶点反向扫描以获得相应的 SCC.上述过程反复进行,直到所有 SCC被找到. 相比 FW-BW算

法 [11], Coloring 算法为数据级并行, 能充分利用底层多核/众核处理器而获得更好的性能. 然而, Col-

oring 算法在迭代传播过程中存在大量冗余计算, 特别是对于动态有向图.
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另外, 图计算系统可以用于加快强连通分量算法的迭代计算 [20, 21]. FBSGraph [22] 是现有最好的

异步图系统. 它提出了基于路径的图划分策略, 使得图顶点的状态沿着路径传播以加快异步迭代的传

播速度. 其异步计算的性能达到了目前最先进水平. 除此之外, 还有很多新型体系结构的图系统. 暂存

器内存为图计算提供高性能数据访问 [23]. 数据流模型 [24] 利用 FPGA 的可编程性以解决传统处理器

中低指令级并行度问题. Foregraph [25] 利用 FPGA 片上存储资源的高带宽以降低迭代过程中图数据

随机访问开销. 这些图系统提高了强连通分量算法的处理效率. 然而, 由于缺少对动态有向图的增量

计算的支持, 因此在对动态有向图进行强连通分量计算时, 它们都存在大量的冗余计算开销. Version

Traveler [26] 以增量方式在主存中维护不同图镜像间的差值,进而融合增量与当前图镜像以达到多个图

镜像间的快速切换. 但是该系统仍然无法解决新图镜像的冗余计算问题. Zhang 等 [27] 针对仅有模式

图发生改变的应用场景, 建立后序增量匹配的索引以提高图模式匹配效率. 但是 Zhang 等没有对强连

通分量算法进行优化. TimeReach 算法 [28] 在动态有向图场景下, 建立索引保存不同时刻的 SCC 信

息, 提高历史可达性查询的效率. 但是 TimeReach 算法仍然在动态有向图场景中以全量方式计算强连

通分量. 由于在这些动态图工作上, 全量计算的强连通分量算法已经成为性能瓶颈, 因此这些需求进

一步促使我们提出面向动态有向图的增量强连通分量算法 Inc-SCC 以减少冗余计算开销.

3 Inc-SCC 算法设计

本节首先介绍算法中的相关概念, 然后提出 Inc-SCC 基本设计思想, 最后给出 Inc-SCC 算法.

3.1 相关概念定义

本小节给出 Inc-SCC 相关的基本概念和符号解释.

定义1 (动态有向图) 给定一个有向图 G = (V,E),其中 V 表示 G中图顶点的集合, E 表示 G中

边的集合 [4]. 在现有动态图算法中, 由于连续的时间通常表示为离散的时间点, 因此我们将连续的时

间表示为 t0, t1, . . . , ti, ti+1, . . ., 其中 t0 表示初始时间点. 则 ti 时刻的图镜像可以记作 Gti = (Vti , Eti).

因此,时间段 [ti, tj ]上的动态图可以表示为一组离散的有向图镜像的序列,记作 Gti , Gti+1 , . . . , Gtj . 在

时间点 ti 和 ti+1 之间, 动态图在时间点 ti 时的图镜像 Gti 会发生变化. 在时间点 ti 和 ti+1 这段时间

内动态图的所有变化量的积累值表示为子图 ∆Gti+1 = (∆Vti+1 , ∆Eti+1), 其中 ∆Vti+1 和 ∆Eti+1 分别

表示在时间点 ti 和 ti+1 这段时间内动态图变化的图顶点集合和变化的边集合.因此,动态图在时间点

ti+1 时的图镜像 Gti+1 = Gti ⊕∆Gti+1 , 其中 ⊕ 表示根据 ∆Gti+1 更新图镜像 Gti .

定义2 (强连通分量) 在有向图 G = (V,E) 中, 如果存在至少一条有向路径, 使得 G 中的节点 vi

可以到达 G 中的另一个节点 vj , 则记作 vi → vj . 当且仅当 vi → vj 和 vj → vi 成立时, vi 和 vj 相互

可达, 记作 vi ↔ vj . 一个 SCC是 V 的一个最大的子集 Vc, 对于每一对节点 vi 和 vj (vi, vj ∈ Vc) 满足

条件 vi ↔ vj ; 对于任一节点 vi ∈ Vc, 任一节点 vk ̸∈ Vc, vi ↔ vk 都不成立. 在实际考虑中, 每个孤立图

顶点均可以看作是单独的 SCC.

3.2 基本设计思想

本小节介绍 Inc-SCC 的基本设计思想. 动态有向图在变化时通常包含两种情况: 边的增加、边的

删除. 注意, 增加或删除图顶点其实就是增加或删除与该图顶点相连接的边集合. 因此, 我们只需要考

虑如何处理增加或删除边即可.
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图 1 类型 1: SCC 内部结构未变化

Figure 1 The first type of deleted edges: no change in SCC structure

3.2.1 边的增加

对于增加边的情况,我们可直接简单地在 SCC构成的 DAG (其图顶点是一个 SCC)上计算 SCC.

在动态有向图的变化过程中, 根据增加的边的两个图顶点在动态有向图中的不同位置, 可以分为以下

两种情况: (1) 当一条增加的边的两个图顶点在同一个 SCC 中时, 这条增加的边的两个图顶点仍然属

于同一个 SCC, 因此不会导致任何 SCC 的重新计算. (2) 当一条增加的边的两个图顶点在两个不同的

SCC 中时, 这条增加的边将成为 DAG 中两个不同图顶点之间的边. 在这种情况下, 动态有向图上的

SCC 计算问题转化为在 DAG 上的 SCC 计算问题. 增加边的开销确实是不可忽略的. 然而, 对于缩略

有向图得到的 DAG, 其图顶点规模通常远小于原图的规模 [2]. 这意味着, 相对于现有方法 (增加每条

边都需要对整个图重新计算 SCC) 对增加每条边进行全量计算开销来说, 在缩略后的 DAG 上操作的

开销要低很多. 注意, 对于边增加的情况, 本方法相对于 Coloring 算法 [15] 的加速比:

S > (|VO| · |EO|)/(|VD| · |ED|), (1)

其中 |VO| 表示原图中图顶点数量, |EO| 表示原图中边数量, 而 |VD| 表示缩略有向图得到的 DAG 中

图顶点数量, |ED| 表示缩略有向图得到的 DAG 中边数量.

3.2.2 边的删除

考虑边的删除. 在动态有向图变化中被删除的每一条边, 在旧图镜像中都必定属于下列两种类型

之一:类型 1,边的两个图顶点在两个不同的 SCC中; 类型 2,边的两个图顶点处于同一个 SCC中. 不

同类型的边的删除, 使得动态有向图产生不同的结构变化. 对这两种类型的情况分别进行说明.

类型 1: 边的两个图顶点在不同的 SCC 中. 通过将每个 SCC 缩略为一个图顶点, 得到有向图的

DAG 构造. 边被删除后, 导致以下两种情况之一: (1) 两 DAG 图顶点间仍存在一条边; (2) 两 DAG 图

顶点间不存在任一条边. 但是, 这两种情况对于每个 DAG图顶点所表示的 SCC内部结构都没有产生

影响, 不会导致相应的 SCC 被重新计算. 例如在图 1 中, 旧图镜像有 3 个 SCC, 分别为 {1, 2, 4, 5}, 0
和 3 两个孤立 SCC. 当边 (3, 4) 和 (2, 0) 被删除后, 新图镜像的每个 SCC 结构未发生变化, 对 SCC

计算过程不产生影响. 因此, 当类型 1 的边被删除时, 其所在的 SCC 不发生结构变化, 可以直接忽略

处理.

类型 2: 边的两端点处于同一个 SCC 中. 类型 2 的边删除将导致不可预测的后果. 以下给出两个

实例进行说明.

(1) 如图 2 所示, 边 (5, 2) 被删除后, 原本 SCC 内部 (黑色图顶点) 中的 3 个图顶点 1, 2, 5 之间

的回路被打断; 图顶点 1 和 4 仍然保持相互可达的状态. 此时, 旧图镜像中的 SCC 的结构被破坏, 新

图镜像中的 SCC需要重新计算. (2)如图 3所示,当边 (2, 5)被删除后,旧图镜像中的 SCC (黑色的图

顶点) 仍然保持强连通的状态. 旧图镜像中的 SCC 未发生变化, 理论上不需要重新计算.
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图 2 类型 2: SCC 内部需要重新计算

Figure 2 The second type of deleted edges: recomputation in SCC with structure changes

图 3 类型 2: SCC 内部不需要重新计算

Figure 3 The second type of deleted edges: no recomputation in SCC with structure changes

可以观察到, 在动态有向图的变化中, 上述两条类型 2 的边在 SCC 内部处于不同的拓扑位置, 导

致 SCC内部结构产生不同的变化. 实际应用中,边的删除均为批量处理,旧图镜像中的 SCC内部可能

发生多条边的删除. 因此, 无法通过识别边的拓扑位置对旧图镜像中 SCC 内部结构的变化进行预测.

在这种情况下, Inc-SCC将对所有受到类型 2的影响的 SCC进行重新计算.并且,由于 SCC内部结构

变化不会对 SCC 外部的其他 SCC 的计算产生任何影响, 因此在每个 SCC 内部同时执行 Inc-SCC 以

提高并行度.

由上可得 Inc-SCC 的核心思想:利用增量的信息分析旧图镜像中的各个 SCC,裁剪其中未发生内

部结构变化的部分, 只对类型 2 中边所在的 SCC 进行重新计算以减少冗余计算数据. 同时, 分别在独

立的 SCC 划分块中并行执行算法以加快图迭代收敛速度.

3.3 一种面向动态有向图的增量强连通分量算法 Inc-SCC

本小节介绍 Inc-SCC 算法. 如算法 1 所示, 它维护了动态有向图变化前的图镜像的 SCC 计算结

果 SCCMAP(Gti−1), 通过对当前图镜像 Gti 进行增量计算以获得 SCCMAP(Gti). SCCMAP(Gti) 中

的数据为当前图镜像中每个图顶点的状态值 (即每个图顶点所在 SCC 的根顶点 ID). Inc-SCC 首先在

预处理过程 (preprocess) 中分析动态有向图变化中的增量 increments 以获得需要重新计算的 SCC 集

合 Gnew (第 2 行), 然后在 LocalFBS 阶段和 LocalColoring 阶段中对 Gnew 中的图数据进行计算并更

新 SCCMAP(Gti) 直到所有需要重新计算的 SCC 都已经得到 (第 3 和 4 行).

Algorithm 1 Incremental SCC algorithm

Input: Gti , SCCMAP(Gti−1 ), increments, Gti−1 ;

Output: SCCMAP(Gti );

1: SCCMAP(Gti ) ⇐ ∅;
2: Gnew ⇐ Preprocess(SCCMAP(Gti−1 ), increments, Gti−1 );

3: SCCMAP(Gti ) ⇐ SCCMAP(Gti ) ∪ (Gnew);

4: SCCMAP(Gti ) ⇐ SCCMAP(Gti ) ∪ LocalColoring(Gnew);
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由于动态有向图在变化过程中可能同时发生边的增加和删除, 因此, Inc-SCC 分别维护图镜像之

间的两类图增量 (增加的边和删除的边), 然后对这两类图增量分别进行计算, 最后合并这两类计算的

结果 (首先处理其中一类图增量, 然后维护相应的计算结果, 接着基于此计算结果处理另一类图增量).

需要注意, Inc-SCC 在算法 2 中首先处理增边情况, 然后处理删边情况 (这两步的顺序可以颠倒, 不影

响算法正确性). 如算法 2 所示, Inc-SCC 在预处理过程中分别处理增加和删除的边. Inc-SCC 首先处

理增加的边 (第 1∼7 行). 对于增加的边, Inc-SCC 算法直接在 SCC 构成的 DAG (其图顶点是一个

SCC) 上计算新的 SCC. 具体来说, Inc-SCC 首先根据 SCCMAP(Gti−1) 将图快照 Gti−1 中的图顶点状

态值相同的图顶点缩略成一个图顶点以获得图快照 Gti−1 的 DAG (第 1行). 然后, Inc-SCC 并行检查

每一条增加的边 (第 2 行), 当一条增加的边的两个图顶点在两个不同的 SCC 中时, 将这条增加的边

加入到 DAG 中的相应的两个图顶点 (每个图顶点是一个 SCC) 之间 (第 3 和 4 行). 需要注意, 如果

增加的边不在 DAG的两个图顶点之间 (即在某 SCC内部),那么这条增加的边不会对 DAG结构产生

影响, 因此不需要将这条增加的边加入到 DAG 中. 所有增加的边检查完毕后, Inc-SCC 获得发生边增

加后的 DAG (其中可能包含 SCC). Inc-SCC 采用 LocalColoring 方法对发生边增加后的 DAG 进行迭

代图顶点状态值传播直到获得所有 SCC, 并且使用此 SCC 计算结果对 SCCMAP(Gti−1) 进行更新以

维护发生增加后的图镜像的 SCC 计算结果 (第 7 行).

Algorithm 2 Preprocess

Input: SCCMAP(Gti−1 ); increments; Gti−1 ;

Output: Gnew;

1: DAG ⇐ Contract(SCCMAP(Gti−1 ), Gti−1 );

2: for each edge e ∈ increments which is added in parallel do

3: if SCCMAPe.src ̸= SCCMAPe.dst then

4: DAG ⇐ DAG ∪ e;

5: end if

6: end for

7: SCCMAP(Gti−1 ) ⇐ LocalColoring(DAG);

8: Gnew ⇐ ∅;
9: for each edge e ∈ increments which is deleted in parallel do

10: if SCCMAPe.src = SCCMAPe.dst then

11: OldSCC ⇐ SCCMAPe.src;

12: Gnew ⇐ Gnew ∪OldSCC;

13: end if

14: end for

接着, Inc-SCC处理删除的边 (第 8∼14行). 对于删除的边, Inc-SCC只对受到边删除影响的 SCC

进行重新计算以裁除没有发生内部结构变化的 SCC. 具体来说, Inc-SCC 首先将 Gnew 初始化为空集

(第 8 行). 接着, Inc-SCC 并行地访问每一条被删除的边的源图顶点 (e.src) 和目的图顶点 (e.dst), 它

比较这两个图顶点在发生删边前的图镜像的 SCCMAP 中的状态值是否相同 (第 9 和 10 行). 如果相

同, 则表明这条边为基本设计思想中类型 2 的被删除的边, 它的两个端点在同一个 SCC 中, 需要对该

SCC 重新计算. 因此, 将该边所在 SCC 加入到 Gnew 中 (第 11 和 12 行). 需要注意, 如果一条删除

的边的两个端点不在同一个 SCC 中 (即类型 1 的被删除边), 这条边不会影响 SCC 内部结构, 因此

不需要将 SCC 加入到 Gnew 中. 当增量检查完毕时, Gnew 中包含多个独立的数据块 OldSCC, 其中每

个数据块 OldSCC 都是受到边删除影响的需要重新计算的一个 SCC. Inc-SCC 利用 SCC 的不相交性,

只在 Gnew 中的每个 OldSCC 内部进行并行的图顶点状态传播, 而不使其内部图顶点状态值传递出该
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OldSCC, 减少它们对其他 OldSCC 的影响, 提升算法效率.

我们发现 OldSCC 内部的图顶点具有以下特点: (1) 在各个 OldSCC 内部, 其根顶点本身的状态

值 (各个 OldSCC 中其余图顶点的状态值在发生删边前的图镜像中通常都收敛到对应 OldSCC 在发

生删边前的图镜像中的根顶点的状态值) 对整个 OldSCC 中图顶点状态传递速度通常起着最重要的

作用; 另一方面, 在每个 OldSCC 内部通常只有少量的边删除 (这意味着此 OldSCC 中大量图顶点可

能仍然与此 OldSCC 在发生删边前的图镜像中的根顶点具有相同的状态值). 因此, 我们提出了启发

式优化方法, 它首先找出并清除每个 OldSCC 在发生删边前的图镜像中的根顶点所在 SCC 中的图顶

点 (记作 LocalFBS 阶段), 然后对剩余图部分迭代进行图顶点状态值传播直至获得所有 SCC (记作

LocalColoring 阶段).

如算法 3 所示, 在 LocalFBS 阶段中, Inc-SCC 通过利用 OldSCC 内部图顶点的特点以减少每个

OldSCC 内部的冗余图顶点状态传播量 (即减少图顶点更新次数). 具体来说, 它首先将不需要重新计

算的 SCC 中图顶点状态值加载到 SCCMAP(Gti) 中 (第 1 行), 然后在每个数据块 OldSCC 内部进行

并行的图顶点状态传播. Inc-SCC 维护动态有向图变化过程中各 SCC的根顶点, 然后选择每个根顶点

作为各个数据块内的枢纽点 (第 3 行). 接着, Inc-SCC 采用并行宽度优先搜索 (breadth first search,

BFS) 来寻找根顶点的前向可达集 D 和后向可达集 P . 其中, Inc-SCC 首先从根顶点出发沿着出边方

向对数据块 OldSCC 内部进行一次前向扫描 (forward sweep, FS), 每个访问到的与根顶点状态值相同

的图顶点都被加入到前向可达集中 (第 4 行); 然后, Inc-SCC 从根顶点出发沿着入边方向对前向可达

集中的图顶点集合进行一次后向扫描 (backward sweep, BS) 以直接找出前向可达集和后向可达集的

交集, 也就是动态有向图变化过程中未发生状态值变化的图顶点集合 (第 5∼7 行). Inc-SCC 将找到的

SCC 从 Gnew 中移除 (第 8 行), 然后进入到 LocalColoring 阶段.

Algorithm 3 LocalFBS

Input: Gnew;

Output: SCCMAP(Gti ); Gnew;

1: SCCMAP(Gti ) ⇐ SCCMAP(Gti−1 )\Gnew;

2: for all OldSCC in Gnew in parallel do

3: Select root ∈ OldSCC;

4: D ⇐ FS(OldSCC, root);

5: P ⇐ BS(OldSCC, root);

6: NewSCC(root) ⇐ D ∩ P ;

7: SCCMAP(Gti ) ⇐ SCCMAP(Gti ) ∪ NewSCC(root);

8: Gnew ⇐ Gnew\NewSCC(root);

9: end for

如算法 4所示,在 LocalColoring阶段中, Inc-SCC在每个数据块 OldSCC的剩余图顶点中并行地

进行迭代图顶点状态值的传播以利用底层处理器的高并发性. 具体来说, Inc-SCC 首先初始化剩余图

顶点的状态值集合 colors, 通常为图顶点本身 ID (第 2 行). 然后使每个图顶点向它的邻居顶点迭代传

值 (第 4∼10 行). 在进行迭代传播时, Inc-SCC 根据用户定义规则来更新每个图顶点状态值 colors (第

5 和 6 行) 直至所有图顶点状态值不再变化. 此时, 数据块 OldSCC 内部被分为多个划分块, 每个划

分块中图顶点具有相同的 colors值.每个相同 colors的划分块中包含一个在迭代过程中的 colors值未

发生变化的图顶点 (即 root 图顶点) (第 11 行). 以 root 图顶点为起点进行反向扫描以找出相应 SCC

(第 12 和 13 行). 然后, Inc-SCC 将找到的 SCC 从 Gnew 中移除 (第 14 行), 反复进行上述操作直至

Gnew 为空, 此时迭代停止, SCCMAP(Gti) 中的图顶点状态即为新图镜像的增量强连通分量算法的计

算结果.
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图 4 例图的 CSR 格式

Figure 4 The CSR format of an evolving graph

Algorithm 4 LocalColoring

Input: Gnew;

Output: SCCMAP(Gti );

1: while Gnew ̸= ∅ do

2: for all OldSCC ∈ Gnew in parallel do

3: Init colors;

4: while colors have changed do

5: for edge e ∈ OldSCC in parallel do

6: if colors[e.dst] > colors[e.src] then

7: colors[e.dst] ⇐ colors[e.src];

8: end if

9: end for

10: end while

11: for all vertex root = colors[root] in parallel do

12: NewSCC(root)⇐ BS(OldSCC, root);

13: SCCMAP(Gti ) ⇐ SCCMAP(Gti ) ∪ NewSCC(root);

14: Gnew ⇐ Gnew\NewSCC(root);

15: end for

16: end for

17: end while

4 Inc-SCC 算法的实现

本节介绍 Inc-SCC算法的实现. 首先介绍 Inc-SCC实现需要的数据结构,其次说明算法并行的实

现过程, 最后给出一种避免数据冲突的无锁方法.

4.1 数据结构

在 Inc-SCC算法实现中,本文使用了 3种不同数据结构用于图数据表示和中间结果维护. 第 1种

数据结构为动态有向图的最新图镜像的表示. 本文使用压缩稀疏矩阵行 (compressed sparse row, CSR)

来构建动态有向图的最新图镜像.其中, 边表 (edgelist)紧凑地存储有向图中所有的边, 索引表 (index)

中的每一个表项都存储着相应编号的图顶点的邻接边在边表中的初始位置. 例如在图 4 中, 图顶点 1

的索引项为边表中的 0 位置, 顶点 2 的索引项为边表中的 3 位置, 因此顶点 1 的 3 个邻居顶点为

{0, 4, 5}. 由于 Inc-SCC 算法中需要同时进行前向扫描和后向扫描, 即分别沿着图顶点的邻接出边方

向和邻接入边方向进行并行 BFS, 因此在使用 CSR 表示动态有向图时, Inc-SCC 分别建立了出边、入

边的索引和边表以加快总体扫描速度. 对于一个有 |V | 个图顶点和 |E| 条边的动态有向图的最新图
镜像, 需要至少 2 |V | + 2 和 2 |E| 的空间来保存索引和边表. 在保证数据存储紧凑性的同时, CSR 格

式还提供一定的空间局部性以加快数据访问. 第 2 种数据结构为 VISIT, 用于记录所有图顶点的访
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NextQueue

Superstep
Barrier

CurrQueue

图 5 同步迭代

Figure 5 Synchronous iteration

问状态. 本文使用一个布尔型的数组对其进行实现. 在算法执行过程中, 将图顶点 vi 的 VISIT 设置

为 1 来表示该图顶点已经被访问. 在算法的不同执行过程中, VISIT 具有不同的访问模式. 例如, 在

LocalFBS 阶段中, Inc-SCC 从起点出发进行 BFS, 只对每个图顶点的 VISIT 进行一次更新操作. 然而

在 LocalColoring 阶段中 Inc-SCC 反复迭代进行图顶点状态值传播, VISIT 被多次写访问. 第 3 种数

据结构用于保存迭代过程的中间值, 实现为两个布尔型的数组: isCurr 和 isNext. 通过对所有图顶点

进行标记, 它们分别索引当前迭代所需数据和下一轮迭代所需数据.

4.2 同步迭代模型

Inc-SCC 采用了同步并行计算模型 (bulk synchronous parallel, BSP). 如图 5 所示, 该迭代模型分

为超步和路障两个阶段. 在超步阶段中, 各个线程独立执行各自的任务. 当所有线程都已经完成当前

任务后, 进入到路障阶段. 在路障阶段中, 所有线程相互进行中间数据的整合和交换, 为下一轮迭代准

备数据.

Inc-SCC算法采用并行 BFS来实现 LocalFBS阶段和 LocalColoring阶段中的状态值传播,具体如

下: 在初始状态时, 所有需要的数据结构被加载到内存中. 当前迭代的处理数据队列 CurrQueue 和下

轮迭代的待处理数据队列 NextQueue被清空,相应的两个用于索引的数组 isCurr和 isNext也被清零.

选取并行 BFS 的起点 v0, 将其加入到 CurrQueue 中, 将 v0 的 isCurr 设置为 1. 同时将 v0 的 VISIT

设置为 1 以避免该图顶点被重复访问. 迭代开始后, 首先进入到超步阶段. 每个线程根据图划分策略

获取一个划分块中的数据, 并行地遍历所有邻接的图顶点. 算法只访问 VISIT 为 0 的图顶点, 被访问

的新图顶点的 VISIT 被设置为 1. 并且设置该图顶点相应的 isNext 为 1, 将其加入到 NextQueue 中.

当 CurrQueue 中所有图顶点都已经处理完毕, 迭代过程进入到路障阶段. 清空 CurrQueue 和相应的

索引 isCurr,然后交换两个队列及其索引.当下轮迭代到来时, NextQueue将作为新的迭代过程的数据

队列. 在最后一轮迭代开始时, CurrQueue 中已经没有数据可以访问. 此时, VISIT 中所有的数据项都

已经被标记为 1,迭代收敛. 同步迭代模型易于控制算法的并行过程,能够解决算法执行中的数据相关

问题以保证算法执行的正确性.

在同步迭代过程中, 经常出现一个图顶点同时被多个其他图顶点访问的情况. 如果不使用锁控制

共享变量, 此类情况在图顶点状态传播中将造成严重的数据冲突. 例如, 在图 6 中, 图顶点 4 和 3 都

向图顶点 0 写入各自的当前状态. 在并行中, 同一个图顶点被访问的先后顺序无法确定. 因此, 可能

导致正确状态被错误状态覆盖,影响到算法的正确性. 为了保证算法执行的正确性,许多算法 [12, 13] 使

用锁控制并行. 但是锁的使用常常导致大量线程进入等待状态, 降低并行计算的性能. 因此, 本文使用

无锁方法来避免数据冲突. 如图 6 所示, 当前迭代中的一个图顶点, 如果其至少有一个邻接的图顶点

被其成功染色时, 那么将其加入到下轮迭代的数据队列中. 在新的迭代中, 该图顶点会再次检查其邻
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Current iteration

Next iteration

图 6 解决数据冲突的无锁方法

Figure 6 Lock-free solution for data conflicts

表 1 图数据集

Table 1 Graph datasets

Dataset Nodes Edges SCCs Nodes in the largest SCC

Soc-epinions1 75888 508837 42185 32223 (42.5%)

Email-euall 265214 420025 231000 34203 (12.9%)

Web-stanford 281903 2312497 29919 150527 (53.4%)

Web-notreDame 325729 1497134 203609 53968 (16.6%)

Web-Berstan 685230 7600595 109407 334856 (48.9%)

Wiki-Talk 2394385 5021410 2281879 111881 (4%)

接图顶点是否已经获得正确的值. 因为状态传播具有单调性, 所以这种方法能够避免数据冲突的发生.

无锁方法减少并行过程中的线程中断以提升算法的并行度.

5 实验与结果

本节对该增量算法 Inc-SCC进行实验测试. Slota等 [15] 提出的 Coloring算法 (或称作 SCO算法)

是目前最好的并行 SCC 算法, 其能够保证图顶点状态迭代传播的细粒度并行以加快 SCC 的计算效

率. 在多核环境下时, 其计算 SCC 的性能远超过串行 Tarjan 算法. 为了验证增量算法 Inc-SCC 的性

能提升, 本文选取 SCO 算法作为实验的基准算法.

5.1 实验环境

实验在单机环境下进行. 该单机节点的主存容量为 8 GB, 并且具有一个主频为 3.3 GHz 的 Intel

Xeon E3-1230 v2 的 4 核处理器. 其操作系统为 Linux, 相应的内核版本为 3.19.0-15-generic. 在该单机

节点上最多可分配 8 个线程. 该增量算法 Inc-SCC 及基准算法均以编程语言 C++ 实现, 使用的编译

器版本为 g++ 4.9.2. 实验选取了 6 个有向图用于测试. 这些图可以在 SNAP [29] 上获得. 表 1 中给出

了每个图的几项主要信息: 图顶点数, 有向边数, SCC 个数, 最大 SCC 中图顶点个数及最大 SCC 占

有向图的比例. 上述静态有向图都作为动态有向图变化中初始的图镜像. 需要注意, 本文实验主要测

试删边情况, 以评估本方法相对于现有方法至少能提升多少性能. 由于本方法对于增加边的情况会如

式 (1)那样相对删边情况获得更好的加速比 (因为本方法对于删边情况像现有方法一样需要对原图进

行处理,虽然本方法可以利用动态有向图特性减少冗余数据访问和处理). 实验以相同的概率对整个图

镜像中的所有边进行随机删除, 通过设置参数控制每次变化的增量边占整个图镜像的比例, 即增量的

尺寸. 在以下各个实验中, 每个实验都能保证正确的计算结果. 并且, 对于每一组数据, 都进行了 30 次

的测试, 求取其平均值.
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表 2 增量占图镜像总边数的 0.5% 时, Inc-SCC 各执行部分的时间开销

Table 2 Time cost of each part in Inc-SCC when the ratio of changed edges of the entire graph snapshot is 0.5%

Dataset Preprocess (ms) Process (ms) LocalFBS (ms) LocalColoring (ms)

Soc-epinions1 1.135 5.708 5.448 0.260

Email-euall 2.628 4.502 4.261 0.241

Web-stanford 2.628 4.502 4.261 0.241

Web-notredame 3.117 11.438 10.380 1.058

Web-Berstan 6.946 55.542 48.880 6.662

Wiki-Talk 19.199 68.166 64.032 3.134

表 3 Inc-SCC 相对基准算法的加速比

Table 3 Speedup of Inc-SCC over baseline

Dataset SCO (ms) Inc-SCC (ms) Speedup

Soc-epinions1 46.746 5.708 8.190

Email-euall 28.100 4.502 6.242

Web-stanford 120.951 35.729 3.385

Web-notredame 51.147 11.438 4.472

Web-Berstan 160.622 55.542 2.897

Wiki-Talk 825.124 68.166 12.104

5.2 实验结果及分析

实验 1 测试 Inc-SCC 中各部分的时间开销. 由于 Inc-SCC 中预处理过程可以与动态有向图的数

据更新过程相互重叠从而忽略其时间开销, 因此本文不考虑预处理过程的开销对算法的影响. 将动态

有向图变化时的增量的尺寸设置为占图镜像中边数总量的 0.5%. 表 2 展示了实验结果. 数据显示, 对

于参与实验的 6 个不同的数据集, 在 Inc-SCC 实际执行计算的两个阶段中, LocalFBS 阶段的平均时

长占总运行时长的 95% 以上, LocalColoring 阶段只占时间开销中极小的一部分. 实验 1 表明, 受到影

响的 SCCs 内部的大部分图顶点仍然与根顶点属于同一个 SCC, 在 LocalFBS 阶段中可提取出这些图

顶点. 剩余的少量图顶点经过图迭代染色后, 算法很快就收敛结束. 这符合本文对受到影响的 SCCs

内部结构变化的分析, 显示出所提出的启发性算法能加快图迭代的收敛, 提升算法性能.

实验 2 测试了与基准算法相比, Inc-SCC 的性能提升. 此实验仍然将增量的尺寸设置为占图镜像

中边数总量的 0.5%. 表 3 中展示了实验结果. 结果显示, 对于参与实验的 6 个不同的数据集, Inc-SCC

相对基准算法均有明显的性能提升. 其中, 在动态有向图 Wiki-Talk 中达到了 12 倍的最大加速比. 而

且, 所有 6 个数据集的加速比也在 2.9 倍以上. 此实验验证了 Inc-SCC 的基本设计思想的可行性. 通

过裁剪冗余数据量这一策略, Inc-SCC 能够显著减少动态有向图变化过程中的冗余计算, 缩短强连通

分量算法的运行时间.

在实验 3 中, 选取了 4 个动态有向图来测试 Inc-SCC 的性能提升与增量的尺寸的关系. 增量占

图镜像中边数总量的比例被设置为 7 个数值, 分别为 0.05%, 0.1%, 0.25%, 0.5%, 1%, 2.5% 和 5%.

图 7 展示了各个数据集上 Inc-SCC 的性能提升随着增量的尺寸变化的趋势图. 数据显示, 当增量占

图镜像边数总量的比例小于的 0.5% 时, Inc-SCC 的性能提升能够维持在高水平. 但是, 随着增量尺寸

的不断增大, Inc-SCC 的性能缓慢下降, 最终趋于稳定. Inc-SCC 的性能提升随着增量尺寸而变化的原
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图 7 在不同数据集中, Inc-SCC 随增量占有向图总边数的比例的变化的性能曲线

Figure 7 Performance curves of Inc-SCC when the ratio of changed edges of the entire graph is different on four different

datasets. (a) Email-EuAll; (b) Wiki-Talk; (c) Web-NotreDame; (d) Web-Stanford

因如下: (1) 当增量占图镜像的比例达到一定程度时, 受影响的 SCC 的数量趋于饱和. 因此, 裁剪策略

的性能提升达到瓶颈. 但是 Inc-SCC 的性能提升仍然能维持在 2.8 倍以上. (2) 由于被删除的边增加,

SCC 内部结构不再表现出幂律分布特性. 更多的图数据进入 LocalColoring 阶段, 使得迭代过程中的

数据冲突增加, 降低迭代效率.

我们对具有不同最大 SCC 占比的数据集进行了测试, 其结果如图 8 所示, 其中图中横轴表示最

大 SCC 中图顶点占整个有向图中图顶点的比例, 纵轴表示 Inc-SCC 相比基准算法的加速比. 实验结

果显示, 在通常情况下本方法性能上限会随着最大 SCC 拥有的图顶点占整个图中所有图顶点的比例

的增加,而逐渐减少. 因为 Inc-SCC算法主要通过裁除无需重新计算的 SCCs,以减少冗余图数据加载

和处理. 如果有向图中的最大 SCC拥有的图顶点数量占整个图中所有图顶点数据的比例等于 1,那么

本文所提算法的性能提升将最小.

实验 4测试增量尺寸占图镜像边数总量的比例为 1%时,有向图Wiki-Talk和Web-NotreDame的

连续变化下的性能,图 9中横轴表示动态有向图连续变化的次数. 实验结果显示 Inc-SCC在Wiki-Talk

上的表现较为稳定,在Web-NotreDame上却出现了性能的波动.这是因为在处理Web-NotreDame时,

Inc-SCC 算法在 LocalFBS 阶段中找出并清除了少量图顶点, 大量图顶点进入 LocalColoring 阶段, 影

响了 Inc-SCC 的性能稳定性. 但是, 在该数据集上 Inc-SCC 的平均性能提升仍然达到 4 倍.

实验 5 测试增量算法 Inc-SCC 的可扩展性. 实验的线程数设置为 1 至 8 个, 增量尺寸占图镜像

边数总量的比例为 0.5%. 在图 10 中, 3 条折线分别代表性能提升理想值 Ideal, 基准 SCO 算法加速
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图 8 Inc-SCC 随最大 SCC 中图顶点占整个有向图中图顶点比例的变化的性能曲线

Figure 8 Performance curves of Inc-SCC when the ratio of nodes in the largest SCC of the entire graph is different
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图 9 在不同数据集中, 动态有向图的连续变化时 Inc-SCC 的性能曲线

Figure 9 Performance curves of Inc-SCC with graphs continuing changing on two different datasets. (a) Web-NotreDame;
(b) Wiki-Talk

比, 增量算法 Inc-SCC 加速比. 加速比表示算法在多线程时相对于单线程的性能提升. 因为实验中处

理器为 4 核, 所以理想加速比的上限为 4 倍. 在这 6 个有向图中, Inc-SCC 与基准 SCO 算法的可扩

展性都低于理想值. 在 Web-notreDame, Email-EuAll 和 Wiki-Talk 这 3 个最大 SCC 占比较小的图中,

Inc-SCC 与基准 SCO 算法的可扩展性基本一致. 而在其他 3 个最大 SCC 占比较大的图中, Inc-SCC

的可扩展性要差于基准 SCO算法. 其原因如下: (1)在 SCC内部进行扫描和状态传播中,线程数量增

加, 致使冗余计算增加, 降低算法并行度. (2) Inc-SCC使用 hash方式对数据进行随机划分. SCC 内部

数据局部性不佳, 导致额外数据访问开销.

6 结论

本文提出了面向动态有向图的增量强连通分量算法 Inc-SCC. 它通过裁剪策略, 减少动态有向图

处理过程中的冗余数据, 降低计算开销; 提出了启发性优化算法以提高迭代收敛速度. 实验结果显示,

Inc-SCC可以用于实时响应有向图持续性动态变化. 并且当整个有向图的边变化比例为 5%时,本方法

相对于现有算法的加速比可达 2.8 到 12 倍, 当整个有向图的边变化比例为 0.5% 时, 本方法相对于现
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图 10 在不同数据集中, Inc-SCC 的扩展性

Figure 10 The scalability of Inc-SCC on six different datasets. (a) Email-EuAll; (b) Soc-Epinions1; (c) Web-Berstan;

(d) Web-NotreDame; (e) Web-Stanford; (f) Wiki-Talk

有算法的加速比可达 2.9 到 12 倍. 在未来的工作中, 面向动态有向图的增量强连通分量算法 Inc-SCC

仍然存在很多优化空间: (1) 需要新型数据结构和动态图划分策略以支持动态有向图的快速更新并保

证良好的数据局部性. (2) 研究表明, 异步迭代方法的收敛速度要比同步迭代方法更快. 由于 Inc-SCC

使用同步迭代方法, 因此可以采用异步方法对 Inc-SCC 进行优化. (3) 将该裁剪策略与现有的一些辅

助方法 (例如 TRIM [6] 算法) 结合以进一步优化 Inc-SCC 的效率.
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Abstract The strongly connected components (SCC) algorithm can contract a directed graph into a directed

acyclic graph and is widely used in directed graph analysis applications, such as reachability queries. A variety

of SCC algorithms for static directed graphs have been proposed but such algorithms require non-negligible

runtime overheads to repeatedly perform computations on an entire graph in response to the frequent changes

in the evolving directed graphs that are ubiquitous in the real world. In general, evolving directed graphs are

often evolving with minor changes (less than 5%). It allows us to compute SCC in an evolving directed graph

on the basis of incremental computations in order to reduce the response time. This paper proposes Inc-SCC,

an efficient incremental SCC algorithm for evolving directed graphs, reducing the data access and computation

overhead of the algorithm by eliminating unnecessary computations, and using the disjoint feature of SCC for

parallel processing to improve the performance of the SCC algorithm. We propose a heuristic optimization method

to further speed up the convergence of Inc-SCC. Experiments show that Inc-SCC can be used to enhance the

timeliness for evolving directed graphs. When the number of the changed edges of the entire directed graph is

5%, the speedup of Inc-SCC over the existing algorithm is from 2.8 to 12 times. When the number of the changed

edges of an entire directed graph is 0.5%, the speedup of Inc-SCC over the existing algorithm is from 2.9 to 12

times.

Keywords strongly connected components, evolving directed graph, incremental computation, convergence,

directed acyclic graph
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