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摘要 本文研究多平衡点二维切换线性时不变 (LTI) 系统极点配置问题. 对每一子系统都含有唯

一平衡点情形, 首先给出了该类多平衡点切换系统可任意切换路径极点配置的一个充要条件. 然后,

用一个数值算例表明: 即使将二维闭环切换 LTI 系统的所有子系统的全部极点都配置到左复半平

面内的两个相同位置, 也不能保证该类切换系统在任意切换路径下都稳定. 其次, 对所有子系统具

有单 (唯一共同) 平衡点和多平衡点情形, 分别给出该类切换系统可任意切换路径和任意拟周期/周

期切换路径镇定极点配置的若干充分性判据, 并据此设计了相应算法. 所得结果揭示: 用极点配置

法来镇定切换 LTI系统,可以将部分或全部子系统的全部或部分极点配置到右复半平面内的合适位

置. 最后, 一个数值仿真算例表明所得新结果的有效性和可操作性.
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1 引言

极点 (特征值) 配置是非切换线性时不变 (linear time-invariant, LTI) 系统综合的基本方法 [1], 与

该类系统的稳定性和镇定性密切相关. 而系统稳定性是动态系统最基本性能, 也是可控系统控制设计

基础. 众所周知, 非切换 LTI 系统稳定与否, 取决于其极点实部符号. 如, 该类系统渐近稳定等价于其

全部极点皆有负实部 [2]. 这也是系统状态反馈控制设计的最主要目标. 系统状态反馈与其极点配置密

切相关: 用极点配置法可实现系统众多优良性能, 如稳定性、鲁棒性 [3] 及跟踪等. 非切换 LTI 系统的

极点配置研究始于 1960 年, 学者们对其做了开拓性研究, 并取得了许多结果 [4, 5]. 其中, 标志性结论

是非切换 LTI 系统可任意极点配置与其可控性等价 [5]. 自此, 用极点配置法对系统控制设计, 成为控

制理论和工程界研究热点, 获得了众多研究结果 [3, 6, 7]. 事实上, 由于对系统极点配置目的是为了获取

其更好性能, 故当用极点配置法使系统达到某预设性能时, 非切换闭环 LTI 系统的极点不能被配置到

引用格式: 朱礼营, 邱剑彬. 多平衡点二维切换线性时不变系统的极点配置. 中国科学: 信息科学, 2019, 49: 1031–1049, doi: 10.

1360/N112018-00095

Zhu L Y, Qiu J B. Pole assignment of two-dimensional switched linear time-invariant systems with multiple equilibria

(in Chinese). Sci Sin Inform, 2019, 49: 1031–1049, doi: 10.1360/N112018-00095



朱礼营等: 多平衡点二维切换线性时不变系统的极点配置

复平面内的任意位置. 如, 设计状态反馈控制器来渐近镇定某非切换 LTI 系统时, 其全部极点必须都

被配置到左复半平面内.

显然,极点配置在非切换 LTI系统综合中至关重要.类似地,极点配置在切换 LTI系统 [8∼12] 综合

中也起关键作用: 将是切换系统理论联系实际的纽带. 因此, 研究切换 LTI 系统极点配置问题具有极

其重要的理论和实际意义. 然而, 研究切换 LTI 系统极点配置问题要比非切换 LTI 系统困难和复杂得

多. 原因是, 切换 LTI 系统动态并非唯一取决于其子系统极点. 这已被文献 [13] 中例 2.1 和 2.4 所证

实: 含全部渐近稳定子系统的切换 LTI 系统在某些切换路径下不稳定; 而含不稳定子系统的切换 LTI

系统在合适切换路径下却渐近稳定. 如, 单鞍点/不稳定焦点切换 LTI 系统当满足合适条件时全局渐

近稳定 [14∼16]. 因此, 用极点配置法获取切换 LTI 系统某预设性能的常规思路是, 不仅将所有子系统

全部极点都配置到左复半平面内, 而且还需要添加其他限制条件才能保证该类系统具有期望性能. 于

是, 学者们用线性矩阵不等式 (linear matrix inequalities, LMIs) 法 [17] 和多李亚普诺夫函数 (multiple

Lyapunov functions, MLFs) 法 [13] 等方法, 给出了切换 LTI 系统极点配置的相关结果 [18∼20]. 但问题

是, 是否必须将所有子系统全部极点都配置到左复半平面内?

本文将表明,通过极点配置法来镇定多平衡点切换 LTI系统时,可以将部分/全部子系统的全部/部

分极点配置到右复半平面内的合适位置. 多平衡点切换 LTI 系统极点配置问题与其稳定性研究密切

相关. 而学者们自 1990 年以来所研究的切换系统, 绝大部分都是单平衡点切换系统 [13, 21,22], 可视其

为一类平凡多平衡点 (全部相同) 切换系统. 因神经网络 [23]、混合电路 [24]、电力系统 [25], 及宏观经

济 [26] 等众多实际切换系统中存在多平衡点, 故对多平衡点切换系统研究具有极其重要的理论意义和

实际应用价值. 然而, 文献 [26] 中的反例却证实: 共同李亚普诺夫函数法 (common Lyapunov function,

CLF) [27] 在研究多平衡点切换系统任意切换下区域稳定时失效. 这表明, 用以分析单平衡点切换系统

稳定性的诸如 CLF, MLFs, LMIs 以及多储能函数法 (multiple storage functions, MSFs) [22] 等许多常

用方法, 都不能直接用来研究多平衡点切换系统. 因此, 多平衡点切换系统的研究显得极其困难和复

杂. 尽管已取得了带有稳定子系统的多平衡点切换系统分析和综合的若干结果 [28∼34], 但研究含不稳

定子系统的多平衡点切换系统仍是一巨大挑战.

众所周知, 包括切换非线性系统 [13, 21,22,35,36] 在内的大多数动力系统 [37, 38] 的稳定性判据与其

Lyapunov 函数密切相关. 若某个动力系统不稳定, 则其 Lyapunov 函数必不存在. 为克服这一局限性,

文献 [39]提出了一种适用于含不稳定子系统的切换非线性系统稳定分析的新方法 ——最大能量函数

法 (maximum energy function, MEF), 并由此给出了该类切换系统稳定/渐近稳定的若干充要条件. 特

别是, MEF法还能用来分析含稳定子系统的多平衡点切换非线性系统的区域稳定性 [25, 40]. 特别地,在

没有借助任何 (类) Lyapunov 函数或其他函数或矩阵下, 文献 [14, 15] 给出了单鞍点切换 LTI 系统的

若干稳定性和镇定性判据. 另外, 平均驻留时间法被用来分析含部分不稳定子系统的单平衡点切换系

统的稳定性 [41]. 而对于多平衡点切换系统,利用解析法和极坐标变换等方法,我们相继在文献 [42∼44]

中研究并得到了含不稳定子系统的多焦点/中心二维切换 LTI 系统在切换线和周期/拟周期切换路径

下区域稳定/ 镇定的若干判据.

基于文献 [16, 44] 所得二维切换 LTI 系统稳定、区域稳定或镇定的相关结果, 本文将研究该类切

换系统的极点配置问题.与现有文献 [18∼20]相比较, 本文的主要贡献和创新点在于, 给出了系统可任

意切换路径极点配置和任意周期/ 拟周期切换路径镇定极点配置的若干新理论结果; 设计了镇定极点

配置的相应算法; 尤其是, 理论证明并明确指出了当用极点配置法来镇定切换 LTI 系统时, 可以将部

分/全部子系统的全部/部分极点都配置到右半复平面内的合适位置. 详细而言, 本文首先给出了多平

衡点二维切换 LTI 系统可任意极点配置的一个充要条件. 然后, 用一数值算例表明: 当用极点配置法
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来渐近镇定切换 LTI 系统时, 即使将所有子系统的全部极点都配置到左复半平面内的两个相同位置,

也不足以保证该系统在任意切换路径下都渐近稳定. 这说明切换 LTI 系统镇定极点配置不能太 “任

意”, 必须给出其他限制条件. 随后, 我们给出了系统在任意切换路径和任意周期/ 拟周期切换下可镇

定极点配置的几个充分条件, 并据此设计了相应算法. 最后, 数值仿真算例表明所得新结论的有效性

和可操作性. 这些极点配置结果与文献 [18∼20] 中的结果比较, 主要区别在于如下 4 个方面: 仅依赖

于系统矩阵和切换周期/拟周期; 适用于多平衡点切换 LTI 系统且简单和易于验证; 给出了求解分布

式状态反馈矩阵算法; 允许将子系统的极点配置到右复半平面内.

记号: N/N+ 表示自然数集/正整数集; R/R+ 表示实数域/正实数域; C表示复数域; Rn 表示 n维

欧几里得空间; ∥ · ∥ 表示 Rn 内的欧几里得范数; Rm×n 表示 m × n 矩阵空间; 上标 “T” 表示矩阵转

置; d(x, y) = ∥x− y∥ 表示 Rn 内两点 x 和 y 的距离; P(N) 表示 1 到 N 的 N 个自然数的全排列集合.

2 预备知识

考虑单输入多平衡点二维闭环切换 LTI 控制系统如下:

ẋ = Aσ(x− xe
σ) +Bσu, x(t0) = x0, ∀ t ∈ [t0,+∞), (1)

其中, x = [x1, x2]
T ∈ D表示系统状态, D ⊆ R2是系统定义域.映射 σ : [t0,+∞) → [N ] := {1, 2, . . . , N},

N ∈ N+, 是一分段右连续阶梯状函数, 称之为切换路径或切换律; 当 i = σ(t) 表示子系统 i 在时刻 t

时起作用. 系统矩阵 Ai = (aikl)2×2 和 Bi = [bi1, b
i
2]

T, 其中, aikl, b
i
k ∈ R, k, l = 1, 2 和 i ∈ [N ]. 系统静

止状态 xe
i = [xei

1 , xei
2 ]

T ∈ R2 是子系统 i 唯一平衡点. 所有平衡点 xe
i , ∀ i ∈ [N ], 有两种情形: 完全相

同, 即单一共同平衡点; 不尽相同, 即多平衡点. 与之对应的系统 (1) 分别称为单平衡点切换系统和多

平衡点切换系统. 输入 u = uσ ∈ R 是无系统外部信号 (或参考输入) 的状态反馈控制, 其形式如下:

u = uσ = −Fσ(x− xe
σ), (2)

其中, Fσ ∈ R1×2 是状态反馈增益矩阵. 当 (2)式中 σ = i时, 输入 u 即为子系统 i的状态反馈控制器:

ui = −Fi(x− xe
i ), i ∈ [N ], (3)

其中, Fi = [f i
1, f

i
2] ∈ R1×2 表示子系统 i 的分布式状态反馈增益矩阵.

我们用 x(t) := x(t; t0, x0, σ(t)) 表示系统 (1) 的轨迹/状态. 切换路径仅涉及如下两类. (i) 任意

切换路径: 是指切换时刻任意且任意时刻起作用的子系统的选取也任意的切换路径. 据此, 非切换系

统可视为一平凡切换系统 —— 仅有唯一子系统自始至终起作用的切换系统. (ii) 周期/拟周期切换路

径 (periodic/quasi-periodic switching path, PSP/QSP) 1): 是由文献 [15] 所定义. 若切换路径 σ 是一

PSP/QSP, 则可表示为

σ(t) = iv ∈ [N ], ∀ t ∈ [tkN+(v−1), tkN+v), (4)

其中, ∀ k ∈ N, ∀ v ∈ [N ], 且 tNk+v − tNk+v−1 =: Tiv > 0 是子系统 iv 的拟切换周期 (quasi-periodical

switching cycle, QSC), 而 Ti = Tj =: T , ∀ i, j ∈ [N ], 则是所有子系统的共同切换周期 (common

1) 在文献 [15]中,称系统 (1)的切换路径 σ(t) = im+1 ∈ [N ], ∀ t ∈ [tm, tm+1), m ∈ N,为一周期切换路径 (PSP)或
拟周期切换路径 (QSP),若切换指标序列 {im}+∞

m=1和切换时间序列 {tm}+∞
m=0满足 iNk+v = iv ∈ [N ], tNk+v−tNk+v−1 =

T > 0, iv ̸= iv+1 or iNk+v = iv ∈ [N ], tNk+v − tNk+v−1 = Tiv > 0, Tiv ̸= Tiv+1 , 其中, iv ̸= iv+1, T 和 Tiv 是正常数,
∀ v ∈ [N ], ∀ k ∈ N.
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periodical switching cycle, CPSC). 用 {iv}Nv=1 和 {Tiv}Nv=0 分别表示切换路径 σ 的切换指标序列和

子系统的切换拟周期序列. 而 i1i2 · · · iN ∈ P(N) 表示与路径 σ 相对应的相继子系统的切换指标序

列 {iv}Nv=1 的一个全排列. 这里, iv 表示该排列的第 v 个数. 此处的切换指标序列 {iv}Nv=1 和全排列

i1i2 · · · iN ∈ P(N) 等价. 注意, 任意 PSP/QSP 是指切换指标序列 {iv}Nv=1 可在 P(N) 中任意取值, 并

且 QSC 序列 {Tiv}Nv=1 和 CPSC T 可分别在 RN
+ 和 R+ 中任意选取的 PSP/QSP.

本文的主要目的是通过极点配置方法来镇定系统 (1). 与极点配置有关的多平衡点切换系统区域

稳定/镇定的概念参见文献 [26, 39,40,42]. 下面, 给出几类多平衡点切换 LTI 系统极点配置概念.

定义1 考虑系统 (1) 和满足如下性质的区域 Ωe ⊆ D:

xe
i ∈ Ωe, ∀ i ∈ [N ], 以及 Ωe = {xe}, 若 xe

i = xe, ∀ i ∈ [N ]. (5)

对给定的 Ai ∈ R2×2 和 Bi ∈ R2×1, ∀ i ∈ [N ], 称系统 (1) 关于区域 Ωe 在切换路径 σ 下可有如下极点

配置:

• 任意极点配置, 若存在 N 个增益矩阵 Fi ∈ R1×2, 使得 Ai − BiFi 的全部 2N 个特征值可配置到

复平面 C 内的任意实数或共轭复数位置;

• 共同极点配置, 若存在 N 个增益矩阵 Fi ∈ R1×2 使得 Ai − BiFi 的全部 N 组特征值 (每组含相

应矩阵的两个特征值) 都可配置到复平面 C 内的任意相同组的两个实数或一对共轭复数位置;

• 不同极点配置, 若存在 N 个增益矩阵 Fi ∈ R1×2, 使得 Ai − BiFi 的全部 N 组特征值 (每组含相

应矩阵的两个特征值) 都可配置到复平面 C 内的任意不同组的两个实数或一对共轭复数位置;

• 镇定极点配置,若存在 N 个增益矩阵 Fi ∈ R1×2 使得 Ai −BiFi 的全部 2N 个特征值配置到复平

面 C 内合适的实数或共轭复数位置, 并且使得闭环系统 (1) 在切换路径 σ 下关于 Ωe 区域渐近稳定.

进一步地, 称系统 (1)可任意切换路径或任意 PSPs/QSPs共同/不同/镇定极点配置,若它们在任

意切换路径或任意 PSPs/QSPs 下关于区域 Ωe 都可任意/共同/不同/镇定极点配置. 在不引起混淆的

情形下, 称任意切换路径极点配置为任意极点配置.

注释1 若所有平衡点 xe
i 都相同, 则定义 1 所给出的几类极点配置定义, 同样适用于单平衡点切

换 LTI 系统. 并且, 由定义 1 可知, 任意极点配置概念包含共同、不同和镇定极点配置.

3 主要结论

本节给出系统 (1) 的几个极点配置结果. 3.1 小节将给出任意切换路径极点配置的一个充要条件.

3.2 小节给出可镇定极点配置的 3 个判据. 据此, 3.3 小节中设计了两个可镇定极点配置算法.

3.1 任意极点配置

引理1 切换控制系统 (1) 关于满足 (5) 式的区域 Ωe 一致完全可控的充要条件是

rank(Bi

...AiBi) = 2, ∀ i ∈ [N ]. (6)

证明 该结论可由文献 [10] 中定理 1 的证明过程类似可证.

引理2 (非切换 LTI 系统的任意极点配置 [2]) 对给定矩阵 Ai ∈ R2×2 和 Bi ∈ R2×1, i ∈ [N ], 存在

状态增益矩阵 Fi ∈ R1×2 使得 Ai − BiFi 的两个特征值可配置到复平面 C 内任意两个实数或一对共
轭复数位置的充要条件是, (Ai, Bi) 是可控或可达的 (从子系统 i 的平衡点 xe

i 出发).
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定理1 (任意极点配置) 考虑系统 (1) 和满足定义 1 中 (5) 式的区域 Ωe. 给定 Ai ∈ R2×2 和

Bi ∈ R2×1, ∀ i ∈ [N ], 系统 (1) 关于区域 Ωe 可任意切换路径极点配置的充要条件是, 引理 1 中 (6) 式

成立.

证明 必要性. 反证法. 假设系统 (1) 虽然可任意切换路径极点配置, 但存在一指标 l ∈ [N ] 使

得 (6) 式不成立. 故由引理 1 知, 系统 (1) 关于区域 Ωe 并非一致完全能控. 即, 存在一平凡切换路径

σ̄(t) ≡ l, ∀ t ∈ [t0,+∞),使得系统 (1) (即子系统 l)在路径 σ̄ 下不可控.于是,由引理 2可知,必存某个

p
l
∈ C使得子系统 l 的一极点不能配置到 p

l
位置.由定义 1知,这与系统 (1)可任意配置极点相矛盾.

充分性. 由引理 1中 (6)式知 (Ai, Bi), ∀ i ∈ [N ],完全可控.据引理 2及定义 1中所引入的任意切

换路径极点配置的概念, 可知充分性成立.

注释2 与非切换 LTI 系统的极点配置类似, 单输入情形的系统 (1) 的每一子系统 i (∈ [N ]) 的状

态反馈增益矩阵 Fi 都是唯一的.

注释3 因切换 LTI 系统一致完全可控并非是其可镇定极点配置的充要条件, 故对切换 LTI 系统

而言, 任意极点配置可能难以保证其在任意切换路径下具有某期望性能, 尽管其极点可 “任意” 配置.

类似文献 [1]中所给极点配置算法,我们基于定理 1设计系统 (1)的任意极点配置伪代码算法 (见

算法 1).

算法 1 系统 (1) 的任意极点配置的伪代码算法

输入: A1, B1, λ∗
11, λ

∗
12, . . ., AN , BN , λ∗

N1, λ
∗
N2;

主程序计算: Fi;

1: for i = 1 to N do

2: Mi ⇐ [AiBi, Bi];

3: s2 + ai1s+ ai0 ⇐ det(sI −Ai);

4: s2 + a∗i1s+ a∗i0 ⇐ (s− λ∗
i1)(s− λ∗

i2);

5: if rank(Mi) = 2 then

6: F̄i ⇐ [a∗i0 − ai0, a
∗
i1 − ai1];

7: Pi ⇐ Mi

 1 0

ai1 1

;
8: Qi ⇐ P−1

i ;

9: Fi ⇐ F̄iQi;

10: else

11: Fi ⇐ [0, 0];

12: end if

13: i = i+ 1;

14: end for

输出: F1, . . . , FN .

注释4 由算法 1 的第 10 和 11 步可知, 输出 Fi = 0 表示子系统 i 不能完全可控.

3.2 镇定极点配置

例1 考虑含两个子系统的切换 LTI 系统 (1) 以及平衡点 xe
1 = xe

2 = 0. 其中, 矩阵 Ai 和 Bi 分

别为

A1 =

−1 10

40 −2

 , A2 =

 −2 −40

−10 −1

 , B1 =

 0

1

 和 B2 =

 1

0

 .
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给定两个闭环子系统的极点都为如下的一对共轭虚数: {−1 ± 31.6228j}, 其中 j 为虚数单位. 由

3.1小节中所设计的算法 1,可得 F1 = [140, −1]和 F2 = [−1, −140]. 进而得系统 (1)的闭环子系统矩阵

如下:

Af
1 := A1 −B1F1 =

 −1 10

−100 −1

 和 Af
2 := A2 −B2F2 =

 −1 100

−10 −1

 , (7)

此即为文献 [13] 中例 2.1 的子系统矩阵. 故由文献 [13] 中例 2.1 和文献 [24] 中例 2 知, 系统 (1) 在切

换路径

σ1(t) =

 2, as x(t) ∈ II,

1, as x(t) ∈ I, III, IV
(8)

和

σ2(t) =

 1, as x(t) ∈ Ω2,

2, as x(t) ∈ Ω1

(9)

下均全局不稳定. 这里, σ1 和 σ2 分别取自文献 [13, 24]; (8) 式中的 I∼IV 分别表示 R2 内直角坐标系

的第一至第四象限; (9) 式中的区域 Ω1 := {x ∈ R2 : (|x1| − |k1x2|)(|x1| − |k2x2|) < 0} 和 Ω2 := {x ∈
R2 : (|x1| − |k1x2|)(|x1| − |k2x2|) > 0}, 其中, k1 = 45 +

√
2024 和 k2 = 45−

√
2024.

这表明共同极点配置法对镇定任意切换下的系统 (1) 失效. 下面, 考虑不同极点配置法能否有效.

为此, 分别取子系统 1 和 2 的两组极点 {−1 ± 31.6228j} 和 {−1 ± 3.1623j}. 由 3.1 小节所设计的算

法 1, 可得子系统状态反馈增益矩阵分别为 F1 = [140, −1] 和 F̄2 = [−1, −41]. 简单计算可知, 子系

统 1 的状态矩阵 Af
1 := A1 −B1F1 与 (7) 式中的相同, 而子系统 2 的状态矩阵:

Āf
2 := A2 −B2F̄2 =

 −1 1

−10 −1

 . (10)

此时, 系统 (1)在路径 σ1 和 σ2 下全局渐近稳定. 数值仿真见图 1和 2, 它们分别表示系统 (1)在

路径 σ1 和 σ2 下从同一初始状态 x0 = [100, 100]T 出发的轨线. 事实上, 系统 (1) 在某些合适条件下可

任意 PSPs/QSPs 镇定极点配置. 该论断将于第 4 节中的例 2 给出验证.

该算例表明, 为获得单平衡点或多平衡点切换 LTI 系统的诸如渐近稳定性的某些系统性能, 仅依

靠任意极点配置 (即使是共同极点配置) 法不足以达成目的, 还必须添加其他限制条件.

引理3 ([16]) 考虑零输入 (即 u ≡ 0) 的开环系统 (1). 假设坐标原点 x = 0 是所有子系统的共同

唯一稳定焦点, 即对 ∀ i ∈ [N ] 满足

ai11 + ai22 < 0, (ai11 − ai22)
2 − 4(ai11a

i
22 − ai12a

i
21) < 0, (11)

并且存在 N 个常数 Ci > 0 使得

Pi = CiP1, ∀ i ∈ [N ], (12)

其中, C1 = 1 以及 Pi 为

Pi =

 (ai21)
2 0.5ai21(a

i
22 − ai11)

0.5ai21(a
i
22 − ai11) −ai12a

i
21

 . (13)

那么, 系统 (1) 在任意切换路径 σ 下全局渐近稳定.
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图 1 (a) 和 (b) 分别表示系统 (1) 在路径 σ1 和 σ2 下的轨线

Figure 1 (a) and (b) denote the trajectories of system (1) under the switching paths σ1 and σ2, respectively
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图 2 (a)∼(d) 分别表示系统 (1) 在路径 σ1 和 σ2 下轨线及两路径关于时间 t 的信号响应

Figure 2 (a)∼(d) respectively denote the signals of trajectories of system (1) under paths σ1 and σ2, and two paths with
respect to (abbreviated by w.r.t., the same below) time t

引理4 考虑带有形如 (2) 式输入 u 的单平衡点切换闭环 LTI 系统 (1), 其子系统矩阵为

Af
i := Ai −BiFi =

 ai11 − bi1f
i
1 ai12 − bi1f

i
2

ai21 − bi2f
i
1 ai22 − bi2f

i
2

 , ∀ i ∈ [N ]. (14)
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假设平衡点 xe 是所有子系统的单一共同渐近稳定焦点, 即对 ∀ i ∈ [N ] 满足 ai11 + ai22 − (bi1f
i
1 + bi2f

i
2) < 0,

(ai11 − ai22 + bi2f
i
2 − bi1f

i
1)

2 − 4[(ai11 − bi1f
i
1)(a

i
22 − bi2f

i
2)− (ai12 − bi1f

i
2)(a

i
21 − bi2f

i
1)] < 0,

(15)

并且存在 N 个常数 Ci > 0 使得

Pi = CiP1, ∀ i ∈ [N ], (16)

其中, C1 = 1, Pi 为

Pi =

 (ai21 − bi2f
i
1)

2 0.5(ai21 − bi2f
i
1)(a

i
22 − ai11 + bi1f

i
1 − bi2f

i
2)

0.5(ai21 − bi2f
i
1)(a

i
22 − ai11 + bi1f

i
1 − bi2f

i
2) −(ai12 − bi1f

i
2)(a

i
21 − f i

2f
i
1)

 . (17)

那么, 零输入开环系统 (1) 在任意切换路径 σ 下可被 (2) 式所示的状态反馈控制器 u 全局渐近镇定.

证明 将引理 3的 (11)∼(13)式中的 ai11, a
i
12, a

i
21和 ai22分别替换为 ai11−bi1f

i
1, a

i
12−bi1f

i
2, a

i
21−bi2f

i
1

和 ai22 − bi2f
i
2, 可得引理 4 的 (15)∼(17) 式. 故由引理 3 和全局渐近镇定性定义可知引理 4 成立.

定理2 (单平衡点镇定极点配置) 考虑单平衡点 xe 切换 LTI 系统 (1). 给定满足引理 1 中 (6) 式

的矩阵 Ai ∈ R2×2 和 Bi ∈ R2×1 以及极点对 {λ∗
i1, λ

∗
i2} = {α∗

i ± β∗
i j}, ∀ i ∈ [N ]. 若 Ai 和 Bi 及经由任

意极点配置法所得 Fi 满足引理 4 的 (15) 和 (16) 式, 则系统 (1) 关于单平衡点 xe 可任意切换路径全

局渐近镇定极点配置.

证明 因矩阵 Ai 和 Bi 满足引理 1 中 (6) 式, 故由定理 1 可知系统 (1) 可任意切换路径极点配

置. 从而, 由极点配置可得状态反馈矩阵 Fi. 又由命题条件可知, 所得矩阵 Fi 和系统矩阵 Ai 和 Bi 满

足引理 4的 (15)和 (16)式. 故由引理 4及定义 1中所定义的可任意切换路径镇定极点配置的概念推

知该定理结论成立.

注释5 定理 2 仅适用于单平衡点切换系统 (1). 对于多平衡点情形, 定理 2 可能会对某些切换路

径下的切换系统关于某些区域失效. 此论断可基于文献 [26]中反例,构造类似例 1的相应算例来验证.

引理5 (区域镇定性 [44]) 考虑带有形如 (2) 式输入 u 的多平衡点切换 LTI 系统 (1). 若

(i) 对 N 个子系统状态矩阵 Ai −BiFi, 存在非奇异矩阵 P 使得

P−1(Ai −BiFi)P =

 α∗
i β∗

i

−β∗
i α∗

i

 =: Di, ∀ i ∈ [N ], (18)

其中, α∗
i 和 β∗

i ̸= 0 都是实常数, 并且

(ii) 存在 N 个正实常数 Ti 使得
N∑
i=1

α∗
i Ti < 0, (19)

则系统 (1) 可被控制输入 (2) 和带有满足 (19) 式 QSCs Ti 的任意 QSP σ 全局渐近区域镇定, 其中

Ωe :=
∪

i∈[N ]

{
x ∈ R2 : d(x, xe

i ) 6 deα
∗
MT N

[
(N − 1)e2α

∗
MT N (1− e−α∗

mτ )−1 + 2(N − 1)eα
∗
MT +N + 1

] 1
2

}
,

(20)

其中 d := maxi,j∈[N ]{d(xe
i , x

e
j)}, α∗

m := mini∈[N ]{|α∗
i |}, α∗

M := maxi∈[N ]+{α∗
i }, τ := mini∈[N ]−{Ti},

T := maxj∈[N ]+{Tj}, [N ]− := {i ∈ [N ] : α∗
i 6 0}, [N ]+ := {i ∈ [N ] : α∗

i > 0}, 以及所有 α∗
i 与 (18) 式

相同.
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引理6 考虑 Ai = (aijk) ∈ R2×2 和 Bi = [bi1, b
i
2]

T ∈ R2×1 以及 Fi = [f i
1, f

i
2] ∈ R1×2, ∀ i ∈ [N ]. 令

ai := ai11 − bi1f
i
1, bi := ai12 − bi1f

i
2, ci := ai21 − bi2f

i
1, di := ai22 − bi2f

i
2, ∀ i ∈ [N ], (21)

则矩阵 Af
i := Ai −BiFi, ∀ i ∈ [N ], 两两可交换的充要条件是, 如下 3 个条件同时成立:

b1
c1

=
b2
c2

= · · · = bN
cN

, (22)

b1 − c1
a1 − d1

=
b2 − c2
a2 − d2

= · · · = bN − cN
aN − dN

, (23)

和
b1 + c1
a1 − d1

=
b2 + c2
a2 − d2

= · · · = bN + cN
aN − dN

. (24)

证明 根据 Af
i := Ai −BiFi, ∀ i ∈ [N ], 和 (21) 式, 经直接计算可得

Af
i A

f
j =

 ai bi

ci di

 aj bj

cj dj

 =

 aiaj + bicj aibj + bidj

ciaj + dicj cibj + didj

 , (25)

Af
jA

f
i =

 aj bj

cj dj

 ai bi

ci di

 =

 aiaj + cibj biaj + dibj

aicj + cidj bicj + didj

 , ∀ i, j ∈ [N ]. (26)

由 (25) 和 (26) 式以及 (Ai −BiFi)(Aj −BjFj) = (Aj −BjFj)(Ai −BiFi), ∀ i, j ∈ [N ], 可得

Af
i A

f
j = Af

jA
f
i ⇐⇒



aiaj + bicj = aiaj + cibj ,

aibj + bidj = biaj + dibj ,

aicj + cidj = ciaj + dicj ,

cibj + didj = bicj + didj ,

(27)

=⇒


bicj = cibj ,

(bi + ci)(aj − dj) = (bj + cj)(ai − di),

(bi − ci)(aj − dj) = (bj − cj)(ai − di),

(28)

⇐⇒



bi
bj

=
ci
cj
,

bi + ci
ai − di

=
bj + cj
aj − dj

,

bi − ci
ai − di

=
bj − cj
aj − dj

,

∀ i, j ∈ [N ]. (29)

要证明充要性, 只需证明

(29) ⇒ (27). (30)

由 (29) 式, 得

bi − ci
ai − di

=
bj − cj
aj − dj

⇒ ai(bj − cj)− di(bj − cj) = bi(aj − dj)− ci(aj − dj)

⇒ aibj + bidj = (biaj + dibj) + (aicj + cidj)− (ciaj + dicj), (31)
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bi + ci
ai − di

=
bj + cj
aj − dj

⇒ ai(bj + cj)− di(bj + cj) = bi(aj − dj) + ci(aj − dj)

⇒ aibj + bidj = (biaj + dibj)− (aicj + cidj) + (ciaj + dicj). (32)

再由 (31) 和 (32) 式, 得

aibj + bidj = biaj + dibj 和 aicj + cidj = ciaj + dicj . (33)

根据 bi
bj

= ci
cj

⇒ bicj = cibj , 可知 (30) 式成立.

因此, 引理 6 的充分性和必要性可由 (22)∼(24) 式以及 (27)∼(30) 式得到.

注释6 若所有或部分状态反馈矩阵 Fk = 0, 则 (22)∼(24) 式仍可能成立.

注释7 对于引理 6 及其证明过程中相关等式中的分数, 若某分数的分母为零, 则在与之相应等

式中的另一分数的分母亦为零. 此时, 相应分数等式中分数的分子皆可为任意有限实数.

定理3 (多平衡点镇定极点配置 1) 考虑多平衡点切换 LTI 系统 (1) 和如 (20) 式所示的区域 Ωe.

给定满足引理 1 中 (6) 式的 Ai ∈ R2×2 和 Bi ∈ R2×1 以及满足引理 5 中 (19) 式的任意 Ti > 0 和任意

极点对 {λ∗
i1, λ

∗
i2} = {α∗

i ± β∗
i j}, ∀ i ∈ [N ]. 若 Ai 和 Bi 以及经由极点配置法所得 Fi 满足引理 6 中的

(22)∼(24) 式, 则系统 (1) 关于区域 Ωe 可任意 QSPs 全局渐近镇定极点配置. 其中, QSPs 中 QSCs Ti

满足 (19) 式.

证明 对所有 i, j ∈ [N ], 下式成立

DiDj =

 αi βi

−βi αi

 αj βj

−βj αj

 =

 αiαj − βiβj αjβi + αiβj

−αjβi − αiβj αiαj − βiβj

 =

 αj βj

−βj αj

 αi βi

−βi αi

 = DjDi.

(34)

由 (34) 式可知, 存在一个非奇异矩阵 P1 使得

P1DkP
−1
1 = diag

{
λ∗
k1, λ

∗
k2

}
, ∀ k ∈ [N ]. (35)

由 (35) 式和引理 5 中的 (18) 式, 得

P1P
−1Af

kPP−1
1 = P1P

−1(Ak −BkFk)PP−1
1 = P1DkP

−1
1 = diag

{
λ∗
k1, λ

∗
k2

}
, ∀ k ∈ [N ]. (36)

易见, P̄ := P1P
−1 非奇异. 故由 (36) 式, 知所有矩阵 Af

k 可同时对角化. 据此易证满足 (18) 式的

所有矩阵 Af
k 两两可交换. 因此, 根据定义 1 以及引理 5 和 6, 可推知定理 3 成立.

注释8 由定理 2 和 3 知, 切换 LTI 系统可镇定极点配置实际上已失去了极点配置的任意性. 其

本质是必须满足某些合适条件的极点配置.

注释9 定理 2 和 3 中系统 (1) 的全部极点必须都是具有负实部/正实部的共轭复数. 为克服这

种局限性, 下面将给出一个放宽条件的系统 (1) 可镇定极点配置的结论.

引理7 考虑多平衡点切换 LTI 系统 (1) 和如 (20) 式所示的区域 Ωe. 假设矩阵 Af
i := Ai −BiFi,

∀ i ∈ [N ], 满足引理 6 中的 (22)∼(24) 式以及

max

{
N∑
i=1

Re(λ∗
i1)Ti,

N∑
i=1

Re(λ∗
i2)Ti

}
< 0, (37)
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其中, λ∗
i1 和 λ∗

i2 是矩阵 Af
i = Ai − BiFi, ∀ i ∈ [N ], 的特征值. 则系统 (1) 关于区域 Ωe 可被状态反馈

增益矩阵 Fi 以及满足 (37) 式的 QSCs Ti ∈ R+ 的任意 QSPs σ 全局区域渐近镇定.

证明 由引理 6, 知矩阵 Af
i , ∀ i ∈ [N ], 两两可交换. 故由文献 [26] 中的定理 1, 知引理 7 成立.

定理4 (多平衡点镇定极点配置 2) 考虑多平衡点切换 LTI 系统 (1) 和如 (20) 式所示的区域 Ωe.

给定满足引理 1 中 (6) 式的 Ai ∈ R2×2 和 Bi ∈ R2×1 以及满足引理 7 中 (37) 式的任意 Ti > 0 和任意

极点对 {λ∗
i1, λ

∗
i2}, ∀ i ∈ [N ]. 若 Ai 和 Bi 以及经由极点配置法所得 Fi 满足引理 6 中的 (22)∼(24) 式,

则系统 (1) 关于区域 Ωe 可任意 QSPs 全局区域渐近镇定极点配置. 其中, QSPs σ 中的 QSCs Ti 满足

(37) 式.

证明 该结论可由引理 7 和定义 1 直接得到.

注释10 由注释 6 和定理 2∼4 可知, 当经由极点配置法镇定切换 LTI 系统时, 我们不必要求所

有子系统都完全可控.

注释11 定理 4 与定理 2 和 3 的主要区别在于, 前者允许配置子系统 i 的某些或全部极点为实

数, 而后者只允许配置子系统 i 的极点为共轭复数. 即定理 4 的条件适用范围比定理 2 和 3 较宽松.

注释12 由引理 7 中 (37) 式和引理 5 中 (19) 式可知, 用定理 3 和 4 所述极点配置法镇定切换

LTI 系统时, 不必将所有闭环子系统的全部极点都配置到复左半平面. 相反地, 可以将某些或全部矩

阵 Ai −BiFi 的全部或部分极点配置到右复半平面内的合适位置. 见 4 节的例 2.

注释13 对于不能通过状态反馈控制来改变子系统平衡点类型 (如鞍点)的某些切换 LTI可控系

统, 为了获取其诸如渐近镇定性等更好的系统性能, 我们必须将部分或全部子系统的极点配置到右复

半平面内的合适位置. 此即为切换 LTI 系统极点配置到右复半平面内的理论意义. 另一方面, 若将复

平面原坐标系经由合适的非奇异线性坐标变换后,将直线
∑N

i=1 α
∗Ti = 0或直线 max{

∑N
i=1 Re(λ

∗
i1)Ti,∑N

i=1 Re(λ
∗
i2)Ti} = 0 转化为复平面的虚轴, 则由引理 5 中 (19) 式和引理 7 中 (37) 式可知, 将部分或

全部子系统的极点配置到旧坐标系下的右复半平面内,其本质是将全部子系统极点都配置到新坐标系

下的左复半平面内. 该意义下的切换 LTI 系统极点配置的含义与非切换 LTI 系统极点配置的含义相

吻合. 此亦即为切换 LTI 系统极点配置到右复半平面内的几何意义.

3.3 算法

基于 3.2 小节所得定理 2 和 4, 本小节将分别给出切换系统 (1) 的单平衡点任意切换路径镇定极

点配置伪代码算法 2 和多平衡点任意 QSPs 镇定极点配置伪代码算法 3.

注释14 若算法 2 和 3 的输出 F = 0, 则表示系统 (1) 不能任意 QSPs 全局渐近镇定极点配置;

若输出 F ̸= 0, 则表示系统 (1) 可任意 QSPs 全局渐近镇定极点配置.

4 数值例子

本节通过一个数值仿真算例来验证所得镇定极点配置结论的有效性和可操作性.

例2 考虑含 3 个子系统的切换系统 (1), 其子系统平衡点分别为 xe
1 = [10, 10], xe

2 = [0, 0] 及

xe
3 = [−10,−10]. 其中, Ai 和 Bi, i = 1, 2, 与 3.2 小节中例 1 的相同, 而 A3 和 B3 为

A3 =

 1 −2

2 −3

 , B3 =

 0

−1

 .
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算法 2 单平衡点切换 LTI 系统 (1) 的任意切换路径镇定极点配置的伪代码算法

输入: A1, B1, λ∗
11, λ

∗
12, . . ., AN , BN , λ∗

N1, λ
∗
N2;

主程序计算: F , Fi;

1: for i = 1 to N do

2: Mi ⇐ [AiBi, Bi];

3: s2 + ai1s+ ai0 ⇐ det(sI −Ai);

4: s2 + a∗i1s+ a∗i0 ⇐ (s− λ∗
i1)(s− λ∗

i2);

5: if rank(Mi) = 2 then

6: F̄i ⇐ [a∗i0 − ai0, a
∗
i1 − ai1];

7: Ni ⇐ Mi

 1 0

ai1 1

;
8: Qi ⇐ N−1

i ;

9: Fi ⇐ F̄iQi;

10: else

11: Fi ⇐ [0, 0];

12: end if

13: Af
i ⇐ Ai −BiFi;

14: ai ⇐ Af
i (1, 1);

15: bi ⇐ Af
i (1, 2);

16: ci ⇐ Af
i (2, 1);

17: di ⇐ Af
i (2, 2);

18: Pi ⇐

 c2i 0.5(di − ai)ci

0.5(di − ai)ci −bici

;
19: ki ⇐

c2i
c21

;

20: Di ⇐ ai + di;

21: Ei ⇐ (ai − di)
2 − 4(aidi − bici);

22: i = i+ 1;

23: end for

24: F ⇐ 2× 2 空矩阵;

25: for i = 1 to N do

26: if Pi = kiP1 且 Di < 0 且 Ei < 0 then

27: F ⇐ [F ;Fi];

28: else

29: F
′
i = [0, 0];

30: F ⇐ [F ;F
′
i ];

31: end if

32: i = i+ 1;

33: end for

输出: F , F1, . . . , FN .

取子系统 1∼3 的 3 组极点分别为 {−1 ± 31.6228j}, {−1 ± 3.1623j} 和 {1 ± 6.3246j}. 易验证引
理 5 中 (19) 式对任意 CPSC T > 0 都成立. 根据 3.3 小节所设计的算法 2, 可得子系统分布式状态

反馈增益矩阵 Fi 分别为 F1 = [140, −1], F̄2 = [−1, −41] 和 F3 = [18, 4]. 于是, Af
1 := A1 − B1F1 和

Āf
2 := A2 −B2F2 分别与例 1 中的 (7) 和 (10) 式相同, 而 Af

3 := A3 −B3F3 为

Af
3 := A3 −B3F3 =

 1 −2

20 1

 . (38)
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算法 3 多平衡点切换 LTI 系统 (1) 的任意 QSPs/PSPs 镇定极点配置的伪代码算法

输入: A1, B1, λ∗
11, λ

∗
12, T1 > 0, . . ., AN , BN , λ∗

N1, λ
∗
N2, TN > 0;

主程序计算: F , Fi;

1: S1 ⇐ 0;

2: S2 ⇐ 0;

3: for i = 1 to N do

4: while i 6 N do

5: S1 ⇐ S1+Re(λ∗
i1)Ti;

6: S2 ⇐ S2+Re(λ∗
i2)Ti;

7: end while

8: end for

9: S ⇐ max{S1, S2};
10: for i = 1 to N do

11: Mi ⇐ [AiBi, Bi];

12: s2 + ai1s+ ai0 ⇐ det(sI −Ai);

13: s2 + a∗i1s+ a∗i0 ⇐ (s− λ∗
i1)(s− λ∗

i2);

14: if rank(Mi) = 2 then

15: F̄i ⇐ [a∗i0 − ai0, a
∗
i1 − ai1];

16: Pi ⇐ Mi

 1 0

ai1 1

;
17: Qi ⇐ P−1

i ;

18: Fi ⇐ F̄iQi;

19: else

20: Fi ⇐ [0, 0];

21: end if

22: Af
i ⇐ Ai −BiFi;

23: ai ⇐ Af
i (1, 1);

24: bi ⇐ Af
i (1, 2);

25: ci ⇐ Af
i (2, 1);

26: di ⇐ Af
i (2, 2);

27: k1i ⇐ bi
ci
;

28: k2i ⇐ bi−ci
ai−di

;

29: k3i ⇐ bi+ci
ai−di

;

30: i = i+ 1;

31: end for

32: F ⇐ F1;

33: for i = 1 to N − 1 do

34: if S < 0 且 k1i = k1i+1 且 k2i = k2i+1 且 k3i = k3i+1 then

35: F ⇐ [F ;Fi+1];

36: else

37: F ⇐ [0, 0];

38: F
′
i+1 = [0, 0];

39: F ⇐ [F ;F
′
i+1];

40: end if

41: i = i+ 1;

42: end for

输出: F , F1, . . ., FN .
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图 3 (a)∼(f) 分别表示系统 (1) 在路径 σ1 ∼ σ6 下从 (IS1) 组相应初始状态出发的轨线

Figure 3 (a)∼(f) respectively denote the trajectories of system (1) under the paths σ1 ∼ σ6 starting from the correspond-

ing initial states in the set (IS1)

根据 (7), (10) 和 (38) 式, 容易验证引理 6 中的 (22)∼(24) 式对 Af
1 , Ā

f
2 和 Af

3 成立. 因此, 定理 3 的

所有条件都满足. 由定理 3 可知, 系统 (1) 关于区域

Ωe =
∪
i∈[3]

{
x ∈ R2 : d(x, xe

i ) 6 197.45
}

(39)

可任意 PSPs/QSPs 全局区域渐近镇定极点配置.

为验证上述论段,分别取 6个 PSPs/QSPs σ1 ∼ σ6 为 {2, 3, 1}, {3, 1, 2}, {1, 2, 3}, {3, 2, 1}, {2, 1, 3}
和 {1, 3, 2}, 以及 CPSCs T = 0.2356 和 QSCs: T1 = 0.2 + 0.08 × rand, T1 = 0.2 + 0.1 × rand 和

T1 = 0.2 + 0.12× rand, 其中, rand 是介于 0 和 1 之间的随机数. 取两组初始状态如下: (IS1) X1 = xe
2,

X2 = xe
3, X3 = xe

1, X4 = [−500, 0], X5 = −X6 = [500, 500]; (IS2) X1 = xe
1, X2 = xe

2, X3 = xe
3,

X7 = [0, 300], X8 = −X9 = [300,−300]. 数值仿真结果见图 3∼7. 其中, 图 3 和 4 分别表示系统 (1) 在

σ1 ∼ σ6 下从两组初始状态 (IS1)和 (IS2)出发的轨线.图 5∼7表示系统 (1)关于时间 t的状态以及切

换路径 σ1 ∼ σ6 的信号响应. 图 3∼7 易见, 当时间趋于无穷大时, 系统 (1) 在路径 σi 下的轨线很快收

敛于区域 Ωe. 这表明定理 3 和算法 3 的有效性和可操作性.

5 结论

本文研究了多平衡点二维切换 LTI 系统的极点配置问题. 给出了若干极点配置结论, 并设计了相

应算法. 尽管我们仅考虑了二维切换 LTI 系统的极点配置, 但是本文所得新结论表明: 经由极点配置
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图 4 (a)∼(f) 分别表示系统 (1) 在路径 σ1 ∼ σ6 下从 (IS2) 中相应初始状态出发轨线

Figure 4 (a)∼(f) respectively denote the trajectories of system (1) under the paths σ1 ∼ σ6 starting from the correspond-

ing initial states in the set (IS2)
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图 5 (a)∼(d) 分别表示系统 (1) 在路径 σ1 和 σ2 下从初始状态 xe
1 和 xe

2 出发关于时间 t 的轨线以及路径 σ1 和

σ2 关于时间 t, 初始状态 xe
1 和 xe

2 的信号响应

Figure 5 (a)∼(d) respectively denote the trajectories of system (1) under the paths σ1 and σ2 starting from the initial
states xe

1 and xe
2, and the responses of the paths σ1 and σ2 w.r.t. the time t, xe

1 and xe
2

法来镇定切换 LTI 系统时, 不必将所有闭环子系统的全部极点都配置到左复半平面内. 事实上, 可以

把部分或全部子系统的全部或部分极点配置到右复半平面的合适位置. 所得这些结论, 虽然仅适用于
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图 6 (a)∼(d) 分别表示系统 (1) 在路径 σ3 和 σ4 下从初始状态 xe
3 和 X7 出发关于时间 t 的轨线以及路径 σ3 和

σ4 关于时间 t, 初始状态 xe
3 和 X7 的响应

Figure 6 (a)∼(d) respectively denote the trajectories of system (1) under the paths σ3 and σ4 starting from the initial

states xe
3 and X7, and the responses of the paths σ3 and σ4 w.r.t. the time t, xe

3 and X7
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图 7 (a)∼(d) 分别表示系统 (1) 在路径 σ5 和 σ6 下从初始状态 X8 和 X9 出发关于时间 t 的轨线以及路径 σ5

和 σ6 关于时间 t, 初始状态 X8 和 X9 的信号响应

Figure 7 (a)∼(d) respectively denote the trajectories of system (1) under the paths σ5 and σ6 starting from the initial
states X8 and X9, and the responses of the paths σ5 and σ6 w.r.t. the time t, X8 and X9

单输入情形, 但是我们可以类似得到该类切换系统的多输入极点配置结论; 都基于如下假设: 所有子

系统状态必须完全信息. 若系统状态不完全信息, 则需要设计相应观测器才能达到系统镇定极点配置
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目的. 而与极点配置密切相关的该类切换 LTI 系统的状态观测器、跟踪、鲁棒性、二次线性最优控制

等问题, 以及高维多平衡点切换系统的极点配置, 将是我们以后的研究工作.
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Abstract This paper discusses the pole assignment issues of two-dimensional switched linear time-invariant

(LTI) systems with multiple equilibria. For the case in which each subsystem has a unique equilibrium point,

a necessary and sufficient condition of arbitrary pole assignments for such switched LTI systems with multiple

equilibria is proposed. A numerical example shows that even when all the poles of all the closed-loop subsystems

are assigned to only two locations on the left-half side of the complex plane, the overall switched LTI systems

may not be stable under arbitrary switching. For switched systems in which all the subsystems have a common

single equilibrium point or different multiple equilibria, several sufficient criteria of stabilizing pole assignments

and corresponding algorithms are proposed. The results imply that to stabilize switched LTI systems via the pole

assignment method, all or some of the poles of some or all the subsystems can be assigned to suitable locations

on the right-half side of the complex plane. An illustrative example shows that our new results are very effective

and practical.

Keywords switching systems, linear subsystems, state feedback, stabilization control, multiple equilibria, pole

assignment, algorithms
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