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摘要 本文基于矩阵半张量积方法研究了带有敌对输入的异步时序机的控制问题. 首先, 利用矩阵半

张量积, 给出了带有敌对输入的异步时序机动态行为的代数表示. 接着, 通过分析具体的控制过程设

计了具有最小状态集的控制器并给出了控制器状态转移结构矩阵和输出结构矩阵的赋值算法. 其次,

基于带有敌对输入的异步时序机的代数表示和控制器的赋值算法给出了整个闭环系统的动态行为的

代数表示, 从而验证本文理论结果的正确性. 最后, 利用具体实例说明了本文所提方法的的可行性和

有效性.
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1 引言

异步时序机又称为无时钟逻辑电路 [1]. 由于无时钟性, 异步时序机的状态转移能够快速发生, 在

高速计算系统 [2], 并行计算系统 [3, 4] 以及分子生物学 [5] 等领域都有着重要的应用.

近年来, 异步时序机的控制问题得到了广泛的研究. 在众多的理论成果中, 模型匹配是应用最为

广泛和成功的方法. 21世纪初, Murphy [6] 首先利用模型匹配方法解决了带有临界竞争的输入/状态型

(即异步时序机的输出与状态相同) 异步时序机控制问题, 2005 年, Geng 等 [7] 利用模型匹配问题解决

了输入/输出型异步时序机的控制问题. 所谓模型匹配, 就是利用异步时序机的无时钟性, 依据基本操

作模式的规则来设计控制器使得控制器与所控异步时序机所组成的闭环系统与另一满足要求的异步

时序机在稳定转移状态下的输入/输出行为一致.
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在现代控制系统中, 一个不容忽视的问题就是不受控制的敌对输入的干扰. 所谓敌对输入, 就是

指一个模型不确定或者未知的干扰动作为输入进入异步时序机并使其发生状态转移. 目前, 对带有敌

对输入的异步时序机的控制主要是基于模型匹配思想实现. 例如, 对于带有敌对输入的输入/输出型

异步时序机的矫正控制 [8], 关于带有敌对输入的异步时序机的状态反馈控制 [9], 对于出现敌对输入的

异步时序机的矫正控制 [10], 抵消异步时序机敌对输入的影响 [11] 等. 这些文献给出了控制器存在的充

分必要条件并以状态转移规则的形式给出了控制问题的解. 但是这些文献所给出的结果存在一定的缺

陷:一方面,所设计控制器的状态变量过多,需要进一步的操作来减少状态集中元素的个数; 另一方面,

通过状态转移规则的形式给出控制问题的解, 操作过程比较繁琐且不便于利用计算机等工具来实现.

矩阵为解决离散动态事件系统问题提供了一种便捷的方法. 近年来,中国科学院的程代展等 [12, 13]

提出了一种新的矩阵乘法 —— 矩阵半张量积 (semi-tensor product, STP). 矩阵半张量积突破了传统

矩阵乘法的维数限制, 被成功应用到布尔网络 [14∼17], petri 网 [18∼20] 以及有限自动机 [21∼23] 等领域.

文献 [24,25] 分别利用矩阵半张量积方法解决了输入/状态型异步时序机和输入/输出型异步时序机的

控制问题. 特别地, 文献 [26] 给出了异步时序机模型匹配过程中骨架矩阵的求解方法, 而文献 [27, 28]

则利用矩阵半张量积方法解决了开关异步时序机和复合异步时序机的模型匹配问题.通过查阅文献发

现, 目前仍没有一种简洁的方法来解决带有敌对输入的异步时序机的控制问题. 本文将利用矩阵半张

量积来解决带有敌对输入的异步时序机的控制问题. 本文的主要创新点如下:

(1) 利用矩阵半张量积, 给出了带有敌对输入的异步时序机和闭环系统的代数表示.

(2) 利用最小状态集来设计控制器, 大大降低了计算复杂度.

(3)提出了控制器的转移结构矩阵和输出结构矩阵的赋值算法,赋值算法只涉及矩阵运算,操作简

单方便易于实现.

本文的结构为: 第 2 节介绍了关于矩阵半张量积和带有敌对输入的异步时序机的基础知识. 第 3

节首先给出了带有敌对输入的异步时序机的代数表示方法,接着分析了带有敌对输入的异步时序机的

控制问题并设计了控制器结构矩阵的赋值算法, 最后给出了闭环系统的代数表示. 第 4 节用具体实例

阐释本文所给的理论结果的有效性和可行性. 第 5 节对本文进行了总结.

2 基础知识

2.1 符号说明

• Mm×n 表示 m× n 维实矩阵所构成的集合.

• Rn 表示实数域 n 维列向量所构成的集合.

• Colj(M) 表示矩阵 M 的第 j 列, Col(M) 表示矩阵 M 所有列所构成的集合.

• δjn := Colj(In), 其中 In 为单位矩阵. 令 δ0n := [0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

]T.

• ∆n := {δ1n, . . . , δnn}; ∆̃n := {δ0n, δ1n, . . . , δnn}.
• 1n ∈ Rn 表示元素全为 1 的行向量.

• 若 Col(M) ⊆ ∆m (相应地, Col(M) ⊆ ∆̃m), 则称 M ∈ Mm×n 为逻辑矩阵 (相应地, 广义逻辑矩

阵). 用 Lm×n (相应地, L̃m×n) 表示 m× n 维逻辑矩阵 (相应地, 广义逻辑矩阵) 所构成的集合.

• 如果 M ∈ Lm×n (相应地, L̃m×n), 则将其表示为 M = [δi1m, . . . , δinm ], 简记为 M = δm[i1, i2, . . . , in],

其中 ik ∈ {0, 1, . . . ,m}, k = 1, 2, . . . , n.
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2.2 矩阵半张量积

本小节介绍本文中将会用到的一些关于矩阵半张量积的预备知识. 有关矩阵半张量积的详细知识

见文献 [12].

定义1 ([12]) 令 A ∈ Mm×n, B ∈ Mp×q, 则矩阵 A 与 B 的半张量积定义如下:

AnB = (A⊗ It/n)(B ⊗ It/p), (1)

其中 t = lcm(n, p) 表示 n 和 p 的最小公倍数. ⊗ 表示矩阵的 Kronecker 积.

当 n = p 时, 有 An B = AB, 即矩阵半张量积为普通矩阵乘积的推广. 本文中, 在不引起混淆的

情况下省略符号 “n ”.

定义2 ([12]) 交换矩阵 W[m,n] 为 mn×mn 矩阵, 其定义如下:

W[m,n] = δmn [1,m+ 1, . . . , (n− 1)m+ 1, 2,m+ 2, . . . (n− 1)m+ 2,m, 2m, . . . , nm] . (2)

当 m = n 时, 记 W[m,n] = W[n].

引理1 ([12]) 设 X ∈ Rn, Y ∈ Rm, 则 W[m,n]XY = Y X, W[n,m]Y X = XY .

引理2 ([12]) 设 A ∈ Mm×n,

(1) 令 X ∈ Rt, 则 AX = X(It ⊗A);

(2) 令 X ∈ Rt, 则 XA = (It ⊗A)X.

引理3 ([12]) 设 Φn = diag[δ1n, δ
2
n, . . . , δ

n
n ] 为降幂矩阵. 则

X2 = ΦnX, (3)

其中 X ∈ ∆̃n.

引理4 ( [25]) 设 δj1m1
n δj2m2

n · · · n δjtmt
= δlm1×m2×···×mt

为 t 个逻辑列向量的半张量积. 则

δjimi
= Si n δlm1×m2×···×mt

, i = 1, 2, . . . , t, 其中 Si 的定义如下:

Si = 1m1×···×mi−1 ⊗ Imi ⊗ 1mi+1×···×mt. (4)

2.3 带有敌对输入的异步时序机

本小节介绍本文将要用到的关于带有敌对输入的异步时序机的一些概念和性质.

因为带有敌对输入,所以带有敌对输入的异步时序机的输入变量分为两种: 一种为正常输入,正常

输入既可观又可控;另一种就是敌对输入,敌对输入只可观不可控.用六元组 Σ = (A×B, Y,X, x0, f, h)

来表示带有敌对输入的异步时序机, 其中 A 为正常输入集, B 为敌对输入集, Y 为输出集, X 为状态

集; x0 为初始状态, f : X × A× B → X 和 h : X × A× B → Y 分别为状态转移函数和输出函数且定

义如下:

xk+1 = f(xk, (uk, ωk)), yk = h(xk, (uk, ωk)), k = 0, 1, 2, . . . , (5)

其中 uk 为正常输入变量, ωk 为敌对输入变量, yk 为状态 xk 所对应的输出.本文主要研究带有敌对输

入的输入/状态型异步时序机, 即 Y = X 且 yk = xk, k = 0, 1, 2, . . ..

若函数 f(x, (u, ω)) 有定义, 则称三元组 (x, (u, ω)) 为有效对. 若 f(x, (u, ω)) = x, 则称有效对

(x, (u, ω)) 为稳定组合, 否则称其为转移组合. 当输入 (u, ω) 保持不变时, 稳定组合将保持不变, 而转
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图 1 带有敌对输入的闭环系统 Σ|C

Figure 1 The closed-loop system Σ|C with an adversarial input

移组合将发生一系列的状态转移 x1 = f(x, (u, ω)), x2 = f(x1, (u, ω)), . . .. 当存在状态 x′ 使得 x′ =

f(x′, (u, ω)) 时, 状态转移 x1 = f(x, (u, ω)), x2 = f(x1, (u, ω)), . . . 将停止, 称 x′ 为 x 关于 (u, ω) 的下

一稳定状态; 当不存在这样的状态 x′ 时, 状态转移将一直进行下去, 此时称三元组 (x, (u, ω)) 为一个

无限环. 本文中所考虑的异步时序机不包含无限环.

定义异步时序机 Σ 的稳定状态转移函数为 s(x, (u, ω)) = x′, 其中 x′ 称为 x 关于 (u, ω) 的下

一稳定状态. 以稳定状态转移函数代替 Σ 的状态转移函数将可以得到对应的稳定异步时序机, 即

Σ|s = (A×B, Y,X, x0, s, h).

当异步时序机与其他一个或多个异步时序机相连接时, 它们就构成了一个闭环系统. 用 Σ|C 表示

图 1 中控制器 C 与被控的带有敌对输入的异步时序机 Σ 相连接所构成的闭环系统. 由于异步时序机

的无时钟性, 不包含无限环的异步时序机的动态行为需按照基本操作模式进行, 即异步时序机或异步

时序机系统在运行时应满足: 当输入变量保持不变时, 状态变量才能发生转移; 而当状态变量稳定时,

输入变量才能被改变. 所以在设计控制器时, 只有当被控异步时序机处于稳定组合时, 控制器才能发

生状态改变.

3 带有敌对输入的异步时序机的矩阵控制方法

3.1 带有敌对输入的异步时序机的代数表示方法

本小节将给出带有敌对输入的输入/状态型异步时序机的代数表示.

考虑带有敌对输入的异步时序机 Σ, 其正常输入集为 A = {u1, u2, . . . , um}, 敌对输入集为 B =

{ω1, ω2, . . . , ωq},状态集为 X = {x1, x2, . . . , xn}. 分别定义 uk, ωg 与 xi 的向量形式为 δkm (1 6 k 6 m),

δgq (1 6 g 6 q) 和 δin (1 6 i 6 n), 记为 uk ∼ δkm, ωg ∼ δgq , xi ∼ δin, 则集合 A, B 与 X 将分别对应 ∆m,

∆q 与 ∆n. 因此, 有效对 (xi, (uk, ωq)) 可被表示为 (δin, (δ
k
m, δgq )) (1 6 i 6 n, 1 6 k 6 m, 1 6 g 6 q). 在

不引起混淆的情况下, 向量形式和符号形式都可以用来表示各个输入变量和状态变量.

根据矩阵半张量积的知识以及输入变量和状态变量的向量表示,可以得到带有敌对输入的异步时

序机 Σ 关于输入 (uk, ωq) 的状态转移矩阵 F (k−1)m+g ∈ Rn×n 的定义如下:

F
(k−1)m+g
j,i =

 1, δjn = f(δin, (δ
k
m, δgq )),

0, δjn ̸= f(δin, (δ
k
m, δgq )).

(6)

带有敌对输入的异步时序机 Σ 的状态转移结构矩阵为 F = [F 1, F 2, . . . , Fmq] ∈ Rn×mnq. 类似地,

可以定义带有敌对输入的异步时序机关于稳定状态转移函数的稳定状态转移结构矩阵 FS 和关于输

出函数的输出结构矩阵 H.
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引理5 假设 F 为带有敌对输入的异步时序机 Σ 的状态转移结构矩阵, x(1) 为其初始状态, 则 Σ

的动态行为可用如下等式表示:

x(t+ 1) = Fu(t)ω(t)x(t), (7)

其中 x(t), u(t) 和 ω(t) 分别为状态、正常输入和敌对输入的向量形式.

3.2 带有敌对输入的异步时序机控制问题解的存在性

文献 [9] 提出了带有敌对输入的异步时序机控制问题的解存在的充分必要条件. 为了便于研究带

有敌对输入的异步时序机的具体控制过程, 本小节首先给出文献 [9] 所得到的一些理论结果.

给定输入/状态型异步时序机 Σ = (A×B,X,X, x0, f, h), 定义集合 UAB(x) ⊂ A×B, 其元素为能

够与状态 x 形成稳定组合的所有输入字符. 基于集合 UAB , 分别定义关于正常输入集 A 和敌对输入

集 B 的如下两个集合:

UA(x, ω) = {u ∈ A |(u, ω) ∈ UAB(x)}, (8)

UB(x, u) = {ω ∈ B |(u, ω) ∈ UAB(x)}. (9)

基于等式 (8)和 (9), 文献 [9]分别给出了关于正常输入集 A和敌对输入集 B 的骨架矩阵的定义.

定义3 ([9]) X = {x1, x2, . . . , xn} 为异步时序机 Σ 的状态集, 定义 n × n 矩阵 KA(Σ, ω) 为关

于敌对输入 ω 的正常骨架矩阵. 其元素定义为: 当存在 u ∈ A 使得 ω ∈ UB(xi, u) 并且存在输入为

e = e0e1 · · · ep−1 的序列使得状态 xi 可稳定到达 xj , 其中 ek = (uk, ω), k = 0, 1, . . . , p − 1, 则令 (i, j)

元素为 KAij(Σ, ω) = 1; 否则令 KAij(Σ, ω) = 0. 定义 n× n 矩阵 KA(Σ, B) 为关于敌对输入集 B 的正

常骨架矩阵. 其元素定义为: 当所有与状态 xi 形成稳定组合的敌对输入 ω 都有 KAij(Σ, ω) = 1 时, 令

KAij(Σ, B) = 1; 否则令 KAij(Σ, B) = 0.

定义4 ([7]) 定义 n×n矩阵 KB(Σ, ω)为关于敌对输入 ω的敌对骨架矩阵. 其元素定义为:当存在

u ∈ UA(xi, ω
′) (ω′ ∈ B 且 ω′ ̸= ω) 使得 xj = s(xi, (u, ω)) 时, 令 KBij(Σ, ω) = 1; 否则 KBij(Σ, ω) = 0.

本文所考虑的异步时序机 Σ = (A×B,X,X, x0, f, h) 为带有敌对输入 ω ∈ B 的输入/状态型异步

时序机. 假设 Σ′ = (A,X,X ′, x0, s
′, h) 为状态集与 Σ 状态集相同, 输入集与 Σ 的正常输入集相同的不

带有敌对输入的异步时序机. 则带有敌对输入的异步时序机的控制问题可以转化为模型匹配问题: 寻

找控制器使得 Σ|C 与 Σ′ 稳定等价, 即在稳定状态转移函数下 Σ|C 与 Σ′ 的输入/输出行为等价. 基于

上述两类骨架矩阵的定义, 文献 [9] 根据模型匹配的思想给出了带有敌对输入的异步时序机控制问题

的解存在的充分必要条件.

引理6 ([9]) 令 Σ = (A × B,X,X, x0, f, h) 为带有敌对输入 ω ∈ B 的输入/状态型异步时序机.

Σ′ = (A,X,X ′, x0, s
′, h) 的状态集与 Σ 状态集相同, 输入集与 Σ 的正常输入集相同. 则下面的两条叙

述等价:

(1)存在状态反馈控制器 C 使得闭环系统 ΣC|s 与异步时序机 Σ′ 是稳定等价的,其中 ΣC 满足基

本操作模式.

(2) 骨架矩阵满足 KA(Σ, B) > K(Σ′), 其中 K(Σ′) 为异步时序机 Σ′ 的正常骨架矩阵, 并且有

KA(Σ, ω) > KT
B(Σ, ω), ∀ω ∈ B, 其中 KT

B(Σ, ω) 为骨架矩阵 KB(Σ, ω) 的转置.
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3.3 带有敌对输入的异步时序机的控制问题的分析

本小节考虑当控制器 C 存在时, 具体的控制过程.

假设异步时序机 Σ 和 Σ′ 的初始状态为 x0 = xi, 设控制器 C 的初始状态为 ξ0 = ξ1. 根据图 1 中

的闭环系统的结构图可以得到控制器 C 的转移过程如下:

(1) 当正常输入和敌对输入分别变为 v 和 ω 时, 异步时序机 Σ′ 将转移至稳定状态 s′(x′
i, v) = x′

j .

因为控制器 C 存在, 由文献 [9] 可知, 存在输入字符串 u = u1u2 · · ·ut′ 使得 s(u, ωg, xi) = xj .

(2) 为使控制器 C 依次输出字符串 u = u1u2 · · ·ut, 首先使其转移至状态 fC(xi, v, ω, ξ1) := ξ2, 并

令其输出为 yC = hC(xi, v, ω, ξ2) := u1. 当异步时序机 Σ 的输入变为 yC = hC(xi, v, ω, ξ2) := u1 时, 它

将发生一系列的状态转移,即 fΣ(xi, yC), fΣ(fΣ(xi, yC), yC), . . . , s(xi, yC) = s(xi, u1) := x1,并同时输出

fΣ(xi, yC), fΣ(fΣ(xi, yC)), . . . , x
1. 当异步时序机 Σ 发生状态转移时, 根据基本操作模式的原理, 令控

制器 C 的状态不变, 直到 Σ 到达稳定状态 s(xi, yC) = s(xi, u1) := x1 时, 令控制器转移至下一状态并

进行相应输出.

(3) 重复步骤 (2), 则控制器 C 将发生一系列的状态转移并依次输出字符 u = u1u2 · · ·ut′ , 而异步

时序机 Σ 也将根据控制器 C 的输出发生一系列的状态转移. 这个过程将一直进行下去直到异步时序

机 Σ 到达稳定状态 xt′ := s(xi, u) = xj .

根据以上分析的控制器 C 的转移和输出过程, 可以得到控制器 C 的转移函数和输出函数如下:
fC(x

0, v, ωp, ξ1) := ξ2,

fC(x
k, v, ωp, ξk+1) := ξk+2, k = 1, 2, . . . , t− 1,

fC(x
t, v, ωp, ξt+1) := ξ1,

(10)


yC = hC(x

0, v, ωp, ξ2) := u1,

yC = hC(x
0, v, ωp, ξk+2) := uk+1, k = 1, 2, . . . , t− 1,

yC = hC(x
0, v, ωp, ξ1) := ut.

(11)

3.4 控制器 C 的状态转移结构矩阵和输出结构矩阵的赋值算法

假设异步时序机 Σ 有 m 个正常输入, q 个敌对输入和 n 个状态, 异步时序机 Σ′ 有 m 个输入

和 n 个状态. 根据 Σ 的状态转移函数可以得到其稳定转移结构矩阵为 Fs = [F 1
s , F

2
s , . . . , F

mq
s ]. 对

Σ′ 的任一稳定状态转移 s′(xi, v) = xj , 可以找到最短输入字符串 u = u1u2 · · ·ut′ 使得 s(δin, δ
a
q , u) =

s′(δin, δ
k
m), a = 1, 2, . . . , q. 假设找到的这些字符串的最大长度为 t0, 则控制器 C 有 t := t0 + 1 个状

态. 设 Σ′ 的稳定转移结构矩阵为 Fs′ = [F 1
s′ , F

2
s′ , . . . , F

m
s′ ], 则可以给出控制器 C 的状态转移结构矩阵

FC = [F 1
C , F

2
C , . . . , F

nmq
C ] 和输出结构矩阵 HC = [H1

C ,H
2
C , . . . , H

nmq
C ] 的赋值算法.

因为异步时序机 Σ 有 n 个状态, 所以算法 1 与 2 的步骤 2 中输入字符串的长度不超过 n− 1, 从

而有控制器 C 状态个数不超过 n. 又因为控制器 C 有 nmq 个输入, 所以算法 1 与 2 的计算复杂度不

超过 mqn2.

3.5 闭环系统的代数表示

本小节分析图 1 中的闭环系统 Σ|C . 闭环系统 Σ|C 的状态为 x(t) = (xC(t), xΣ(t)), 根据矩阵半张

量积的知识有 x(t) = xC(t)xΣ(t) 且可以得到如下定理.
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算法 1 控制器 C 状态转移结构矩阵的赋值算法

步骤 1. 对于异步时序机 Σ′ 的稳定组合 (δin, δ
k
m), 假设 Σ 存在组合 (δin, δ

a
q , δ

k
m) 满足 s(δin, δ

g
q , δ

k
m) = s′(δin, δ

k
m), 则令

Col1(F
(i−1)n+(k−1)m+g
C ) = δ1t .

步骤 2. 对于 Σ′ 的有效对 (δin, δ
k
m), 如果存在敌对输入 δg

′
q 使得 s(δin, δ

g′
q , δkm) ̸= s′(δin, δ

k
m), 则可以找到最短输入字符

串 u = δl1mδl2m · · · δlt′m 使得 s(δin, δ
g′
q , u) = s′(δin, δ

k
m) 并且假设中间状态为 δr1n , δr2n , . . . , δ

rt′
n , 则有

Col1(F
(i−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δ2
t′ ,

Col2(F
(r1−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δ3
t′ ,

.

..

Colt(F
(rt−1−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δt+1
t′ ,

Colt+1(F
(rt−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δ1
t′ .

(12)

步骤 3. 若控制器 C 的状态转移结构矩阵 FC = [F 1
C , F 2

C , . . . , Fnmq
C ]的列向量未被步骤 1和 2赋值,则令这些列向量为

零向量 δ0t .

算法 2 控制器 C 的输出结构矩阵的赋值算法

步骤 1. 对于异步时序机 Σ′ 的稳定组合 (δin, δ
k
m), 假设 Σ 存在组合 (δin, δ

g
q , δ

k
m) 满足 s(δin, δ

g
q , δ

k
m) = s′(δin, δ

k
m), 则令

Col1(H
(i−1)n+(k−1)m+g
C ) = δkm.

步骤 2. 对于 Σ′ 的有效对 (δin, δ
k
m), 如果存在敌对输入 δg

′
q 使得 s(δin, δ

a′
q , δkm) ̸= s′(δin, δ

k
m), 则可以找到最短输入字符

串 u = δl1mδl2m · · · δlt′m 使得 s(δin, δ
g′
q , u) = s′(δin, δ

k
m) 并且假设中间状态为 δr1n , δr2n , . . . , δ

rt′
n , 则有

Col2(H
(i−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δl1m,

Col2(H
(r1−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δl1m,

Col3(H
(r1−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δl2m,

Col3(H
(r2−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δl2m,

.

..

Colt+1(H
(rt−1−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δltm,

Colt+1(H
(rt−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δltm,

Col1(H
(rt−1)mq+(k−1)q+g′

C ) = δltm.

(13)

步骤 3. 若控制器 C 的输出结构矩阵 HC = [H1
C , H2

C , . . . , Hnmq
C ] 的列向量未被步骤 1 和 2 赋值, 则令这些列向量为零

向量 δ0m.

定理1 闭环系统 Σ|C 的状态转移函数为

x(t+ 1) = xC(t+ 1)xΣ(t+ 1) = Gv(t)ω(t)xC(t)xΣ(t) = Gv(t)ω(t)x(t), (14)

其中 G = FC(Inmqt ⊗ FΣH(Inmq ⊗ FΣ)Φnmq)ΦnmqtW[t,nmq](Itnm ⊗ Φq)W[mq,tn](Imqt ⊗ Φn).

证明 由图 1 和算法 1 与 2, 得到控制器 C 的状态转移函数和输出函数如下:

xC(t+ 1) = FCyΣ(t)v(t)ω(t)xC(t), yC(t) = HCyΣ(t− 1)v(t− 1)ω(t− 1)xC(t), (15)

因为异步时序机 Σ 的输出函数和状态转移函数为

xΣ(t+ 1) = FΣyC(t+ 1)ω(t)xΣ(t), yΣ(t) = x(t), (16)

又由于 x(t) = (xC(t), xΣ(t)), 我们可以得到闭环系统 Σ|C 的转移函数为

x(t+ 1) = xC(t+ 1)xΣ(t+ 1)
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图 2 稳定异步时序机 Σ

Figure 2 The stable asynchronous sequential machine Σ

图 3 稳定异步时序机 Σ′

Figure 3 The stable asynchronous sequential machine Σ′

= FCyΣ(t)v(t)ω(t)xC(t)FΣyC(t+ 1)ω(t)xΣ(t)

= FCyΣ(t)v(t)ω(t)xC(t)FΣHCyΣ(t)v(t)ω(t)xC(t+ 1)ω(t)xΣ(t)

= FCxΣ(t)v(t)ω(t)xC(t)FΣHCxΣ(t)v(t)ω(t)FCxΣ(t)v(t)ω(t)xC(t)ω(t)xΣ(t)

= FCxΣ(t)v(t)ω(t)xC(t)FΣHC(Im×n×q ⊗ FC)ΦmnqxΣ(t)v(t)ω(t)xC(t)ω(t)xΣ(t)

= FC(Imnqt ⊗ FΣ(Imnq ⊗ FC)Φmnq)ΦmnqtW[t,mnq]xC(t)xΣ(t)v(t)Φqω(t)xΣ(t)

= FC(Imnqt ⊗ FΣ(Imnq ⊗ FC)Φmnq)ΦmnqtW[t,mnq](Imnt ⊗ Φq)W[mq,nt])

n (Imqt ⊗ Φn)v(t)ω(t)xC(t)xΣ(t), (17)

从而可以得到定理 1 成立.

根据定理 1 和引理 4, 可以得到如下推论:

推论1 考虑闭环系统 Σ|C 的状态变量 x(t) = xC(t)xΣ(t), 有

xC(t) = S1 n x(t), (18)

xΣ(t) = S2 n x(t), (19)

其中 S1 = It ⊗ 1n, S2 = [In, . . . , In]︸ ︷︷ ︸
t

.

4 应用实例

本节将举例验证本文所提出的赋值算法和定理的正确性和有效性.

考虑图 2 中的稳定异步时序机 Σ = (A × B,X,X, x0, s, h) 和图 3 中的稳定异步时序机 Σ′ =

(A,X,X, x′
0, s

′, h′), 其中 A = {a, b, c, d} 为 Σ 正常输入集和 Σ′ 的输入集, B = {α, β} 为敌对输入集,

X = {x1, x2, x3, x4} 为状态集. 稳定异步时序机 Σ 的稳定转移函数 s 和输出函数 h 如表 1 所示, 稳定

异步时序机 Σ′ 的稳定转移函数 s′ 和输出函数 h′ 如表 2 所示.

根据表 1和 2可以得到 Σ和 Σ′ 的稳定转移结构矩阵分别为 F|s = δ4[2, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 2, 4, 4, 0, 4, 0,

3, 3, 3, 0, 3, 3, 3, 0, 2, 0, 2, 1, 1, 4, 4, 0, 0, 4, 4] 和 F|s′ = δ4[2, 2, 2, 2, 4, 3, 3, 4, 0, 2, 3, 3, 1, 4, 4, 4]. 由文献 [9] 可
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表 1 异步时序机 Σ 的稳定转移函数和输出函数

Table 1 The stable transition functions and output functions of machine Σ

s (a, α) (a, β) (b, α) (b, β) (c, α) (c, β) (c, α) (d, β) h X

x1 x2 – x4 – – – x1 – x1 x1

x2 x2 x2 x4 x3 x3 x2 x1 – x2 x2

x3 – x2 – x3 x3 – x4 x4 x3 x3

x4 x2 x2 x4 x3 x3 – x4 x4 x4 x4

表 2 异步时序机 Σ′ 的稳定转移函数和输出函数

Table 2 The stable transition functions and output functions of machine Σ′

s′ a b c d h′ X

x1 x2 x4 – x1 x1 x1

x2 x2 x3 x2 x4 x2 x2

x3 – x3 x3 x4 x3 x3

x4 x2 x4 x3 x4 x4 x4

知,控制器 C 存在. 根据算法 1与 2考虑控制器 C 的状态转移结构矩阵和输出结构矩阵. 因为控制器

C 存在,所以对于 Σ′ 的任一稳定状态转移 s′(δk4 , δ
i
4, ) = δj4,都可以找到最短输入字符串 u = u1u2 · · ·ut′

使得 s(δi4, δ
k
4 , δ

g
2) = δj4. 从而可以得到如下的一系列转移函数:

Σ′ : s′(δ14 , δ
1
4) = δ24 , Σ : s(δ14 , δ

1
4 , δ

1
2) = δ24 ;

Σ′ : s′(δ14 , δ
2
4) = δ44 , Σ : s(δ14 , δ

2
4 , δ

1
2) = δ44 ;

Σ′ : s′(δ14 , δ
4
4) = δ44 , Σ : s(δ14 , δ

4
4 , δ

1
2) = δ14 ;

Σ′ : s′(δ34 , δ
1
4) = δ24 , Σ : s(δ34 , δ

1
4 , δ

2
2) = δ24 ;

Σ′ : s′(δ34 , δ
2
4) = δ34 , Σ : s(δ34 , δ

2
4 , δ

2
2) = δ34 ;

Σ′ : s′(δ34 , δ
3
4) = δ34 , Σ : s(δ34 , δ

3
4 , δ

1
2) = δ34 ;

Σ′ : s′(δ24 , δ
2
4) = δ34 , Σ : s(δ24 , δ

3
4 , δ

1
2) = δ34 , s(δ24 , δ

2
4 , δ

2
2) = δ34 ;

Σ′ : s′(δ24 , δ
3
4) = δ24 , Σ : s(δ24 , δ

1
4 , δ

1
2) = δ24 , s(δ24 , δ

3
4 , δ

2
2) = δ24 ;

Σ′ : s′(δ34 , δ
4
4) = δ44 , Σ : s(δ34 , δ

4
4 , δ

1
2) = δ44 , s(δ34 , δ

4
4 , δ

2
2) = δ44 ;

Σ′ : s′(δ44 , δ
1
4) = δ24 , Σ : s(δ44 , δ

1
4 , δ

1
2) = δ24 , s(δ44 , δ

1
4 , δ

2
2) = δ24 ;

Σ′ : s′(δ44 , δ
2
4) = δ44 , Σ : s(δ44 , δ

2
4 , δ

1
2) = δ44 , s(δ44 , δ

4
4 , δ

2
2) = δ44 ;

Σ′ : s′(δ44 , δ
3
4) = δ34 , Σ : s(δ44 , δ

3
4 , δ

1
2) = δ34 , s(δ44 , δ

2
4 , δ

2
2) = δ34 ;

Σ′ : s′(δ44 , δ
4
4) = δ44 , Σ : s(δ44 , δ

4
4 , δ

1
2) = δ44 , s(δ44 , δ

4
4 , δ

2
2) = δ44 ;

Σ′ : s′(δ24 , δ
1
4) = δ24 , Σ : s(δ24 , δ

1
4 , δ

1
2) = δ24 , s(δ24 , δ

1
4 , δ

2
2) = δ24 ;

Σ′ : s′(δ24 , δ
4
4) = δ44 , Σ : s(δ24 , δ

2
4 , δ

1
2) = δ44 , s((δ24 , δ

2
4 , δ

2
2), δ

2
4 , δ

2
2) = δ44 .

从上面的状态转移函数可以看出最长的输入字符串的长度为 2, 所以控制器 C 一共有 3 个状

态变量. 下面举例说明算法 1 和 2 的操作. 考虑 Σ′ 的状态输入组合 (δ24 , δ
4
4), 对于敌对输入 δ12 , 有
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s(δ24 , δ
2
4 , δ

1
2) = s′(δ24 , δ

4
4) = δ44 ,从而根据算法 1有 Col1F

15
C = δ23 , Col2F

31
C = δ13 ,根据算法 2有 Col2H

15
C =

δ24 , Col2H
31
C = δ24 , Col1H

31
C = δ24 ;对于敌对输入 δ22 ,有 s((δ24 , δ

2
4 , δ

2
2), δ

2
4 , δ

2
2) = s′(δ24 , δ

4
4) = δ44 ,相应的中间

状态为 δ34 ,从而根据算法 1有 Col1F
16
C = δ23 , Col2F

24
C = δ33 , Col3F

32
C = δ13 ,根据算法 2有 Col2H

16
C = δ24 ,

Col2H
24
C = δ24 , Col3H

24
C = δ44 , Col3H

32
C = δ44 , Col1H

32
C = δ44 .

由算法 1 和 2, 可以得到控制器 C 的转移结构矩阵和输出结构矩阵分别为

FC = δ3[1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 2, 0, 0, 2, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 2, 0,

0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 3, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 2, 0, 0, 2,

0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 3];

HC = δ4[1, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 3, 0, 0, 3, 0, 1, 0, 0, 3, 0, 0, 0, 2,

0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 3, 3, 0, 2, 2, 0, 3, 3, 0, 2, 2, 0, 4, 0, 0, 4, 2, 4, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 2, 2, 0, 4, 0, 0, 0, 3, 0, 0,

2, 0, 2, 2, 0, 4, 0, 4].

由定理 1 和推论 1 可以得到闭环系统 Σ|C 的状态转移函数和输出函数为

x(t+ 1) = xC(t+ 1)xΣ(t+ 1)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)v(t)ω(t)x(t),

y(t) = yΣ(t) = xΣ(t) = S2x(t), S2 = [I4, I4, I4].

由推论 1 得到 xC(2) = S1x(2), S1 = I3 ⊗ 14. 接下来, 举例验证所设计控制器的正确性. 假设异步

时序机 Σ与 Σ′ 的初始状态为 δ24 , Σ
′ 的输入即 Σ的正常输入为 δ24 , 则由 Σ′ 的稳定状态转移函数可知

其将转移至稳定状态 δ44 . 考虑所设计的闭环系统的状态转移过程: 首先假设异步时序机 Σ 的敌对输

入为 δ12 , 保持正常输入 δ24 和敌对输入 δ12 不变, 可以得到转移过程为

x(2) = xC(2)xΣ(2)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)v(1)ω(1)x(1)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)δ
1
4 δ12 δ

1
3δ

2
4

= δ812,

y(2) = xΣ(2) = S2x(2) = δ44 ,

xC(2) = S1x(2) = δ23 ;

x(3) = xC(3)xΣ(3)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)v(2)ω(2)x(2)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)δ
1
4 δ12 δ

2
3δ

4
4

= δ412,

y(3) = xΣ(3) = S2x(3) = δ44 ,

xC(3) = S1x(3) = δ13 ;

x(4) = xC(4)xΣ(4)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)v(3)ω(3)x(3)
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= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)δ
1
4 δ12 δ

1
3δ

4
4

= δ412,

y(4) = xΣ(4) = S2x(4) = δ44 ,

xC(4) = S1x(4) = δ13 .

由整个闭环系统的转移过程可以得到系统最后将保持稳定状态, 且此时 Σ 的稳定状态为 δ44 即系统的

稳定输出为 δ44 . 接着考虑当异步时序机 Σ的敌对输入为 δ22 时, 保持正常输入 δ24 和敌对输入 δ22 不变,

得到系统的转移过程为

x(2) = xC(2)xΣ(2)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)v(1)ω(1)x(1)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)δ
1
4 δ22 δ

1
3δ

2
4

= δ712,

y(2) = xΣ(2) = S2x(2) = δ34 ,

xC(2) = S1x(2) = δ23 ;

x(3) = xC(3)xΣ(3)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)v(2)ω(2)x(2)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)δ
1
4 δ22 δ

2
3δ

3
4

= δ1212 ,

y(3) = xΣ(3) = S2x(3) = δ44 ,

xC(3) = S1x(3) = δ33 ;

x(4) = xC(4)xΣ(4)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)v(3)ω(3)x(3)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)δ
1
4 δ22 δ

3
3δ

4
4

= δ412,

y(4) = xΣ(4) = S2x(4) = δ44 ,

xC(4) = S1x(4) = δ13 ;

x(5) = xC(5)xΣ(5)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)v(4)ω(4)x(4)

= FC(I96 ⊗ FΣH(I32 ⊗ F )Φ32)Φ96W[3,32](I48 ⊗ Φ2)W[8,12](I24 ⊗ Φ4)δ
1
4 δ22 δ

1
3δ

4
4

= δ412,

y(5) = xΣ(5) = S2x(5) = δ44 ,

xC(5) = S1x(5) = δ13 .

同样, 由上述转移过程可以得到当 Σ 的敌对输入为 δ22 时, 整个闭环系统最后也将保持稳定状态, 且

此时 Σ 的稳定状态为 δ44 , 即系统的稳定输出为 δ44 . 从而可以得到所设计的控制器能够使得闭环系统

Σ|C 与 Σ′ 的输入输出行为稳定等价, 即此控制器为带有敌对输入的异步时序机 Σ 的控制问题的解.
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5 结论

本文基于矩阵半张量积的方法, 研究了带有敌对输入的异步时序机的控制问题. 利用矩阵半张量

积, 首先给出了带有敌对输入的异步时序机的状态转移结构矩阵. 利用状态转移结构矩阵, 可以用代

数形式简洁地表示带有敌对输入的异步时序机的动态行为.接着,利用模型匹配的思想,分析了具体的

控制过程并给出了控制器的状态转移结构矩阵和输出结构矩阵的赋值算法. 本文最后给出了整个闭环

系统动态行为的代数表示, 因为赋值算法只涉及矩阵操作, 所以可以利用计算机等工具快速高效地求

解出整个闭环系统的状态转移过程. 最后用具体实例阐释了所提算法的具体操作过程并验证了所给理

论结果的正确性.

本文讨论的异步时序机为输入/状态机,具有一定的局限性,所以未来的工作将考虑带有敌对输入

的输入/输出异步时序机的匹配问题. 另外, 实际应用中的异步时序机可能会包含有无限环, 所以研究

带有敌对输入的并且包含无限环的异步时序机的控制问题也有着重要意义.
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Control of asynchronous sequential machine with adversarial in-
put based on the semi-tensor product of matrices
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Abstract In this study, we investigate the control problem of asynchronous sequential machine with adversarial

input by using the semi-tensor product (STP) of matrices. First, by applying the STP of matrices, a new algebraic

expression of asynchronous sequential machines with an adversarial input is deduced. Next, by investigating the

control process, the controller with the minimal state set is designed, and two algorithms for assigning the values

to the state transition structure matrix and the output structure matrix of the controller are proposed. Then,

in the framework of the algebraic expression of the asynchronous sequential machines with adversarial input and

two proposed algorithms, an algebra expression of the closed-loop system dynamic is established; the theoretical

results are verified by using this algebra expression. Finally, an example is presented to illustrate the validity and

application of the proposed approach.

Keywords adversarial input, asynchronous sequential machine, semi-tensor product of matrices, controller,

transition structure matrix, output structure matrix
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