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摘要 本文针对电网中的经济调度问题, 提出了基于梯度下降和一致性协议的分布式优化算法, 以

最小化总的发电成本. 该算法不需要将全局信息传递给每条母线的控制单元, 仅需要在相互连通的

母线之间进行局部信息的交换以此来平衡电力的供应和需求. 通过理论分析, 得出可通过选择合适

的步长和初值使该算法收敛到原问题的最优解, 进而通过以 IEEE 9 母线系统为例的仿真证实了所

提出的算法的有效性.
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1 引言

经济调度是电网系统中最基础的问题之一, 研究如何控制分布式的电力资源, 使得在满足一定约

束下总的发电成本最小 [1∼4]. 处理经济调度问题的传统方法包括: 二次规划 [5]、Lagrange松弛 [6]、λ –

迭代 [7]、遗传算法 [8] 和粒子群算法 [9] 等. 这些优化方法使得经济调度的适用性得到大大的提高. 然

而, 这些控制算法需要一个能够获取整个系统状态并进行统一处理及决策的控制中心. 施加于控制中

心的巨大的计算负担, 无疑增加了经济调度过程中对故障和模型误差的敏感性 [10]. 一旦控制中心出

现故障, 电力系统的经济调度乃至安全稳定性能都将受到严重威胁. 并且, 这样集中式的控制框架限

制了智能电网中即插即用 [11] 等诸多重要的特性. 为了克服集中式算法的上述缺点, 各种分布式算法

受到广泛关注. 分布式算法仅要求邻居间的局部通信和局部优化, 由控制中心统一来完成的优化、决

策任务得以分散到整个网络, 从而可以提高电力系统的鲁棒性.

文献 [12] 针对经济调度问题, 提出了基于一致性的分布式算法, 并考虑了传输损耗的影响. 文

献 [13] 基于一致性算法和 Gossip 算法, 提出了考虑通信信息丢失的鲁棒分布式系统的增量成本估

计算法, 实现了智能电网中的经济调度. 可再生能源的利用是近年来的一个研究热点 [14∼18], 其中文

引用格式: 马锴, 于洋庆, 朱善迎, 等. 基于梯度下降和一致性的电网分布式经济调度算法. 中国科学: 信息科学, 2018, 48: 1364–

1380, doi: 10.1360/N112018-00055
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献 [14]在经济调度模型中同时考虑了传统的火力发电和可再生的风力发电,并基于投影梯度和有限时

间平均一致性算法, 提出了分布式经济调度策略. 文献 [19] 以发电机组的增量成本和柔性负荷的增量

效益作为一致性变量, 提出了一种分布式的优化方法来解决经济调度问题. 文献 [20] 基于拍卖技术和

一致性协议, 提出了一个针对非凸经济调度问题的分布式算法. 文献 [21] 针对等式约束和不等式约束

两种情况, 提出了一个改进的分布式梯度方法. 文献 [22] 提出了一个由 θ – 对数障碍函数组成的快速

分布式梯度方法来解决经济调度问题. 文献 [23] 基于带有矩阵分裂法的并行原对偶内点算法, 提出了

一种二阶收敛的动态经济调度算法. 文献 [24] 考虑电网中的通信延迟问题, 提出了一种基于一致性的

分布式经济调度算法,并通过广义 Nyquist准则得到了可允许的最大延迟范围.文献 [25]采用一致性方

法以分布式的方式来估计局部信息,采用鞍点动态来寻求经济调度问题的最优解,并通过 Lyapunov稳

定性理论分析了所提出的算法的稳定性. 文献 [26] 采用两个并行的分布式算法, 实现了计及环境因素

的电力系统分布式经济调度. 文献 [27] 考虑局部可行性约束的资源最优分配问题, 提出了一种连续时

间的梯度分布式算法,其可扩展性和免于初始化协调过程等诸多特性使得该算法在处理分布式经济调

度问题上具有良好的应用性. 文献 [28] 基于鞍点设计框架, 结合考虑外部扰动的传输层网络动态模型

和考虑电网拥塞的经济调度问题, 得到了一个完全分布式的控制器, 实现了带有可控负荷的实时经济

调度.

在上述研究工作中, 大都需要将增量成本和梯度等保密信息与其他的母线进行通信, 会造成隐私

泄露等问题.另外,在当变量接近约束边界时对步长的选取要求较高,个别变量的初值在选取时也需要

满足一定的条件来平衡电力的供应和需求, 甚至需要总发电机个数和总负荷需求等全局信息的参与.

鉴于此, 本文基于梯度下降和一致性提出了离散时间分布式经济调度算法. 所提出的算法仅需要将增

量成本的估计值在相互连通的母线之间进行交换, 无需交互增量成本和梯度的原始信息, 保证了信息

的私密性, 也避免了全局信息的广播过程. 同时该算法对初值和步长也没有严格的要求, 可以在保障

供需平衡的同时分布式地最小化总的发电成本.

本文的结构安排如下: 第 2节对电网的经济调度问题进行了描述. 第 3节针对经济调度最优化问

题, 介绍了基于梯度下降的基本算法, 并针对其方法上的缺陷提出了基于梯度下降和一致性的分布式

算法. 第 4 节对所提出的分布式经济调度算法的收敛性进行了分析. 第 5 节以 IEEE 9 母线系统为例

验证了所提出的分布式算法的有效性. 第 6 节总结全文.

2 问题描述

考虑包括 N 条母线的电网系统, 如图 1 所示. 将各条母线看作顶点, 母线之间相连接的输电线路

看作连边, 则电网系统可以用一个无向连通图 G = (N,E) 来表示, 其中 N = {1, 2, . . . , N} 为所有顶点
的集合, E (E ⊂ N× N) 为所有边的集合. 记顶点 i (i ∈ N) 的邻集为 Ni = {j ∈ N | (j, i) ∈ E}. 假设每
条母线都可以与其相连通的母线进行通信. xi 为母线 i 上发电机的出力, qi 为母线 i 上负荷的功率需

求, 并将 qi 视为常数. 不失一般性, 本文假设每条母线上都有一个发电机. 若母线 i 上没有发电机, 可

认为 xi = 0; 如果超过一个发电机, 则将其等效为多条母线且每条母线上各有一个发电机, 等效方法

参见图 2 (以母线 3 上两个发电机, 母线 4 上 3 个发电机为例). 如果母线 i 上没有负荷, 则 qi = 0; 如

果超过一个负荷, 则将其集成为一个单一的负荷. 定义 Vi = [xmin
i , xmax

i ], 其中 xmin
i 和 xmax

i 分别为母

线 i 上发电机的最小出力和最大出力. 记每条母线上的发电机发电成本为 Ci(xi), 可近似采用二次函

数 [29, 30]:

Ci(xi) = aixi
2 + bixi + ci (1)
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图 1 (网络版彩图) 多条母线的电网系统结构

Figure 1 (Color online) The structure of a power system consisting of multiple buses
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图 2 (网络版彩图) 等效的拓扑结构

Figure 2 (Color online) The equivalent topological structure

来描述,其中 ai > 0, bi > 0和 ci > 0为成本系数. 电网经济调度的目标是在负荷的总的功率需求与发

电机总的出力达到平衡的约束下, 最小化所有发电机的发电成本, 则经济调度问题可表述为如下的最

优化问题:

(P1) maxxi∈Vi

N∑
i=1

−Ci(xi)

s.t.
N∑
i=1

xi =
N∑
i=1

qi.

关于经济调度问题, 本文有如下假设:

假设1 最优化问题 (P1) 可行, 即
∑N

i=1 x
min
i 6

∑N
i=1 qi 6

∑N
i=1 x

max
i .
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3 经济调度算法设计

3.1 基于梯度下降法的经济调度算法

对于最优化问题 (P1), 其 Lagrange 函数为

L(x, λ) =
N∑
i=1

(−Ci(xi))− λ

(
N∑
i=1

qi −
N∑
i=1

xi

)

=
N∑
i=1

(−Ci(xi) + λxi)− λ
N∑
i=1

qi, (2)

其中 λ 为 Lagrange 乘子, 代表经济调度问题中的增量成本. 注意式 (2) 的第 1 部分对于 xi, i ∈ N 是
可分离的, 因此可得到如下的局部优化问题:

x∗
i = argmaxxi∈Vi

(−Ci(xi) + λxi). (3)

局部优化问题 (3) 可由每条母线单独求解, 仅依赖于每条母线上的局部信息, 故不需要其他母线

的参数信息.

由于原优化问题 (P1) 是凸优化问题且对偶间隙为 0, 根据强对偶性原理, 可以通过求解相对容易

处理的对偶优化问题:

(P2) minλD(λ)

代替求解原优化问题 (P1), 其中

D(λ) = L(x∗, λ)

=

N∑
i=1

(−Ci(x
∗
i ))− λ

(
N∑
i=1

qi −
N∑
i=1

x∗
i

)
. (4)

具体过程为通过求解对偶问题 (P2) 得到解 λ, 进而每条母线通过求解局部优化问题 (3) 获得 x∗
i .

在强对偶下,若 λ∗ 为对偶问题最优解且 xi(λ
∗)为原问题可行解,则 xi(λ

∗), i ∈ N为原问题最优解 [31].

对于对偶问题 (P2), 应用梯度下降法, 可得到 λ 的迭代公式为

λ(k + 1) = λ(k)− α
dD

dλ
(λ(k)), (5)

其中 α > 0 为步长,

dD

dλ
(λ(k)) =

N∑
i=1

x∗
i (λ(k))−

N∑
i=1

qi. (6)

综上所述, 基于梯度下降法的经济调度算法表述如下:

xi(k) =
[
C ′

i
−1

(λ(k))
]xmax

i

xmin
i

, (7)

λ(k + 1) = λ(k)− α

(
N∑
i=1

xi(k)−
N∑
i=1

qi

)
, (8)

其中局部变量 xi 的更新公式 (7) 通过 Kuhn-Tucker 理论 [32] 获得, [z]ba = min{max{z, a}, b}, C ′
i 为

Ci(xi) 的导函数, C ′
i
−1 为 C ′

i 的反函数.
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序列 (x(k), λ(k)) 的收敛点 (x∗, λ∗) 为原问题 – 对偶问题的最优解.

注意在式 (7) 中, λ(k) 为全局信息, 需要通过一个控制中心传递给各条母线. 而在式 (8) 中, 需要

总出力的估计值
∑N

i=1 xi(k)和总功率需求
∑N

i=1 qi 来参与计算.这样的调度方式要求控制中心具有高

带宽的通信设施来收集系统中的所有调度信息, 并且要求系统通信拓扑具有非常高的连通度, 增加了

通信拓扑的投资, 并且对调度中心的运算能力也提出了非常高的要求. 在这种情况下, 一旦调度中心

出现故障, 系统的经济调度过程将全面崩溃, 安全稳定性能都将受到严重威胁.

3.2 基于梯度下降法和一致性算法的分布式经济调度算法

为了克服 3.1 小节中所提出算法的缺点, 本小节提出一种完全的分布式经济调度算法. 进一步简

化式 (4) 可得

D(λ) =

N∑
i=1

(−Ci(x
∗
i )− λ(qi − x∗

i )). (9)

因此对偶问题 (P2) 可转化为如下优化问题 (P3):

(P3) minλD(λ) =

N∑
i=1

fi(λ),

其中 fi(λ) = −Ci(x
∗
i )− λ(qi − x∗

i ).

针对最优化问题 (P3), 采用梯度下降法与一致性算法来求解. 考虑如下离散时间一致性算法:

y(k + 1) = Wy(k), (10)

其中 W ∈ RN×N 为一致性矩阵, 代表各母线之间的信息传递. yi(k) 为向量 y(k) 的第 i 个元素, 对应

母线 i, i ∈ N = {1, . . . , N}. 对于矩阵 W , 当满足如下假设:

假设2 (一致性矩阵性质) 权矩阵 W ∈ RN×N 满足

(a) 对于 (i, j) /∈ E 并且 i ̸= j, 有 [W ]ij = 0;

(b) W = WT;

(c) W1N = 1N , ρ(W − 1N1T
N

N ) 6 γ < 1,

其中 ρ(·) 为谱半径, 1N ∈ RN 为所有元素均为 1 的列向量, 则可以证明所有状态 yi(k), i ∈ N 将渐近
地达到一致, 且一致性值为所有初始状态的平均值, 即 limk→∞yi(k) =

1
N

∑N
i=1 yi(0)

[33]. 有很多选取

矩阵 W 的方法来满足假设 2, 如 Metropolis-Hastings 法 [34, 35].

为设计分布式算法, 引入增量成本 λ 的估计值, 并定义 λ̂i 为母线 i 上对 λ 的估计值. 算法的关键

在于每条母线通过与相连通的母线进行信息交换不断地更新自己的局部信息, 即 λ̂i, 最终 N 条母线

的 λ̂i 达到一致且恰为优化问题 (P3) (对偶问题) 的最优解 λ∗. 对于第 k 次迭代, 母线 i, i ∈ N 首先
采用梯度下降法对 λ̂i(k)进行局部地寻优,然后将所得到的当前值 ui(k)作为初值,与相邻母线信息交

换, 进行 φ 次的一致性计算得到 vi(k), 即

v(k) = Wφu(k), (11)

其中 u(k) = [u1(k), . . . , ui(k), . . . , uN (k)]T, v(k) = [v1(k), . . . , vi(k), . . . , vN (k)]T. 进而得到新的增量成

本估计值 λ̂i(k + 1) = vi(k). 算法 1 给出了基于梯度下降和一致性的分布式经济调度算法的具体过程,

其中 [W ]ij 为权矩阵 W 的第 i 行第 j 列元素.
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算法 1 基于梯度下降和一致性的分布式经济调度算法

初始化: 令 k = 0, 设定初始的局部变量 λ̂i(0), i ∈ N;
设定一致性计算次数 φ;

设定步长 α.

迭代:

1: 基于局部变量 λ̂i(k), 各条母线分别计算第 k 次迭代的发电机出力:

xi(k) =
[
C′

i
−1

(λ̂i(k))
]xmax

i

xmin
i

, i ∈ N; (12)

2: 对于 λ̂i(k), i ∈ N, 采用梯度下降法进行计算:

ui(k) = λ̂i(k)− α(xi(k)− qi), i ∈ N; (13)

3: 相互连通的母线之间对各自的局部信息进行交换, 对 u(k) 进行 φ 次的一致性更新:

v1i (k) =
∑
j∈Ni

[W ]ijuj(k), i ∈ N, (14)

v2i (k) =
∑
j∈Ni

[W ]ijv
1
j (k), i ∈ N, (15)

..

.

vφi (k) =
∑
j∈Ni

[W ]ijv
φ−1
j (k), i ∈ N; (16)

4: 计算下一阶段的局部变量值 λ̂i(k + 1), i ∈ N:

λ̂i(k + 1) = vφi (k), i ∈ N, (17)

令 k = k + 1, 转 1.

不难看出该算法避免了将全局信息传递给每条母线的过程,一致性算法的应用使得利用分布式的

方式来估计每条母线的局部信息成为可能,仅仅需要在相互连通的母线之间进行局部的增量成本估计

值的传递, 无需交互增量成本和梯度的原始信息, 且不需要所有母线上的聚合的功率需求和出力信息

来参与最优经济调度的过程, 从而大大地提高了对隐私性信息的保护能力. 由于传统的控制方法在经

济调度过程中需要各母线同一时间将信息传输给控制中心, 很容易造成网络拥塞问题. 一旦信息在传

输过程中出现数据包丢失的情况, 母线需要重新进行传输多次, 直到信息被成功接收到为止. 对网络

而言, 这将会带来巨大的能量消耗. 而算法 1 不需要控制中心的集中调度, 仅进行各个局部范围内的

计算和通信, 从而可有效地减少网络拥塞情况的发生, 减轻通信和计算负担, 降低通信和计算成本, 提

升电力系统的安全稳定性. 相比于集中式的优化技术, 所提出的分布式优化算法更能够适应通信拓扑

结构多变和 “即插即用” 的要求, 具有更高的鲁棒性和可扩展性.

4 收敛性分析

基于梯度下降和一致性的分布式优化算法 1, 对于第 k 次迭代, 若权矩阵 W 满足假设 2, 则当一

致性计算次数 φ → ∞ 时, 由渐近平均一致性可知, 一致性更新将收敛于初始值的平均值. 为便于下文

的分析, 写出更新公式 (11) 的另一种形式:

vi(k) =
N∑
j=1

[Wφ]ijuj(k), i ∈ N, (18)
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其中 [Wφ]ij 为矩阵 Wφ 的第 i 行第 j 列元素. 写出迭代算法 (12)∼(17) 的另一种形式:

λ̂i(k + 1) =
N∑
j=1

[Wφ]ij(λ̂j(k)− αgj(λ̂j(k))), i ∈ N, (19)

其中

gj(λ̂j(k)) =
dfj
dλ

(λ̂j(k))

= xj(k)− qj

=
[
C ′

j
−1

(λ̂j(k))
]xmax

j

xmin
j

− qj , j ∈ N. (20)

将局部变量 λ̂i(k)和 vi(k), i ∈ N的平均值分别表示为 ¯̂
λ(k) = 1

N

∑N
i=1 λ̂i(k)和 v̄(k) = 1

N

∑N
i=1 vi(k).

记 L = max{max{|xmin
i − qi|, |xmax

i − qi|}, i ∈ N}, 则对于 ∀i ∈ N, 有 |gi(λ)| 6 L.

为了分析所提出的算法的收敛性, 引入如下引理:

引理1 ([36]) 对于 ∀i, j ∈ N,
(a) 如果 |λ̂i(k)− λ̂j(k)| 6 β, 则有 |λ̂j(k)− ¯̂

λ(k)| 6 N−1
N β;

(b) 如果 |λ̂i(k)− ¯̂
λ(k)| 6 β, 则有 |λ̂i(k)− λ̂j(k)| 6 2β.

引理2 ([36]) 若 y(k+1) = Wφy(k),其中矩阵W 满足假设 2,且对于 ∀i, j ∈ N, |yi(k)−yj(k)| 6 σ,

其中 σ 为常数, 则对于 ∀i, j ∈ N, 有 |yi(k + 1)− yj(k + 1)| 6 2γφNσ.

引理3 ([36]) 设 {λ̂1(k), . . . , λ̂i(k), . . . , λ̂N (k)}k→∞
k=0 为由式 (19)和 (20)在满足假设 1和 2的前提

下所产生的序列. 如果对于 ∀i ∈ N, |vi(k)− v̄(k)| 6 β, 则当 φ > (logβ − log(4N(β + αL)))/logγ 时, 对

于 ∀i ∈ N, 有 |vi(k + 1)− v̄(k + 1)| 6 β.

下面对前文所提出的基于梯度下降和一致性的分布式经济调度算法 1 的收敛性进行分析.

定理1 若假设 1 和 2 成立, 一致性更新次数 φ > (logβ − log(4N(β + αL)))/logγ, 初值 λ̂i(0),

i ∈ N 满足 |λ̂i(0) − ¯̂
λ(0)| 6 β. 则由分布式算法 1 所产生的序列 {λ̂i(k)}, i ∈ N 满足 D∗ 6

limk→∞ infD(λ̂i(k)) 6 D∗ + αNL2

2 + 3NLβ, {x(k)} 可任意地接近问题 (P1) 的最优解 x∗, 其中 D∗

为对偶最优值.

证明 记 x = [x1, . . . , xi, . . . , xN ]T, x∗ = [x∗
1, . . . , x

∗
i , . . . , x

∗
N ]T 为原问题 (P1) 的最优解, λ∗ 为对

偶问题 (P2) 的最优解. 设定初值 λ̂i(0), i ∈ N, 且满足 |λ̂i(0) − ¯̂
λ(0)| 6 β. 由引理 3, 对于 ∀i ∈ N,

∀k > 0, 有 |λ̂i(k)− ¯̂
λ(k)| 6 β.

¯̂
λ(k + 1) =

1

N

N∑
i=1

λ̂i(k + 1)

=
1

N

N∑
i=1

 N∑
j=1

[Wφ]ij(λ̂j(k)− αgj(λ̂j(k)))

. (21)

由于矩阵 Wφ 每列元素相加和为 1, 式 (21) 可转化为

¯̂
λ(k + 1) =

1

N

N∑
j=1

(λ̂j(k)− αgj(λ̂j(k)))
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=
¯̂
λ(k)− α

N

N∑
j=1

gj(λ̂j(k)). (22)

对偶函数 D(λ) 和 fi(λ) 为连续可微的有下界的凸函数, 有

fi

(
λ̂i(k)

)
> fi

(
¯̂
λ(k)

)
+ gi

(
¯̂
λ(k)

)(
λ̂i(k)− ¯̂

λ(k)
)

> fi

(
¯̂
λ(k)

)
−
∣∣∣gi (¯̂λ(k))∣∣∣ · ∣∣∣λ̂i(k)− ¯̂

λ(k)
∣∣∣

> fi

(
¯̂
λ(k)

)
− Lβ

和 ∀z ∈ R,

fi(z) > fi

(
λ̂i(k)

)
+ gi

(
λ̂i(k)

)(
z − λ̂i(k)

)
> fi

(
¯̂
λ(k)

)
+ gi

(
λ̂i(k)

)(
z − λ̂i(k)

)
− Lβ

= fi

(
¯̂
λ(k)

)
+ gi

(
λ̂i(k)

)(
z − ¯̂

λ(k)
)
+ gi

(
λ̂i(k)

)(
¯̂
λ(k)− λ̂i(k)

)
− Lβ

> fi

(
¯̂
λ(k)

)
+ gi

(
λ̂i(k)

)(
z − ¯̂

λ(k)
)
−
∣∣∣gi (λ̂i(k)

)∣∣∣ · ∣∣∣λ̂i(k)− ¯̂
λ(k)

∣∣∣− Lβ

> fi

(
¯̂
λ(k)

)
+ gi

(
λ̂i(k)

)(
z − ¯̂

λ(k)
)
− 2Lβ. (23)

对不等式 (23) 两边进行 N 项求和, 得

D(z) > D
(
¯̂
λ(k)

)
+

N∑
i=1

gi

(
λ̂i(k)

)(
z − ¯̂

λ(k)
)
− 2NLβ. (24)

据文献 [37]中对 ϵ –次微分 (所有 ϵ –次梯度的集合)的定义,结合不等式 (24),可将
∑N

i=1 gi(λ̂i(k))

当作对偶函数 D 在点 ¯̂
λ(k) 的 ϵ – 次梯度来处理, 其中 ϵ = 2NLβ,

∑N
i=1 gi(λ̂i(k)) 6 NL. 则式 (22) 恰

为近似次梯度迭代过程. 由文献 [37] 命题 4.1, 有

lim
k→∞

infD
(
¯̂
λ(k)

)
6 D∗ +

αNL2

2
+ 2NβL. (25)

又对于 ∀i, j ∈ N, 有

fj

(
¯̂
λ(k)

)
> fj

(
λ̂i(k)

)
+ gj

(
λ̂i(k)

)(
¯̂
λ(k)− λ̂i(k)

)
> fj

(
λ̂i(k)

)
− Lβ,

对其不等式两边进行 N 项求和, 得

D
(
¯̂
λ(k)

)
> D

(
λ̂i(k)

)
−NLβ,

即

D
(
λ̂i(k)

)
6 D

(
¯̂
λ(k)

)
+NLβ, ∀i ∈ N, k > 0. (26)

结合不等式 (25), 于是,

D∗ 6 lim
k→∞

infD
(
λ̂i(k)

)
6 lim

k→∞
infD

(
¯̂
λ(k)

)
+NLβ 6 D∗ +

αNL2

2
+ 3NLβ. (27)
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G3G2

G1

T2 T3

T1

Load 3

100 MW

Load 1

200 MW

Load 2

550 MW
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1

图 3 IEEE 9 母线系统简图

Figure 3 Simplified illustration of the IEEE 9-bus system

表 1 成本函数参数

Table 1 Parameters of the cost functions

G ai bi ci xmin
i (MW) xmax

i (MW)

G1 0.001562 7.92 561 150 600

G2 0.00194 7.85 310 100 400

G3 0.00482 7.97 78 20 200

由此可见,可以通过选择任意小的 α和 β,使得 limk→∞ infD(λ̂i(k))任意地接近 D∗, λ̂i(k), ∀i ∈ N,
k > 0 任意地接近

¯̂
λ(k). 这意味着算法 1 产生的序列 {λ̂i(k)}, i ∈ N 可以任意地接近 λ∗, 即对偶问题

的最优解.

下面说明序列 {x(k)} 将任意地接近于原最优解 x∗ = x(λ∗). 注意 C ′
i(xi) 为定义在紧致集 [xmin

i ,

xmax
i ] 上的连续的且变量值与函数值一一匹配的凸函数. 由文献 [38] 定理 4.17 知, C ′

i
−1 在 [C ′

i(x
min
i ),

C ′
i(x

max
i )] 上连续, 由式 (12) 知, xi(λ̂i) 也是连续函数. 故对于 ∀i ∈ N, 由文献 [31] 定理 5.15 有

lim
k→∞

x(k) ≈ x(λ∗) = x∗.

5 仿真分析

采用 3.2小节所提出的基于梯度下降和一致性的分布式优化算法 1,对最优经济调度问题进行仿真

验证. 考虑 IEEE 9母线系统,如图 3所示,共包括 9条母线、3个发电机 (分别位于母线 1, 2, 3)和 3个

负荷 (分别位于母线 5, 6, 8). 发电成本函数 Ci(xi) 的相关参数如表 1 [13] 所示. 位于母线 5, 6, 8 的负

荷分别为 200, 550和 100 MW.通信拓扑结构与各母线的物理连接相同.本文根据 Metropolis-Hastings
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图 4 (网络版彩图) 发电机出力的收敛曲线

Figure 4 (Color online) Convergence of the generator

output

图 5 (网络版彩图) 局部信息 λ̂i 的收敛曲线

Figure 5 (Color online) Convergence of the local infor-

mation λ̂i

法, 选取如下矩阵作为一致性矩阵 W :

W =
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. (28)

注意, 不同的选取方法, W 可能不相同, 但只要其满足假设 2, 对算法 1 的收敛性就不会产生影响. 为

了满足定理 1中的初值条件 |λ̂i(0)− ¯̂
λ(0)| 6 β, i ∈ N, 可以在应用此算法前对 λ̂i(0), i ∈ N进行足够多

次数的一致性计算, 或者简单地设定 λ̂i(0) = λ̂j(0), ∀i, j ∈ N. 在这里设定 λ̂i(0) = λ̂j(0) = 0, ∀i, j ∈ N.
采用 3.1小节的优化算法,可以得出最优的出力分别为 x∗

1 = 393.1698 MW, x∗
2 = 334.6038 MW和

x∗
3 = 122.2264 MW, 最优的增量成本为 λ∗ = 9.1483 $/MWh.

参数设置为: α = 0.01, φ = 40. 仿真结果如图 4∼6 所示. 图 4 为发电机出力的收敛曲线图, 由

其可见, 采用本文所提出的分布式经济调度算法, 发电机的出力收敛于最优的出力. 注意 3 条收敛曲

线前几次迭代数值不变, 均等于其相应的最小出力. 这是由于使用当前的局部信息 λ̂i 计算出来的出

力未在发电机出力的约束范围内, 由出力更新公式 (12), 此时的出力取在了出力约束的下界上. λ̂i(0),

i ∈ N的选取不同,将会影响这一过程的有无或时长. 图 5显示了第 1, 5, 9条母线的局部信息,即增量

成本的估计值 λ̂1, λ̂5, λ̂9 的收敛曲线. 可以看出一致性算法的引入使得每次迭代各条母线的局部信息
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图 7 (网络版彩图) 不同次数的一致性更新下局部信息的收敛曲线

Figure 7 (Color online) Convergence behavior of the local information with different times of consensus updates.
(a) φ = 10; (b) φ = 20; (c) φ = 30; (d) φ = 40

λ̂i 基本达到一致, 且收敛于最优增量成本 λ∗. 图 6 为电力供应的收敛曲线图, 证明了所提出的分布式

调度方案可以实现电力的供需平衡, 验证了算法的有效性.

为进一步分析各项参数对算法性能的影响,对局部增量成本估计值以及发电机出力在不同一致性

更新次数下的收敛情况进行了对比, 结果如图 7和 8所示. 其中图 7为了更清晰地体现出一致性更新
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图 8 (网络版彩图) 不同次数的一致性更新下出力的收敛曲线

Figure 8 (Color online) Convergence behavior of the generator output with different times of consensus updates.

(a) φ = 10; (b) φ = 20; (c) φ = 30; (d) φ = 40

表 2 不同步长 α 下的最优出力

Table 2 Optimal generator output under different step sizes α

α x̃∗
1 (MW) | x̃∗

1 − x∗
1 | (MW) x̃∗

2 (MW) | x̃∗
2 − x∗

2 | (MW) x̃∗
3 (MW) | x̃∗

3 − x∗
3 | (MW)

0.005 393.1844 0.0146 334.4777 0.1261 122.3379 0.1115

0.010 393.1989 0.0291 334.3519 0.2519 122.4492 0.2228

0.015 393.2133 0.0435 334.2263 0.3775 122.5604 0.3340

0.020 393.2276 0.0578 334.1008 0.5030 122.6715 0.4451

0.025 393.2418 0.0720 333.9756 0.6282 122.7825 0.5561

0.02→0 393.1971 0.0273 334.6201 0.0163 122.2396 0.0132

次数对算法的影响, 省去了迭代早期未达到收敛时的曲线变化情况. 可以观察出, 一致性更新次数越

多, 各条母线局部信息所达到的一致性越精确, 进而所得到的最优出力越接近最优值.

此外,对不同步长大小下算法 1所得解的精确性进行了仿真验证,数据结果如表 2所示. 其中 x̃∗
1,

x̃∗
2 和 x̃∗

3 表示采用算法 1 所得到的母线 1, 2, 3 的最优出力. 通过比较分析可知, 步长越大, 计算所得

的经济调度问题的最优值相对于实际最优值的误差越大. 同时, 以步长 α 由 0.02 递减到 0 的情况为

例, 仿真分析了递减的步长对算法的影响. 算法均进行 100 次迭代, 且以 d = (0.02− 0)/100 为公差对

步长进行等差递减. 在 α = 0.02 和 α = 0.005 两种情况下, 算法收敛速度和精度的对比结果如图 9 和

表 2所示. 可以观察出,步长由 0.02递减到 0时,所提出的分布式算法的收敛速度与步长为 0.02时的
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图 9 (网络版彩图) 递减步长下出力的收敛曲线

Figure 9 (Color online) Convergence behavior of the generator output with a diminishing step size. (a) α = 0.02;

(b) α = 0.005; (c) α = 0.02 → 0

收敛速度相差不大,而计算精度却大大提高. 与步长为 0.005时相比,各个变量所得解与最优值的误差

有增有减, 而收敛速度大大增加. 综上分析可以得出, 在算法可收敛范围内, 步长越大, 收敛速度越快,

计算的精度越低. 采用递减的步长在一定程度上可以实现算法在寻优准确性和收敛速度上的折衷.

为进一步验证所提出的分布式算法的可扩展性, 采用 IEEE 39 母线系统 [19] 进行了仿真分析.

IEEE 39 母线系统由 10 个发电机 (分别位于母线 30∼39) 和 19 个负荷组成. 假设通信拓扑结构与

各母线的物理连接相同, 发电机的参数如表 3 所示, 总负荷的功率需求为 3440 MW. 采用 3.1 小节

的优化算法得到最优的增量成本为 λ∗ = 9.6566 $/MWh. 参数设置与 IEEE 9 母线系统相同, 即初值

λ̂i(0) = λ̂j(0) = 0, ∀i, j ∈ N, α = 0.01, φ = 40. 仿真结果如图 10 所示, 对 IEEE 9 母线系统和 IEEE 39

母线系统, 算法都具有较快的收敛速度.

6 结论与展望

针对电网中的经济调度问题, 提出了基于梯度下降和一致性的分布式优化算法. 所提出的算法不

需要一个控制中心将全局信息传递给每条母线,仅仅需要在相互连通的母线之间进行局部信息的传递.

相比于传统的集中式控制方法, 分布式算法在灵活性、鲁棒性等方面都具有明显的优势. 通过理论分

析, 得出选择合适的步长和初值, 该算法的解可以任意地接近原问题的最优解. 仿真结果验证了所提
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表 3 成本函数参数

Table 3 Parameters of the cost functions

G ai bi ci xmin
i (MW) xmax

i (MW)

G1 0.0046 7.065 135.88 135 500

G2 0.00111 3.53 214.92 214 400

G3 0.0029 7.58 78 108 400

G4 0.0045 2.24 127.69 127 500

G5 0.00104 8.53 232.56 100 600

G6 0.0029 7.85 240 200 500

G7 0.0021 3.375 44.628 44 300

G8 0.0032 9.435 234.48 234 500

G9 0.0047 6.45 74.6 74 400

G10 0.0048 8.71 172 172 600
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图 10 (网络版彩图) IEEE 9 母线和 IEEE 39 母线系统的电力供应收敛曲线

Figure 10 (Color online) Convergence of the power supply tested on the IEEE 9-bus and IEEE 39-bus system. (a) IEEE

9-bus; (b) IEEE 39-bus

出的算法的有效性, 能够消耗最少的成本来实现供需平衡. 当考虑传输过程损耗时, 最优化问题 (P1)

中的等式约束将增加所有相邻母线之间输电线路的传输损耗之和这一常数项,该项在分布式算法的计

算过程中可以拆分为局部母线之间的传输损耗. 因此, 提出的分布式算法仍然适用. 通过仿真分析, 发

现一致性更新次数的增加和步长的减小都会使所提出的分布式算法具有更好的寻优效果,即计算结果

将更加接近实际最优值.并且发现采用递减的步长在一定程度上可实现算法在寻优准确性和收敛速度

上的折衷, 接下来将致力于研究一致性更新次数和步长等参数的选取和调试方法, 以更好地实现算法

的寻优准确性和收敛速度的折衷. 另外, 本文采用的经济调度模型未考虑输电网络阻塞的问题. 若考

虑该问题, 将导致很多相关母线在出力调整时受到复杂的限制, 分布式算法的实现也将受到一定影响,

这也是未来需要深入探究的问题.
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Distributed algorithm for economic dispatch based on gradient
descent and consensus in power grid
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2. School of Electronic Information and Electrical Engineering, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240,

China

* Corresponding author. E-mail: shyzhu@sjtu.edu.cn, jyangysu@ysu.edu.cn

Abstract This study aims to propose, a distributed optimization algorithm to solve the economic dispatch

problem encountered in power grids with the ultimate objective of minimizing the total generation cost. The

proposed approach is based on the gradient descent method and the consensus protocol. No central unit was

required to broadcast the global information to each bus, and only local information was exchanged between

the neighboring buses to balance power supply and demand. Theoretical analysis revealed that the proposed

algorithm can converge to the optimal solution of the primal problem by selecting the appropriate step size and

initial values. Simulation studies on the IEEE 9-bus system were conducted to show the validity of the proposed

algorithm.

Keywords economic dispatch, distributed algorithms, gradient descent method, consensus algorithm, commu-

nication topology
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