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摘要 基于空间方向的有限元方法和时间方向的 L1-CN 格式, 本文针对二维两项时间混合分数阶

扩散波动方程进行数值分析. 首先, 给出该方程的全离散逼近格式, 并证明其无条件稳定性. 然后,

严格证明 L2 模意义下的收敛结果和 H1 模意义下的超逼近结果 O(h2 + τmin{2−α1,3−α}) (0 < α1 <

1, 1 < α < 2), 这里 h 和 τ 分别表示空间和时间步长. 进一步地, 利用插值后处理技术导出 H1 模意

义下的整体超收敛结果. 最后, 借助于数值算例进一步展示理论分析的正确性和高效性.
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1 引言

近年来,分数阶偏微分方程模型已经渗透到许多不同的科学领域.比如,在生物学、物理学、医学、

金融学、流体力学、地震工程等诸多领域中分数阶偏微分方程均发挥着极其重要的作用 [1∼5]. 此外,

还有大量研究表明, 分数阶偏微分方程在描述物质的记忆和遗传等性质方面有着独特的优势. 基于分

数阶偏微分方程在这些领域中的广泛应用, 目前已有大量国内外研究者关注分数阶偏微分方程.

分数阶偏微分方程大致可分为 3类: 时间分数阶偏微分方程、空间分数阶偏微分方程和时间 –空

间分数阶偏微分方程, 本文重点关注时间分数阶偏微分方程. 对大多数时间分数阶偏微分方程来说,

其解析解不易求得. 即便可得到解析解, 其表达式中大多含有特殊函数, 并且这些特殊函数的计算相
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当困难, 因此求解时间分数阶偏微分方程的数值解和数值方法日益受到关注. 常用的求解时间分数阶

偏微分方程的数值方法有: 有限差分法 [6∼8]、有限元法 [9∼11]、无网格法 [12,13]、谱方法 [14]、P-G 方

法 [15] 等.

目前,对时间分数阶偏微分方程的数值研究主要集中在时间分数阶扩散方程和时间分数阶扩散波

动方程这两类方程. 例如, 对于单项时间分数阶扩散方程, 文献 [16] 分别利用空间方向的协调和非协

调混合有限元方法结合时间方向的经典 L1 格式, 给出单项时间分数阶扩散方程的无条件稳定的全离

散逼近格式, 并证明了原始变量 u 在 H1 模意义下以及流量 p = ∇u 在 L2 模意义下的空间方向整体

超收敛以及时间方向最优收敛阶为 O(h2 + τ2−β), 0 < β < 1. 文献 [17] 采用时空谱方法求解单项时间

分数阶扩散方程, 并得到了零初始条件和齐次边界条件下空间和时间方向的谱精度. 文献 [18] 提出了

一种隐式无网格方法, 用于求解单项时间分数阶扩散方程. 文献 [19] 基于 Jacobi 多项式, 利用空间方

向 Legendre 谱方法和时间方向有限差分方法, 针对单项时间分数阶扩散方程做了稳定性和收敛性分

析. 文献 [20] 利用双线性元、Raviart-Thomas 元和 L1 时间步长方法, 建立了二维单项时间分数阶扩

散方程的 H1-Galerkin 混合有限元近似格式, 然后证明其无条件稳定性, 并且给出了超逼近和超收敛

的结果.以上这些均是关于单项时间分数阶扩散方程的数值研究,同时,还有一些是关于多项时间分数

阶扩散方程的数值分析. 比如, 文献 [21] 基于分段线性函数, 用标准 Galerkin 有限元方法给出多项时

间分数阶扩散方程的空间半离散格式, 并讨论了其稳定性和误差估计. 文献 [22] 利用谱方法对多项时

间分数阶扩散方程做了数值近似. 文献 [23] 基于空间方向上的有限元方法和时间方向上的经典 L1 逼

近方法, 建立二维多项时间分数阶扩散方程的全离散格式, 并利用双线性单元的性质和插值后处理技

术, 分析了空间方向的整体超收敛性和时间方向收敛性. 文献 [24] 采用空间方向非协调有限元方法和

时间方向改进的 L1 格式, 对多项时间分数阶扩散方程建立无条件稳定的全离散逼近格式, 并给出时

间最优误差估计和空间最优收敛速率.

此外, 关于时间分数阶扩散波动方程, 有以下一些研究. 文献 [25∼33] 是针对单项时间分数阶扩

散波动方程做的一些数值分析. 例如, 文献 [25] 借助于空间二维单项时间分数阶扩散波动方程来模拟

常量 Q 波传播, 并利用 Grünwald-Letnikov 差分和中心差分近似计算分数阶导数, 获得了对应于每个

Fourier分量的相位速度.文献 [26]构造单项时间分数阶扩散波动方程的全离散格式, 然后证明其解的

存在唯一性及无条件稳定性, 并给出了在 L∞ 模意义下的收敛性. 文献 [27] 利用交替方向隐式 (ADI)

正交样条配置方法来逼近二维单项时间分数阶扩散波动方程, 并给出了不同模意义下的最优精度. 文

献 [28]利用微分方程与积分方程的等价性构造单项时间分数阶扩散波动方程的两个有限差分格式,同

时还证明了它们在时间方向上具有一阶精度, 在空间方向上具有二阶精度. 文献 [29] 致力于研究单项

时间分数阶扩散波动方程的高阶差分方法,并给出了逼近格式的无条件稳定性和 L∞ 模意义下的收敛

性. 文献 [30]基于空间方向的分段线性 Galerkin有限元方法和时间方向的卷积积分,对具有非光滑初

值的单项时间分数阶扩散波动方程提出了两种全离散逼近格式. 文献 [31] 利用空间方向的 Galerkin

有限元方法和时间方向的 ADI格式,提出二维单项时间分数阶扩散波动方程的一种数值逼近格式,并

严格证明其无条件稳定性和 L2 模意义下的收敛性. 文献 [32] 基于 Jacobi tau 谱方法和分数阶积分的

Jacobi运算矩阵,提出了求解二阶和四阶单项时间分数阶扩散波动方程以及具有阻尼项的时间分数阶

扩散波动方程的高效谱方法. 文献 [33] 基于空间方向有限元方法和时间方向 Crank-Nicolson 近似, 建

立二维单项时间分数阶扩散波动方程的全离散格式,并对该近似方法做无条件稳定性分析.然后,给出

了 H1 模下空间和时间的收敛结果. 以上均为致力于单项时间分数阶扩散波动方程的研究, 文献 [34]

将考虑多项时间分数阶扩散波动方程. 文献 [34] 采用有限差分法和分数阶预测校正法来模拟多项时

间分数阶扩散波动方程, 并可将这些方法和技术扩展到具有分数阶 Laplace 算子的其他多项分数阶偏
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微分方程模型.

以上这些研究均是关于单项及多项时间分数阶扩散方程或时间分数阶扩散波动方程的, 然而, 单

一地使用这两类方程不能灵活、准确地来描述一些实际过程. 倘若将这两类方程有机结合, 即两项时

间混合分数阶扩散波动方程, 则可更为精确地对这些过程进行模拟. 因此, 本文主要考虑如下二维两

项时间混合分数阶扩散波动方程:
Dα1

t u(x, t) +Dα
t u(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ],

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = ũ0(x), x ∈ Ω,

(1)

其中 Ω ⊂ R2 是一个有界的凸多边形区域, 边界为 ∂Ω, 我们假设 x = (x, y), u0(x) 和 f(x, t) 为已知的

足够光滑的函数, 而 Dα
t , D

α1
t 分别是 α 和 α1 阶的关于 t 的左侧 Caputo 分数阶导数, 如文献 [35] 中

所定义:

Dα1
t u(x, t) =

1

Γ(1− α1)

∫ t

0

∂u(x, s)

∂s

ds

(t− s)α1
, 0 < α1 < 1,

Dα
t u(x, t) =

1

Γ(2− α)

∫ t

0

∂u2(x, s)

∂s2
ds

(t− s)α−1
, 1 < α < 2,

其中 Γ(·) 表示 Gamma 函数.

到目前为止, 关于两项时间混合分数阶扩散波动方程的数值分析研究还十分有限, 相关的高精度

数值算法更是稀缺. 本文尝试借助于双线性有限元方法结合 L1-CN 格式来给出两项时间混合分数阶

扩散波动方程的数值分析. 众所周知, 有限元方法是求解偏微分方程的一种快速高效的数值方法, 而

超收敛技术是提高有限元数值近似精度的有效方法 [36∼38]. 首先, 基于空间方向双线性有限元方法和

时间方向 L1-CN 格式, 本文对两项时间混合分数阶扩散波动方程建立无条件稳定的全离散逼近格式.

然后, 导出 L2 模意义下的收敛结果和 H1 模意义下的超逼近结果 O(h2 + τmin{2−α1,3−α}), 其中 h 和

τ 分别表示空间和时间步长. 最后, 利用插值后处理技巧, 得到两项时间混合分数阶扩散波动方程有

限元逼近格式的整体超收敛结果. 本文的创新之处在于: 不仅利用有限元方法对两项时间混合分数阶

扩散波动方程进行稳定性和收敛性分析,而且还得到了超收敛结果,在不大幅增加计算量的前提下,提

高了数值逼近精度.

本文其余内容安排如下: 第 2 节基于双线性有限元方法和 L1-CN 格式, 构造全离散逼近格式. 第

3 节给出一些用于进行稳定性分析和误差估计的重要引理. 第 4 节证明逼近格式的无条件稳定性, 并

导出 L2 模意义下的收敛结果, H1 模意义下的超逼近结果以及超收敛结果 O(h2 + τmin{2−α1,3−α}). 第

5 节从数值模拟的角度进一步展示理论分析的正确性和高效性. 最后一节对本文进行简要的总结, 同

时讨论了其他几类有限单元用于两项时间混合分数阶扩散波动方程时的数值分析情况以及对近期相

关研究工作的展望.

2 有限元方法全离散逼近格式

不妨令 Ω 为矩形区域, Γh 为 Ω 的一族矩形网格剖分, 其中 Ω̄ = ∪K∈Γh
K. 对于每一个 K ∈ Γh,

假设 OK 是 K 的中心, 其中 OK = (xK , yK), hx,K , 和 hy,K 分别是 OK 到 K 的平行于纵横坐标轴的
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两边的垂直距离. K 的 4个顶点分别为 d1 = (xK −hx,K , yK −hy,K), d2 = (xK +hx,K , yK −hy,K), d3 =

(xK+hx,K , yK+hy,K), d4 = (xK−hx,K , yK+hy,K). 我们假设 hK = max{hx,K , hy,K}, h = maxK∈Γh
hK ,

定义有限元空间为

V h = {v; v|K ∈ Q11(K)}, V h
0 = {v ∈ V h; v|∂Ω = 0},

其中 Q11(K) = span{xrys| (x, y) ∈ K, 0 6 r 6 1, 0 6 s 6 1}.
设 Ih : v ∈ H2(Ω) → Ihv ∈ V h 为一个插值算子, 且满足

Ih|K = IK , IKv(di) = v(di), i = 1, 2, 3, 4.

则 (1) 式相应的弱形式为: 求 u(x, t) : (0, T ] → H1
0 (Ω), 使得

(Dα1
t u(x, t), v) + (Dα

t u(x, t), v) + (∇u(x, t),∇v) = (f(x, t), v), ∀v ∈ H1
0 (Ω),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = ũ0(x), x ∈ Ω.

(2)

记 (·, ·) 和 ∥ · ∥0 分别为空间 L2(Ω) 上定义的内积与 L2 模, 且 ∥ · ∥m 为空间 Hm(Ω) 中的模.

令 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T , 则相应的时间步长 τ = T/N 和 tn = nτ, n = 0, 1, . . . , N. 对于区间

[0, T ] 上的光滑函数 φ(t), 我们定义

φn = φ(tn), φ(x, t) = ut(x, t), φ0(x) = ut(x, 0) = ũ0,

φn− 1
2 =

φn + φn−1

2
, ∂tφ

k− 1
2 =

φk − φk−1

τ
(1 6 k 6 N), ∂tφ

0 = 0,

D̃α1
t un− 1

2 =
τ1−α1

2Γ(2− α1)

(
n∑

k=1

b̃α1,n−k∂tu
k− 1

2 +
n−1∑
k=1

b̃α1,n−k−1∂tu
k− 1

2

)
,

D̃α
t u

n− 1
2 =

τ1−α

Γ(3− α)

[
b̃α,0∂tu

n− 1
2 +

n−1∑
k=1

(b̃α,n−k − b̃α,n−k−1)∂tu
k− 1

2 − b̃α,n−1ũ0

]
,

其中 b̃α1,k = (k + 1)1−α1 − k1−α1 , b̃α,k = (k + 1)2−α − k2−α, 0 6 k 6 N − 1.

基于 L1-CN 格式和 (2) 式, 可得如下全离散格式: 求 Un ∈ V h
0 , 使得

(D̃α1
t Un− 1

2 , vh) + (D̃α
t U

n− 1
2 , vh) + (∇Un− 1

2 ,∇vh) = (fn− 1
2 , vh), ∀vh ∈ V h

0 ,

U0 = Ihu0(x), Ũ0 = Ihũ0, x ∈ Ω.

(3)

3 一些重要引理

本节将给出用于稳定性分析和误差估计的一些重要引理.

引理1 ([39,40]) 若 u ∈ H4(Ω), 则

(∇(u− Ihu),∇vh) = O(h2)|u|4∥vh∥0, ∀vh ∈ V h
0 . (4)
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引理2 ([41]) (1) 对 ∀t ∈ (0, T ], 若 utt(x, t) ∈ L2(Ω), 记

R
n− 1

2
α1 = Dα1

t un− 1
2 − D̃α1

t un− 1
2 ,

则有

∥Rn− 1
2

α1 ∥0 6 C max
06t6T

∥utt(x, t)∥0τ2−α1 . (5)

(2) 若 uttt(x, t) ∈ L2(Ω), 记

R
n− 1

2
α = Dα

t u
n− 1

2 − D̃α
t u

n− 1
2 ,

则有

∥Rn− 1
2

α ∥0 6 C max
06t6T

∥uttt(x, t)∥0τ3−α. (6)

本文中的 C 是一个与 h 和 τ 无关的正的常数, 它在不同地方可代表不同值.

引理3 ([42]) 设 {a0, a1, . . . , an, . . .} 是一个实数序列且具有以下性质:

an > 0, an − an−1 6 0, an+1 − 2an + an−1 > 0,

则对于任意的正整数 M 和每一个由 M 个实数组成的矢量 (V1, V2, . . . , VM ), 有

M∑
n=1

(
n−1∑
p=0

apVn−p

)
Vn > 0.

引理4 ([43,44]) 对本文中的序列 b̃α,k, k = 0, 1, 2, . . . , 则有

1 = b̃α,0 > b̃α,1 > b̃α,2 > · · · > b̃α,k > · · · > 0,

(2− α)(k + 1)1−α < b̃α,k < (2− α)k1−α.

引理5 ([45]) 对本文中的序列 b̃α1,k = (k+1)1−α1 − k1−α1 , k = 0, 1, 2, . . . , n,对于任意的正整数 N

和矢量 Q = [v1, v2, v3, . . . , vN−1, vN ] ∈ RN , 则有

N∑
n=1

n∑
k=1

b̃α1,n−kv
kvn > 0,

N∑
n=1

n∑
k=1

b̃α1,n−kv
kvn +

N∑
n=1

n−1∑
k=1

b̃α1,n−k−1v
kvn > 0.

4 全离散逼近格式的稳定性、收敛性、超逼近和超收敛分析

本节首先对全离散格式的稳定性进行分析, 然后证明了其收敛性和超逼近性. 最后, 借助于插值

后处理技巧得到了超收敛结果.

定理1 设 {Un} 为 (3) 式的解, 则有

∥Un∥1 6 C

(
∥∇U0∥20 + C1∥Ũ0∥20 + C2 max

06t6T
∥f(t)∥20

) 1
2

.
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证明 为了得到稳定性结果, 不妨在 (3) 式中令 vh = ∂tU
n− 1

2 , 则可得到以下等式:

(D̃α1
t Un− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 ) + (D̃α
t U

n− 1
2 , ∂tU

n− 1
2 ) + (∇Un− 1

2 ,∇∂tU
n− 1

2 ) = (fn− 1
2 , ∂tU

n− 1
2 ). (7)

由 D̃α1
t Un− 1

2 , D̃α
t U

n− 1
2 及 ∂tU

n− 1
2 的定义可知, (7) 式左端的 3 项可以转化为

(D̃α1
t Un− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 )

=
τ1−α1

2Γ(2− α1)

[(
n∑

k=1

b̃α1,n−k∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2

)
+

(
n−1∑
k=1

b̃α1,n−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2

)]
, (8)

(D̃α
t U

n− 1
2 , ∂tU

n− 1
2 )

=
τ1−α

Γ(3− α)

(
b̃α,0∂tU

n− 1
2 +

n−1∑
k=1

(b̃α,n−k − b̃α,n−k−1)∂tU
k− 1

2 − b̃α,n−1Ũ0, ∂tU
n− 1

2

)

=
τ1−α

Γ(3− α)

[
∥∂tUn− 1

2 ∥20 −
n−1∑
k=1

(b̃α,n−k−1 − b̃α,n−k)(∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 )− (b̃α,n−1Ũ0, ∂tU
n− 1

2 )

]
, (9)

(∇Un− 1
2 ,∇∂tU

n− 1
2 ) =

1

2τ
(∥∇Un∥20 − ∥∇Un−1∥20). (10)

接下来, 为了方便起见, 记 λ = τ1−α

Γ(3−α) , λ1 = τ1−α1

Γ(2−α1)
, 将 (8)∼(10) 式代入到 (7) 式中, 并让 (7) 式

两端同乘 2τ , 可得到如下:

2λτ∥∂tUn− 1
2 ∥20 + ∥∇Un∥20 − ∥∇Un−1∥20

= 2λτ
n−1∑
k=1

(b̃α,n−k−1 − b̃α,n−k)(∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 ) + 2λτ(b̃α,n−1Ũ0, ∂tU
n− 1

2 )

+ 2τ(fn− 1
2 , ∂tU

n− 1
2 )− λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 ) +
n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 )

]

6 λτ
n−1∑
k=1

(b̃α,n−k−1 − b̃α,n−k)(∥∂tUk− 1
2 ∥20 + ∥∂tUn− 1

2 ∥20) + λτ b̃α,n−1(∥Ũ0∥20 + ∥∂tUn− 1
2 ∥20)

+ 2τ |(fn− 1
2 , ∂tU

n− 1
2 )|−λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 ) +

n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 )

]
.

(11)

令 ρ0 = ∥∇U0∥20 和 ρn = ∥∇Un∥20 + λτ
∑n

k=1
b̃α,n−k∥∂tUk− 1

2 ∥20, 则 (11) 式可变形为

ρn 6 ρn−1 + λτ b̃α,n−1∥Ũ0∥20 + 2τ |(fn− 1
2 , ∂tU

n− 1
2 )|

− λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 ) +

n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 )

]
6 ρn−2 + λτ b̃α,n−1∥Ũ0∥20 + 2τ |(fn− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 )|

− λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 ) +
n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n− 1

2 )

]
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+ λτ b̃α,n−2∥Ũ0∥20 + 2τ |(fn−1− 1
2 , ∂tU

n−1− 1
2 )

− λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n−1− 1

2 ) +

n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−2∂tU
k− 1

2 , ∂tU
n−1− 1

2 )

]
6 · · ·. (12)

对以上式子, 用 l 代替 n, 并对 l 从 1 到 n 求和, 然后利用 Cauchy-Schwarz 不等式和 Young’s 不

等式, 则可得以下估计:

ρn 6 ρ0 + λτ
n∑

l=1

b̃α,l−1∥Ũ0∥20 + 2τ
n∑

l=1

|(f l− 1
2 , ∂tU

l− 1
2 )|

− λ1τ
n∑

l=1

[
l∑

k=1

(b̃α1,l−k∂tU
k− 1

2 , ∂tU
l− 1

2 ) +
l−1∑
k=1

(b̃α1,l−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
l− 1

2 )

]

6 ρ0 + λτ

n∑
l=1

b̃α,l−1∥Ũ0∥20 +
n∑

l=1

τ∥f l− 1
2 ∥20

λb̃α,n−l

+

n∑
l=1

λτ b̃α,n−l∥∂tU l− 1
2 ∥20

− λ1τ
n∑

l=1

[
l∑

k=1

(b̃α1,l−k∂tU
k− 1

2 , ∂tU
l− 1

2 ) +
l−1∑
k=1

(b̃α1,l−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
l− 1

2 )

]
. (13)

即

∥∇Un∥20 6 ∥∇U0∥20 + λτ
n∑

l=1

b̃α,l−1∥Ũ0∥20 +
n∑

l=1

τ∥f l− 1
2 ∥20

λb̃α,n−l

− λ1τ
n∑

l=1

[
l∑

k=1

(b̃α1,l−k∂tU
k− 1

2 , ∂tU
l− 1

2 ) +
l−1∑
k=1

(b̃α1,l−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
l− 1

2 )

]
. (14)

再利用引理 4, 可得

λτ
n∑

l=1

b̃α,l−1∥Ũ0∥20 6 T 2−α

Γ(3− α)
∥Ũ0∥20,

n∑
l=1

τ∥f l− 1
2 ∥20

λb̃α,n−l

6 Γ(3− α)Tα

2− α
max
06t6T

∥f(x, t)∥20. (15)

此外, 根据引理 5, 可以推断

− λ1τ
n∑

l=1

[
l∑

k=1

(b̃α1,l−k∂tU
k− 1

2 , ∂tU
l− 1

2 ) +
l−1∑
k=1

(b̃α1,l−k−1∂tU
k− 1

2 , ∂tU
l− 1

2 )

]
6 0. (16)

然后将以上 (15) 和 (16) 式代入到 (14) 式, 则有

∥∇Un∥20 6 ∥∇U0∥20 +
T 2−α

Γ(3− α)
∥Ũ0∥20 +

Γ(3− α)Tα

2− α
max
06t6T

∥f(x, t)∥20,

即

∥∇Un∥20 6 ∥∇U0∥20 + C1∥Ũ0∥20 + C2 max
06t6T

∥f(x, t)∥20,

其中 C1 = T 2−α

Γ(3−α) , C2 = Γ(3−α)Tα

2−α .

因 Un ∈ H1
0 (Ω), 且在空间 H1

0 (Ω) 中, 由 H1 模和半模之间的等价性, 易得定理结果.

接下来, 借助于定理 2, 给出有限元全离散逼近格式的收敛结果和超逼近结果.
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定理2 设 un 是 (2) 式在 t = tn 时的解, Un 为 (3) 式的解, 且 u ∈ H4(Ω), ut ∈ H2(Ω), utt ∈
L2(Ω), uttt ∈ L2(Ω), 则对任意的整数 1 6 n 6 N , 有

∥un − Un∥0 = O(h2 + τmin{2−α1,3−α}), ∥Ihun − Un∥1 = O(h2 + τmin{2−α1,3−α}).

证明 由 (2) 和 (3) 式, 可以得到以下误差方程:

(D̃α1
t (un− 1

2 − Un− 1
2 ), vh) + (D̃α

t (u
n− 1

2 − Un− 1
2 ), vh) + (∇(un− 1

2 − Un− 1
2 ),∇vh)

= −(R
n− 1

2
α1 , vh)− (R

n− 1
2

α , vh), ∀vh ∈ V h
0 . (17)

记 ηn = un − Ihu
n, ξn = Ihu

n − Un, 并在 (17) 式中令 vh = ∂tξ
n− 1

2 , 则有

(D̃α1
t ξn−

1
2 , ∂tξ

n− 1
2 ) + (D̃α

t ξ
n− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 ) + (∇ξn−
1
2 ,∇∂tξ

n− 1
2 )

= −(D̃α1
t ηn−

1
2 , ∂tξ

n− 1
2 )− (D̃α

t η
n− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )− (∇ηn−
1
2 ,∇∂tξ

n− 1
2 )

− (R
n− 1

2
α1 , ∂tξ

n− 1
2 )− (R

n− 1
2

α , ∂tξ
n− 1

2 ). (18)

由 D̃α1
t Un− 1

2 , D̃α
t U

n− 1
2 及 ∂tξ

n− 1
2 的定义可知, (18) 式的左端 3 项可化为

(D̃α1
t ξn−

1
2 , ∂tξ

n− 1
2 )

=
τ1−α1

2Γ(2− α1)

[(
n∑

k=1

b̃α1,n−k∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2

)
+

(
n−1∑
k=1

b̃α1,n−k−1∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2

)]
, (19)

(D̃α
t ξ

n− 1
2 , ∂tξ

n− 1
2 )

=
τ1−α

Γ(3− α)

(
b̃α,0∂tξ

n− 1
2 +

n−1∑
k=1

(b̃α,n−k − b̃α,n−k−1)∂tξ
k− 1

2 − b̃α,n−1ξ̃0, ∂tξ
n− 1

2

)

=
τ1−α

Γ(3− α)

[
∥∂tξn−

1
2 ∥20 −

n−1∑
k=1

(b̃α,n−k−1 − b̃α,n−k)(∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )− (b̃α,n−1ξ̃0, ∂tξ
n− 1

2 )

]
, (20)

(∇ξn−
1
2 ,∇∂tξ

n− 1
2 ) =

1

2τ
(∥∇ξn∥20 − ∥∇ξn−1∥20). (21)

接下来, 令 λ = τ1−α

Γ(3−α) , λ1 = τ1−α1

Γ(2−α1)
, 然后将 (19)∼(21) 式代入到 (18) 式中, 并让 (18) 式两端同

乘 2τ , 可得到如下:

2λτ∥∂tξn−
1
2 ∥20 + ∥∇ξn∥20 − ∥∇ξn−1∥20

= 2λτ
n−1∑
k=1

(b̃α,n−k−1 − b̃α,n−k)(∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 ) + 2λτ(b̃α,n−1ξ̃0, ∂tξ
n− 1

2 )

− 2τ(D̃α1
t ηn−

1
2 , ∂tξ

n− 1
2 )− 2τ(D̃α

t η
n− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )− 2τ(∇ηn−
1
2 ,∇∂tξ

n− 1
2 )− 2τ(R

n− 1
2

α1 , ∂tξ
n− 1

2 )

− 2τ(R
n− 1

2
α , ∂tξ

n− 1
2 )− λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 ) +
n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−1∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )

]

6 λτ
n−1∑
k=1

(b̃α,n−k−1 − b̃α,n−k)(∥∂tξk−
1
2 ∥20 + ∥∂tξn−

1
2 ∥20) + λτ b̃α,n−1(∥ξ̃0∥20 + ∥∂tξn−

1
2 ∥20)
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− 2τ(D̃α1
t ηn−

1
2 , ∂tξ

n− 1
2 )− 2τ(D̃α

t η
n− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )− 2τ(∇ηn−
1
2 ,∇∂tξ

n− 1
2 )− 2τ(R

n− 1
2

α1 , ∂tξ
n− 1

2 )

− 2τ(R
n− 1

2
α , ∂tξ

n− 1
2 )− λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 ) +
n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−1∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )

]
. (22)

记 ρ0 = ∥∇ξ0∥20 和 ρn = ∥∇ξn∥20 + λτ
∑n

k=1 b̃α,n−k∥∂tξk−
1
2 ∥20, 那么 (22) 式就等价于

ρn 6 ρn−1 + λτ b̃α,n−1∥ξ̃0∥20 − 2τ(D̃α1
t ηn−

1
2 , ∂tξ

n− 1
2 )− 2τ(D̃α

t η
n− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )

− 2τ(∇ηn−
1
2 ,∇∂tξ

n− 1
2 )− 2τ(R

n− 1
2

α1 , ∂tξ
n− 1

2 )− 2τ(R
n− 1

2
α , ∂tξ

n− 1
2 )

− λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 ) +
n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−1∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )

]
6 ρn−2 + λτ b̃α,n−1∥ξ̃0∥20 − 2τ(D̃α1

t ηn−
1
2 , ∂tξ

n− 1
2 )− 2τ(D̃α

t η
n− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )

− 2τ(∇ηn−
1
2 ,∇∂tξ

n− 1
2 )− 2τ(R

n− 1
2

α1 , ∂tξ
n− 1

2 )− 2τ(R
n− 1

2
α , ∂tξ

n− 1
2 )

− λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 ) +

n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−1∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n− 1

2 )

]
+ λτ b̃α,n−2∥ξ̃0∥20 − 2τ(D̃α1

t ηn−1− 1
2 , ∂tξ

n−1− 1
2 )− 2τ(D̃α

t η
n−1− 1

2 , ∂tξ
n−1− 1

2 )

− 2τ(∇ηn−1− 1
2 ,∇∂tξ

n−1− 1
2 )− 2τ(R

n−1− 1
2

α1 , ∂tξ
n−1− 1

2 )− 2τ(R
n−1− 1

2
α , ∂tξ

n−1− 1
2 )

− λ1τ

[
n∑

k=1

(b̃α1,n−k−1∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n−1− 1

2 ) +

n−1∑
k=1

(b̃α1,n−k−2∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
n−1− 1

2 )

]
6 · · ·. (23)

对上式用 l 代替 n, 并对 l 从 1 到 n 求和, 则有

ρn 6 ρ0 + λτ

n∑
l=1

b̃α,l−1∥ξ̃0∥20 − 2τ

n∑
l=1

(D̃α1
t ηl−

1
2 , ∂tξ

l− 1
2 )− 2τ

n∑
l=1

(D̃α
t η

l− 1
2 , ∂tξ

l− 1
2 )

− 2τ
n∑

l=1

(∇ηl−
1
2 ,∇∂tξ

l− 1
2 )− 2τ

n∑
l=1

(R
l− 1

2
α1 , ∂tξ

l− 1
2 )− 2τ

n∑
l=1

(R
l− 1

2
α , ∂tξ

l− 1
2 )

− λ1τ
n∑

l=1

[
l∑

k=1

(b̃α1,l−k∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
l− 1

2 ) +
l−1∑
k=1

(b̃α1,l−k−1∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
l− 1

2 )

]
. (24)

再利用 Cauchy-Schwarz 不等式和 Young’s 不等式, 即得

2τ

n∑
l=1

(D̃α1
t ηl−

1
2 , ∂tξ

l− 1
2 ) 6

n∑
l=1

5τ∥D̃α1
t ηl−

1
2 ∥20

λb̃α,n−l

+

n∑
l=1

λτ b̃α,n−l∥∂tξl−
1
2 ∥20

5
, (25)

2τ

n∑
l=1

(D̃α
t η

l− 1
2 , ∂tξ

l− 1
2 ) 6

n∑
l=1

5τ∥D̃α
t η

l− 1
2 ∥20

λb̃α,n−l

+

n∑
l=1

λτ b̃α,n−l∥∂tξl−
1
2 ∥20

5
, (26)

2τ
n∑

l=1

(∇ηl−
1
2 ,∇∂tξ

l− 1
2 ) 6

n∑
l=1

Ch4τ∥u∥2L∞(H4(Ω))

λb̃α,n−l

+
n∑

l=1

λτ b̃α,n−l∥∂tξl−
1
2 ∥20

5
, (27)

2τ
n∑

l=1

(R
l− 1

2
α1 , ∂tξ

l− 1
2 ) 6

Cτ max
06t6T

∥utt(X, t)∥20τ4−2α1

λb̃α,n−l

+
n∑

l=1

λτ b̃α,n−l∥∂tξl−
1
2 ∥20

5
, (28)
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2τ

n∑
l=1

(R
l− 1

2
α , ∂tξ

l− 1
2 ) 6

Cτ max
06t6T

∥uttt(X, t)∥20τ6−2α

λb̃α,n−l

+

n∑
l=1

λτ b̃α,n−l∥∂tξl−
1
2 ∥20

5
. (29)

由引理 4 可知
n∑

l=1

1

b̃α,n−l

6 n(k + 1)α−1

(2− α)
6 Nα

(2− α)
6 Tατ−α

2− α
.

再利用引理 5, 可以推断

− λ1τ
n∑

l=1

[
l∑

k=1

(b̃α1,l−k∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
l− 1

2 ) +
l−1∑
k=1

(b̃α1,l−k−1∂tξ
k− 1

2 , ∂tξ
l− 1

2 )

]
6 0.

综上, 我们易得出以下各项估计:

n∑
l=1

5τ∥D̃α1
t ηl−

1
2 ∥20

λb̃α,n−l

6 5TαΓ(3− α)

2− α
∥D̃α1

t ηl−
1
2 ∥20 6 Ch4∥D̃α1

t ul− 1
2 ∥22, (30)

n∑
l=1

5τ∥D̃α
t η

l− 1
2 ∥20

λb̃α,n−l

6 5TαΓ(3− α)

2− α
∥D̃α1

t ηl−
1
2 ∥20 6 Ch4∥D̃α1

t ul− 1
2 ∥22, (31)

n∑
l=1

Ch4τ∥u∥2L∞(H4(Ω))

λb̃α,n−l

6 TαΓ(3− α)

2− α
Ch4∥u∥2L∞(H4(Ω)), (32)

n∑
l=1

Cτ max
06t6T

∥utt(X, t)∥20τ4−2α1

λb̃α,n−l

6 CTαΓ(3− α)

2− α
max
06t6T

∥utt(X, t)∥20τ4−2α1 , (33)

n∑
l=1

Cτ max
06t6T

∥uttt(X, t)∥20τ6−2α

λb̃α,n−l

6 CTαΓ(3− α)

2− α
max
06t6T

∥uttt(X, t)∥20τ6−2α. (34)

综合 (24)∼(34) 式以及 H1
0 (Ω) 空间的性质可知

∥Ihun − Un∥1 = O(h2 + τmin{2−α1,3−α}).

因此易得

∥un − Un∥0 = O(h2 + τmin{2−α1,3−α}).

为了得到整体超收敛结果, 基于原剖分单元, 我们构造了一个新的剖分族, 记为 Γ2h, 新的单元 K̃

由 Γh 中 4 个相邻的小单元构成.

如图 1, 根据文献 [39] 中的方法, 在 K̃ ∈ Γ2h 上构造插值后处理算子 I2h, 记 Ai(i = 1, . . . , 9) 为 4

个小单元的 9 个顶点. 对任意的 t ∈ (0, T ], I2h 满足

I2hu|K̃ ∈ Q22(K̃), ∀u ∈ C(K̃),

I2hu(Ai, t) = u(Ai, t), i = 1, . . . , 9,

I2hIhu = I2hu, ∀u ∈ H3(Ω),

∥I2hu− u∥1 6 Ch2∥u∥3, ∀u ∈ H3(Ω),

∥I2hvh∥1 6 C∥vh∥1, ∀vh ∈ V h
0 .

由 I2h 的性质, 我们可得以下超收敛结果.
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Figure 1 Element

定理3 在与定理 2 同样的假设条件下, 可得

∥I2hUn − un∥1 = O(h2 + τmin{2−α1,3−α}).

证明 由定理 2 和插值后处理算子 I2h 的性质, 可得

∥I2hUn − un∥1 6 ∥I2hUn − I2hIhu
n∥1 + ∥I2hIhun − un∥1

= ∥I2h(Un − Ihu
n)∥1 + ∥I2hun − un∥1

6 C∥Un − Ihu
n∥1 + Ch2∥un∥3

= O(h2 + τmin{2−α1,3−α}). (35)

5 数值结果

本节借助于一些数值算例从数值模拟的角度进一步展示理论结果的正确性和高效性.

例1 考虑如下两项时间混合分数阶扩散波动方程:
Dα1

t u(x, t) +Dα
t u(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ],

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ],

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω,

其中 Ω = (0,π)× (0,π), T = 1和 f(x, t) = [ 2t2−α1

Γ(3−α1)
+ 6t3−α1

Γ(4−α1)
+ 2t2−α

Γ(3−α) +
6t3−α

Γ(4−α) +2(t2 + t3)] sinx sin y.

例2 在 (1)式中,选择不同的源项 f(x, t) = [Γ(2+α1+α)
Γ(2+α1)

t1+α1+ Γ(2+α1+α)
Γ(2+α) t1+α+2t1+α1+α] sinx sin y,

进行相关的数值模拟.

在表 1 中, 通过选取 h = τmin{2−α1,3−α} 和 h2 = τmin{2−α1,3−α}, 我们给出了在 tn = 1, α1 =

0.3, 0.5, α = 1.9, 1.3 时, ∥un − Un∥0, ∥Ihun − Un∥1, ∥un − I2hU
n∥1 和 ∥un − Un∥1 的时间方向上的最

优误差估计.从表 1中很容易看出 ∥un −Un∥0, ∥un −Un∥1, ∥Ihun −Un∥1 和 ∥un − I2hU
n∥1 的时间收

敛阶接近于 min{2− α1, 3− α}, 这与理论分析相吻合.

在以上例子中, 我们用 m,n 表示 x 方向和 y 方向的单元剖分数目, 然后分别取 h = π

√
1

m2 + 1
n2 ,

τ = 10−3. 例 1中,在 α1 = 0.5, α = 1.5时, ∥un−Un∥0, ∥Ihun−Un∥1, ∥un−I2hU
n∥1和 ∥un−Un∥1在不

同时间的误差和收敛阶见表 2. 例 2中,在 α1 = 0.1, α = 1.3时, ∥un−Un∥0, ∥Ihun−Un∥1, ∥un−I2hU
n∥1

和 ∥un−Un∥1在不同时间的误差和收敛阶见表 3. 从表 2和 3中,很容易看出 ∥un−Un∥0, ∥Ihun−Un∥1
和 ∥un − I2hU

n∥1 的空间收敛阶接近 2, ∥un − Un∥1 的空间收敛阶接近于 1. 综上可知, 收敛、超逼近

和超收敛的数值结果都与理论分析相一致.
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表 1 在 tn = 1, α1 = 0.3, 0.5, α = 1.9, 1.3 时时间方向的数值结果

Table 1 Temporal numerical results with α1 = 0.3, 0.5, α = 1.9, 1.3 at tn = 1

α1, α τ ∥un − Un∥0 Rate ∥un − Un∥1 Rate ∥Ihun − Un∥1 Rate ∥un − I2hU
n∥1 Rate

tn/3 4.373E−1 – 8.276E−1 – 8.978E−1 – 9.202E−1 –

α1 = 0.3 tn/6 2.140E−1 1.031 3.985E−1 1.054 4.327E−1 1.053 4.387E−1 1.069

α = 1.9 tn/12 1.017E−1 1.073 1.879E−1 1.084 2.037E−1 1.087 2.054E−1 1.094

tn/24 4.768E−2 1.093 8.793E−2 1.096 9.574E−2 1.089 9.639E−2 1.092

tn/3 1.619E−1 – 3.377E−1 – 3.536E−1 – 3.378E−1 –

α1 = 0.5 tn/6 5.854E−2 1.467 1.214E−1 1.476 1.287E−1 1.458 1.307E−1 1.370

α = 1.3 tn/12 2.069E−2 1.501 4.297E−2 1.499 4.632E−2 1.474 4.592E−2 1.509

tn/24 7.242E−3 1.515 1.506E−2 1.496 1.622E−2 1.514 1.622E−2 1.505

表 2 在 t = 0.3, 0.5, 0.9, 1, α = 1.5, α1 = 0.5, τ = 10−3 时空间数值结果

Table 2 Spatial numerical results with α = 1.5, α1 = 0.5, τ = 10−3 at t = 0.3, 0.5, 0.9, 1

t m× n ∥un − Un∥0 Rate ∥un − Un∥1 Rate ∥Ihun − Un∥1 Rate ∥un − I2hU
n∥1 Rate

4 × 4 6.434E−4 – 6.034E−3 – 3.063E−3 – 3.954E−3 –

t = 0.3 8 × 8 1.525E−4 2.077 2.964E−3 1.026 7.922E−4 1.951 9.969E−4 1.987

16 × 16 3.755E−5 2.021 1.475E−3 1.006 2.009E−4 1.979 2.507E−4 1.992

32 × 32 9.352E−6 2.006 7.369E−4 1.002 5.168E−5 1.959 6.378E−5 1.975

4 × 4 2.076E−3 – 1.930E−2 – 9.576E−3 – 1.247E−2 –

t = 0.5 8 × 8 4.923E−4 2.076 9.495E−3 1.024 2.478E−3 1.950 3.146E−3 1.986

16 × 16 1.212E−4 2.022 4.728E−3 1.006 6.273E−4 1.982 7.900E−4 1.993

32 × 32 3.004E−5 2.012 2.362E−3 1.001 1.598E−4 1.973 1.997E−4 1.984

4 × 4 8.746E−3 – 7.893E−2 – 3.731E−2 – 4.951E−2 –

t = 0.9 8 × 8 2.079E−3 2.073 3.893E−2 1.020 9.676E−3 1.947 1.252E−2 1.984

16 × 16 5.122E−4 2.021 1.939E−2 1.005 2.446E−3 1.984 3.140E−3 1.995

32 × 32 1.268E−4 2.014 9.692E−3 1.001 6.181E−4 1.984 7.897E−4 1.992

4 × 4 1.146E−2 – 1.024E−1 – 4.787E−2 – 6.384E−2 –

t = 1 8 × 8 2.726E−3 2.072 5.058E−2 1.019 1.242E−2 1.946 1.614E−2 1.983

16 × 16 6.719E−4 2.020 2.521E−2 1.005 3.139E−3 1.984 4.051E−3 1.995

32 × 32 1.665E−4 2.013 1.259E−2 1.001 7.926E−4 1.946 1.018E−3 1.993

6 总结与展望

本文基于双线性有限元方法和 L1-CN 格式, 分析了两项时间混合分数阶扩散波动方程全离散逼

近格式的稳定性和收敛性, 得到了超逼近和超收敛结果. 首先, 证明了全离散逼近格式是无条件稳定

的. 其次, 用双线性元的高精度结果和一些引理得到了收敛性和超逼近结果. 然后, 利用插值后处理技

术, 得到了 H1 模意义下的整体超收敛结果 O(h2 + τmin{2−α1,3−α}), 并且对其他单元应用于该方程的

数值分析做了进一步讨论. 最后, 借助于数值算例进一步展示了理论分析的正确性. 本文的创新之处

在于不仅用有限元方法对二维两项时间混合分数阶扩散波动方程进行了稳定性和收敛性分析,而且还

得到了超收敛结果. 近期, 我们考虑用这种高效的数值方法来研究更多类型的空间分数阶微分方程和
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表 3 在 t = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, α = 1.3, α1 = 0.1, τ = 10−3 时空间方向的数值结果

Table 3 Spatial numerical results with α = 1.3, α1 = 0.1, τ = 10−3 at t = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8

t m× n ∥un − Un∥0 Rate ∥un − Un∥1 Rate ∥Ihun − Un∥1 Rate ∥un − I2hU
n∥1 Rate

4 × 4 1.155E−3 – 1.084E−2 – 5.508E−3 – 7.106E−3 –

t = 0.2 8 × 8 2.738E−4 2.077 5.323E−3 1.026 1.424E−3 1.951 1.792E−3 1.988

16 × 16 6.744E−5 2.021 2.649E−3 1.006 3.611E−4 1.979 4.504E−4 1.992

32 × 32 1.679E−5 2.006 1.323E−3 1.002 9.267E−5 1.962 1.144E−4 1.977

4 × 4 6.156E−3 – 5.706E−2 – 2.813E−2 – 3.671E−2 –

t = 0.4 8 × 8 1.460E−3 2.076 2.808E−2 1.023 7.277E−3 1.950 9.261E−3 1.987

16 × 16 3.599E−4 2.020 1.398E−2 1.006 1.837E−3 1.986 2.322E−3 1.996

32 × 32 8.944E−5 2.009 6.984E−3 1.001 4.631E−4 1.988 5.831E−4 1.994

4 × 4 1.656E−2 – 1.506E−1 – 7.195E−2 – 9.508E−2 –

t = 0.6 8 × 8 3.935E−3 2.073 7.425E−2 1.021 1.864E−2 1.948 2.402E−2 1.985

16 × 16 9.707E−4 2.019 3.699E−2 1.005 4.705E−3 1.987 6.021E−3 1.996

32 × 32 2.415E−4 2.007 1.848E−2 1.001 1.182E−3 1.993 1.508E−3 1.997

4 × 4 3.374E−2 – 2.998E−1 – 1.389E−1 – 1.859E−1 –

t = 0.8 8 × 8 8.033E−3 2.071 1.480E−1 1.018 3.606E−2 1.945 4.701E−2 1.983

16 × 16 1.983E−3 2.018 7.378E−2 1.004 9.099E−3 1.987 1.178E−2 1.996

32 × 32 4.936E−4 2.006 3.686E−2 1.001 2.283E−3 1.995 2.950E−3 1.998

时空分数阶微分方程. 另外, 对于其他有限单元 (包括协调元和非协调元) 应用于方程 (1) 的数值分析

情况, 也进行了简要的总结.

(i) 若将 V h
0 换成线性三角形有限元空间, 由于该元有如下性质: 设 u ∈ H3(Ω), 则

(∇(u− Ihu),∇vh) = O(h2)|u|3|vh|1, ∀vh ∈ V h
0 .

该单元不满足引理 1 的结果, 因此利用它无法得到定理 2 和 3 的结果.

(ii) 若将 V h
0 换成非常规 Hermite 矩形有限元空间, 在文献 [46] 中已经证明了如下结果: 设 u ∈

H4(Ω), 则

(∇(u− Ihu),∇vh) = O(h3)|u|4∥vh∥1, ∀vh ∈ V h
0 ,

利用逆不等式, 可以得到

(∇(u− Ihu),∇vh) = O(h2)|u|4∥vh∥0, ∀vh ∈ V h
0 .

因此, 利用该单元无法得到超逼近和超收敛结果.

(iii) 若将 V h
0 换成矩形网格下文献 [47∼52] 中的 EQrot

1 非协调元或文献 [53] 中正方形网格下的

Qrot
1 非协调元或文献 [54] 中带约束的旋转 Q1 元 (等价于矩形网格上文献 [55] 中的 P1 非协调元) 或

文献 [56] 中的类 Carey 元空间. 由于上述这些非协调元的相容误差只能估计为∣∣∣∣∣∑
k

∫
∂k

∂u

∂n
vhds

∣∣∣∣∣ = O(h2)∥u∥3∥vh∥h = O(h)∥u∥3∥vh∥0, ∀vh ∈ V h
0 ,

其中 ∥ · ∥h = (
∑

k | · |21,k)
1
2 是 V h

0 上的模. 因此, 利用它们, 到目前还无法得到定理 2 和 3 的结果.
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对四边形网格来说, 由于文献 [57,58] 中关于 EQrot
1 元的插值误差和相容误差只有 O(h) 阶, 如何

将它应用于本文并得到超逼近和超收敛性也有待进一步研究.

(iv) 对文献 [59, 60] 中的类 Wilson 元来说, 在任意四边形网格下, 当问题的精确解 u ∈ H3(Ω) 时,

利用该元的相容误差在能量模意义下可以达到 O(h2) 阶, 即比插值误差高一阶的特殊性质, 类似 (iii)

的讨论, 利用它也不能得到定理 2 和 3 的结果. 对于矩形网格下的类 Wilson 元 [61], 广义网格下改进

的类 Wilson 元 [62] 和三角形剖分下的 pmod
1 元 [63], 因为相容误差高达 O(h3) 阶, 因此由它们可以得到

本文的定理 2 和 3, 但此时要求 u ∈ H4(Ω), 显然要求的光滑度较高.

(v) 对于著名的 Wilson 元 [64] 和 Carey 元 [65], 因其相容误差仅有 O(h) 阶, 到目前为止也仍无法

推出本文定理 2 和 3 的结果.
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Abstract Based on the finite-element method (FEM) in the spatial direction and L1-CN approximation in the

temporal direction, respectively, numerical analyses are proposed for 2D two-term mixed time-fractional diffusion-

wave equations. First, a fully discrete approximate scheme is established for the equation, and it is proved to

be unconditionally stable. Then, rigorous proofs are provided for the convergence result in the L2- norm and

superclose properties in H1- norm with order O(h2 + τmin{2−α1,3−α}) (0 < α1 < 1, 1 < α < 2), where h and

τ are the spatial size and time step, respectively. Furthermore, the global superconvergence in the H1- norm

is obtained using an interpolation postprocessing technique. Finally, with the help of numerical examples, the

correctness and high efficiency of the theoretical analysis are further demonstrated.

Keywords two-term mixed time-fractional diffusion-wave equations, finite-element method, L1-CN approxima-

tion, stability, superclose, convergence and superconvergence
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