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摘要 基于虚拟等价系统理论统一分析和理解针对线性被控对象的,由任意控制策略和任意参数估

计算法构成的自校正控制系统的稳定性、收敛性, 给出了各种情况下便于工程应用的判据, 这些判

据的共同特点是不需要参数估计的收敛性. 考虑到模型参考自适应控制可视为自校正控制的一种特

殊情况, 因此, 本文方法和结论也可用于模型参考自适应控制系统的稳定性和收敛性分析. 最后, 用

仿真结果验证了虚拟等价系统理论的有效性.
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1 引言

自适应控制系统是一类特定的复杂系统, 虽然有众多的研究成果, 但是对这类复杂控制系统的

认识仍然不够充分, 距离指导工程实践仍有差距. 一个自适应控制系统能正常工作的前提是其稳定

性和收敛性. 但分析和理解自适应控制系统的稳定性和收敛性并非易事, 特别是针对非最小相位对

象的自适应控制系统的分析尤其复杂和困难. 自适应控制主要包括自校正控制和模型参考自适应控

制, 其中, 自校正控制的思想源于著名控制学者 Kalman [1], 而首先将其实用化的工作属于 Åström 和

Wittenmark [2], 此后, 围绕自校正控制系统的稳定性和收敛性, 很多学者做出了出色的工作, 文献 [3]

将 Åström-Wittenmark自校正调节器中的最小二乘辨识算法改为随机逼近算法,然后证明了其稳定性

和收敛性; 文献 [4, 5] 证明了原始的 Åström-Wittenmark 自校正调节器的稳定性和收敛性, 文献 [6, 7]

则提出 “修正的最小二乘算法”, 也得到了相应的自校正调节器的稳定性和收敛性.

上述结果均是针对最小相位对象的, 其共同特点是不需要参数估计的收敛性. 若被控对象是非最

小相位的,则不能采用最小方差类型的自校正算法进行控制,而需要采用极点配置等控制策略,相应的

稳定性和收敛性分析比最小方差类型的自适应控制系统更加困难,现有的结果基本上都是在参数估计
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收敛 (可以收敛到真值或非真值)的前提下得到的, 也有一些结果没有要求参数估计收敛, 但是只能保

证系统的稳定性和鲁棒性, 而不能保证系统的收敛性.

针对非最小相位确定性被控对象, 文献 [8, 9] 通过引入附加激励信号证明了极点配置自校正控制

的稳定性、收敛性; 不引入附加激励信号, 而是通过估计模型的修正, 使其满足可控性条件, 也可以得

到极点配置自校正控制的稳定性和收敛性 [10], 文献 [11, 12] 用 “关键性技术引理” 分析了极点配置算

法的稳定性、收敛性; 针对非最小相位随机被控对象, 文献 [13, 14] 采用了附加 “衰减激励信号” 的方

法,来保证随机极点配置自校正控制的稳定性和收敛性,而文献 [15,16]则给出了不需要外加激励信号,

而是采用自收敛的加权最小二乘参数估计算法来保证随机极点配置自校正控制的稳定性和收敛性,文

献 [17∼20] 分析了自适应解耦控制系统的稳定性和收敛性, 文献 [21] 基于李亚普诺夫函数 (Lyapunov

function) 分析了针对最小相位对象和某类非最小相位对象的广义最小方差自校正控制的稳定性和收

敛性. 相关成果还有很多, 难以一一列举, 近年来, 有关稳定性和收敛性的工作较少, 原因是很多自适

应控制方案虽然没有理论分析结果, 但在实际应用中都有很好的效果 [22].

众所周知, 各种参数估计算法和各种控制策略可以任意组合产生相应的自适应控制方案, 而且还

会有新的方案不断出现, 因此, 很难逐一具体分析每一种自适应控制系统的稳定性和收敛性. 为此, 人

们一直期待着能找到统一的稳定性、收敛性分析方法 [23∼27], 然而, 尽管有一些零星结果出现 [28∼31],

但是人们期待的统一分析方法和理论仍然有待探索. 虚拟等价系统 (virtual equivalent system, VES)

的概念和相应的分析方法正是在这样的背景下产生的 [32∼36], 本文是对前期工作特别是文献 [35] 的归

纳、完善和扩展, 同时给出了虚拟等价系统理论的仿真验证, 本文目的是使虚拟等价系统理论更加便

于工程应用, 也就是减少或放松稳定性、收敛性判据所要求的条件, 主要是取消对受控对象阶次信息

的直接依赖、放松对参数估计误差的要求,以及取消极点配置自校正控制策略对参数估计收敛的依赖.

概括起来, 虚拟等价系统理论带来的好处是: 不需要具体的控制策略和参数估计算法, 而只需要

它们的一些性质就可以判断自校正控制系统的稳定性和收敛性,因此有望为设计新算法及工程实践提

供事前的指导. 究其根源,是因为虚拟等价系统将自校正控制系统的结构复杂性 (时变非线性)转化为

补偿信号的复杂性 (时变非线性), 从而带来了分析上的便利.

2 确定性自校正控制系统的虚拟等价系统及结论

考虑一个一般的单输入单输出确定性被控对象 P , 可以为最小相位或者非最小相位系统.

P : A(q−1)y(k) = q−dB(q−1)u(k), (1)

其中, A(q−1) = 1 + a1q
−1 + · · ·+ anaq

−na, B(q−1) = b0 + b1q
−1 + · · ·+ bnbq

−nb, d > 1;na > 1;nb > 1.

相应的自校正控制系统如图 1 所示, 其中, yr(k), u(k), y(k) 分别为系统的参考输入信号、控制信号和

输出信号. 控制器 C(k) 可以用任何适当的控制策略进行设计, 参数估计算法也可以任意选择, 只要满

足一定条件即可 (细节见后面的定理). 由于本文的目的是稳定性、收敛性的统一分析, 故省略了参数

估计和控制器设计的具体细节.

进一步, 估计参数记为 θ̂(k), 对应的模型记为 Pm(k), 模型 Pm(k) 的阶次可以低于被控对象 P 的

阶次, 对模型阶次的要求, 隐含在对参数估计误差的要求之中. 参数估计误差记为

e(k) = y(k)− ϕT(k − d)θ̂(k), (2)
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图 1 自校正控制系统

Figure 1 Self-tuning control system

图 2 确定性虚拟等价系统 I

Figure 2 Deterministic VES I

其中, ϕT(k − d) 为回归向量, 其一般形式为

ϕT(k − d) = [y(k − 1), . . . , u(k − d), . . .]. (3)

控制律可以一般性地记为

u(k) = ϕT
c (k)θc(k), (4)

其中, θc(k) = f(θ̂(k)) 为 C(k) 的参数向量; ϕT
c (k) 为控制器的回归向量; f(·) 是由控制策略决定的映

射. ϕT
c (k) 的一般形式为

ϕT
c (k) = [yr(k), yr(k − 1), . . . , y(k), y(k − 1), . . . , u(k − 1), u(k − 2), . . .], (5)

其中, yr(k) 为有界参考输入, ϕT
c (k) 的具体形式取决于具体的控制器设计方法.

不难看出, 图 1 中被控对象的输出 y(k) 可以用 Pm(k) 的输出和 e(k) 来取代, 即 y(k) = e(k) +

ϕT(k − d)θ̂(k) . 因此, 可以构造虚拟等价系统如图 2 所示.

若参数估计满足条件: ∥θ̂(k)∥ 6 M < ∞, ∥θ̂(k) − θ̂(k − l)∥ → 0, 其中, l 为有限值, 则可以进一步

构造 “慢切换” 虚拟等价系统 (如图 3 所示), 图中,

ei(k) = y(k)− ϕT(k − d)θ̂(k) + ϕT(k − d)[θ̂(k)− θ̂(tk)] = e(k) + ϕT(k − d)[θ̂(k)− θ̂(tk)], (6)

∆u′(k) = ϕT
c (k)θc(k)− ϕT

c (k)θc(tk). (7)

θc(tk) = f(θ̂(tk)) 为控制器 C(tk) 的参数向量或参数矩阵. 其中, tk 为 k 的子序列, tk 的选取是为了形

成 “慢切换” 系统的需要, 具体选取方法可参见文献 [32].

分析图 3 所示的 “慢切换” 虚拟等价系统, 可以得到如下判据.

定理1 针对确定性被控对象的自校正控制系统, 若

(1) ∥θ̂(k)∥ 6 M < ∞; ∥θ̂(k)− θ̂(k − l)∥ → 0, l 为有限值;

(2) e(k) = o(α+ ∥ϕ(k − d)∥), 0 < α < ∞;

(3) 自适应控制器按确定性等价原则设计, 且满足稳定性和跟踪性要求;

(4) 从估计参数到控制器参数的映射, 即 f(θ̂(k)), 为 θ̂(k) 的一致连续函数,

则自校正控制系统是稳定的和收敛的.

注1 条件 (1) 并不意味着参数估计收敛, 而只是意味着参数估计有界和慢时变.

注2 条件 (2) 是常见的确定性自校正控制系统参数估计算法都能满足的性质, 并不需要持续激

励条件, 但是就目前的参数估计研究成果来说, 还是需要知道被控对象的结构信息.
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图 3 虚拟等价系统 II

Figure 3 Deterministic VES II

图 4 分解子系统 1

Figure 4 Subsystem 1 of deterministic VES II

图 5 分解子系统 2

Figure 5 Subsystem 2 of deterministic VES II

图 6 分解子系统 3

Figure 6 Subsystem 3 of deterministic VES II

注3 条件 (3) 意味着在图 2 中, 令 e(k) = 0, 同时 “冻结” k, 这样得到的定常系统是稳定的并满

足跟踪性要求. 条件 (3) 还涉及到估计模型的可控性问题, 已经有各种解决办法, 如估计参数投影、修

正等.

注4 在条件 (1) 之下, 条件 (4) 中 f(θ̂(k)) 实际上可以放松为连续映射, 常见的极点配置控制策

略在估计模型可控时即满足这一要求,细节参见文献 [26]的 11.4小节, 并注意到满秩矩阵求逆为连续

映射.

证明 第一步,将图 3所示的虚拟等价系统进行分解, 得到 3个子系统,分别见图 4∼6. 在各相关

系统零初始条件下可以证明分解前后系统输入输出的等价性 [见附录 A 引理 A1], 即

y(k) = y1(k) + y2(k) + y3(k), u(k) = u1(k) + u2(k) + u3(k). (8)

定理 1 条件 (1) 和 (3) 保证图 4 所示系统是一个稳定的 “慢切换” 控制系统 [37, 38], 因此有

∥u1(k)∥ = O(1), ∥y1(k)∥ = O(1). (9)

第二步, 由定理 1 的条件 (2) 和 (4) 以及 (6) 和 (7) 两式, 可以得到两个补偿信号的性质:

ei(k) = o(α+ ∥ϕ(k − d)∥), 0 < α < ∞; ∆u′(k) = o(β + ∥ϕc(k)∥), 0 < β < ∞. (10)

为便于证明, 定义一个新的变量 ϕ̃(k), 其元素是 ϕ(k − d) 和 ϕc(k) 的并集, 即

ϕ̃(k) = [y(k), y(k − 1), . . . , u(k − 1), . . . , yr(k), . . .]. (11)

类似地, 在 3 个子系统中分别定义 ϕ̃1(k), ϕ̃2(k), 和 ϕ̃3(k):

ϕ̃1(k) = [y1(k), . . . , u1(k − 1), . . . , yr(k), . . .], (12)

ϕ̃2(k) = [y2(k), . . . , u2(k − 1), . . . , 0, . . .], (13)

ϕ̃3(k) = [y3(k), . . . , u3(k − 1), . . . , 0, . . .]. (14)
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于是有 ∥ϕc(k)∥ = O(∥ϕ̃(k)∥), ∥ϕ(k − d)∥ = O(∥ϕ̃(k)∥), ϕ̃(k) = ϕ̃1(k) + ϕ̃2(k) + ϕ̃3(k). 从而 (10) 式可以

进一步表示为

ei(k) = o(α+ ∥ϕ̃(k)∥), ∆u′(k) = o(β + ∥ϕ̃(k)∥). (15)

由于子系统 2 和 3 均为稳定系统, 所以有 [39]

y2(k) = o(α+ ∥ϕ̃(k)∥), u2(k) = o(α+ ∥ϕ̃(k)∥), (16)

y3(k) = o(β + ∥ϕ̃(k)∥), u3(k) = o(β + ∥ϕ̃(k)∥). (17)

第三步, 证明稳定性, 由

y(k) = y1(k) + y2(k) + y3(k) = y1(k) + o(α+ β + ∥ϕ̃(k)∥), (18)

u(k) = u1(k) + u2(k) + u3(k) = u1(k) + o(α+ β + ∥ϕ̃(k)∥), (19)

可以得到

∥ϕ̃2(k)∥ = o(α+ ∥ϕ̃(k)∥+ · · ·+ ∥ϕ̃(k − s)∥), (20)

∥ϕ̃3(k)∥ = o(β + ∥ϕ̃(k)∥+ · · ·+ ∥ϕ̃(k − s)∥). (21)

s 为有限正整数. 又由 (9) 式知 ∥ϕ̃1(k)∥ < ∞, 将 ϕ̃2(k), ϕ̃3(k) 看成一个变量, 由引理 A2 知道 ∥ϕ̃(k)∥
必有界, 进而 ∥ϕ(k − d)∥ 必有界. 稳定性得证.

第四步, 证明收敛性. 首先, 基于定理 1 条件 (3), 用多李亚普诺夫函数 (multiple Lyapunov func-

tion) 方法可以证明图 4 所示子系统的跟踪特性 [32], 即 y1(k) → yr(k), 进一步由 (18) 式及 ∥ϕ̃(k)∥ 有
界, 得到 y(k) → y1(k) → yr(k).

若被控对象存在干扰或非线性因素或采用低阶模型, 则定理 1 所要求的参数估计条件难以满足,

这种情况下, 确定性自校正控制系统的收敛性难以保证, 但有如下稳定性结论.

推论1 针对确定性被控对象 P 的自校正控制系统, 若

(1) ∥θ̂(k)∥ 6 M < ∞; ∥θ̂(k)− θ̂(k − l)∥ → 0, l 为有限值;

(2) e(k) 6 M ′ < ∞;

(3) 自适应控制器按确定性等价原则设计, 且满足稳定性和跟踪性要求;

(4) 从估计参数到控制器参数的映射, 即 f(θ̂(k)), 为 θ̂(k) 的一致连续函数,

则自校正控制系统是稳定的.

证明 过程同定理 1 的证明类似, 细节省略.

若被控对象是最小相位系统,则可以按一步超前 (相当于随机情况下的最小方差)策略设计相应的

自校正控制系统 [11], 这种特殊情况下, 我们采用更为简单的虚拟等价系统, 如图 7 所示, 其中 C 为按

确定性等价原则, P 所对应的一步超前控制器, 可以称之为理想控制器. ∆u(k) 为自校正控制器 C(k)

与理想控制器 C 之间的输出误差, 即 ∆u(k) = u(k)− u0(k). 虽然我们不知道 P 和 C 的具体参数, 但

是由于一步超前控制的特性,我们能够找到 ∆u(k)和参数估计误差 e(k)之间的关系,见 (22)式,使得

我们可以方便地分析一步超前自校正控制系统的稳定性和收敛性.

相应地, 有如下结论.

定理2 针对最小相位对象的一步超前自校正控制系统, 若满足如下条件:

(1) b0 ̸= 0, b̂0 ̸= 0;

951



张维存等: 自适应控制的虚拟等价系统理论及仿真验证

图 7 一步超前自校正控制的虚拟等价系统

Figure 7 VES for one-step-ahead STC (self-tuning con-
trol)

图 8 随机自校正控制系统

Figure 8 Stochastic self-tuning control system

(2) e(k) = o(α+ ∥ϕ(k − d)∥), 0 < α < ∞,

则自校正控制系统是稳定的和收敛的.

注5 b̂0 ̸= 0 是为了保证一步超前自校正控制律的存在性, 可以对 b0 的估计做适当修正, 以满足

该条件, 细节可参见文献 [4, 5]. 目前来看, 要保证参数估计误差满足条件 (2), 尚需知道被控对象的结

构信息.

证明思路 首先,我们分析图 7中 ∆u(k)的性质,其实对象结构信息未知情况下的 ∆u(k)与对象

结构信息已知情况下的性质是一样的, 仿照文献 [32] 的推导方法, 可以得到

∆u(k) =
1

b0
[y(k)− ϕT(k − d)θ̂(k)] = O(∥e(k)∥). (22)

文献 [32] 在上式的推导过程中差了一个负号, 但并不影响结论. 进一步考虑到定理 2 条件 (2) 得到

∆u(k) = o(α+ ∥ϕ(k − d)∥), 0 < α < ∞. (23)

接下来, 将图 7 所示的系统进行分解, 然后用反证法得到最终结论, 细节类似定理 1 的证明过程.

若被控对象存在干扰或非线性因素或采用低阶模型导致不能满足定理 2 中的条件 (2), 但是能保

证参数估计误差有界, 则有如下稳定性结论 (证明过程类似定理 2, 细节省略).

推论2 针对最小相位对象的一步超前自校正控制系统, 若满足如下条件:

(1) b0 ̸= 0, b̂0 ̸= 0;

(2) e(k) 6 M ′ < ∞,

则自校正控制系统是稳定的.

3 随机自校正控制系统的虚拟等价系统及结论

考虑一个一般的单输入单输出随机被控对象 P , 可以是最小相位或者非最小相位系统.

P : A(q−1)y(k) = q−dB(q−1)u(k) + ω(k), (24)

其中, A(q−1) = 1 + a1q
−1 + · · ·+ anaq

−na, B(q−1) = b0 + b1q
−1 + · · ·+ bnbq

−nb, d > 1, na > 1, nb > 1.

为了叙述和理解上的方便, 本文仅考虑随机部分为白噪声的情况, 相应的自校正控制系统如图 8 所示,

其中 C(k)可以用任何适当的控制策略进行设计,参数估计算法也可以任意选择, ω(k)为白噪声, 其他

变量符号同确定性系统图 1. 此外, 需要说明的是, 本节的极限运算都是在概率 1 的意义下进行的.

与确定性情况类似, 首先构造随机自校正控制系统 (图 8) 的虚拟等价系统, 如图 9 所示, 其中

e(k) = y(k)− ϕT(k − d)θ̂(k)− ω(k). (25)
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图 9 随机虚拟等价系统 I

Figure 9 Stochastic VES I

图 10 随机虚拟等价系统 II

Figure 10 Stochastic VES II

模型 Pm(k) 的阶次可以低于被控对象 P 的阶次, 对模型阶次信息的要求隐含在对参数估计误差的要

求之中.

若参数估计满足下列条件: ∥θ̂(k)∥ 6 M < ∞, ∥θ̂(k)− θ̂(k − l)∥ → 0, 其中 l 为有限值, 则可以进一

步构造 “慢切换” 虚拟等价系统 (如图 10 所示), 图中,

ei(k) = y(k)− ϕT(k − d)θ̂(k) − ω(k) + ϕT(k − d)[θ̂(k)− θ̂(tk)] = e(k) + ϕT(k − d)[θ̂(k)− θ̂(tk)], (26)

∆u′(k) = ϕT
c (k)θc(k)− ϕT

c (k)θc(tk). (27)

其中, θc(k) 为控制器 C(k) 的参数向量, θc(tk) 为控制器 C(tk) 的参数向量. tk 的选取同确定性情况,

依然是为了形成 “慢切换” 的需要.

分析图 10 所示的随机 “慢切换” 虚拟等价系统, 得到如下判据.

定理3 针对上述随机自校正控制系统, 若

(1) ∥θ̂(k)∥ 6 M < ∞; ∥θ̂(k)− θ̂(k − l)∥ → 0, l 为有限值;

(2)
∑n

k=1[e(k)]
2 = o(α+

∑n
k=1 ∥ϕ(k − d)∥2), 0 < α < ∞;

(3) 自适应控制器按确定性等价原则设计, 且满足稳定性和跟踪性要求;

(4) 从估计参数到控制器参数的映射, 即 f(θ̂(k)), 为 θ̂(k) 的一致连续函数,

则自校正控制系统是稳定的和收敛的.

注6 条件 (2) 是常规的随机自校正控制系统参数估计算法都能满足的性质, 并不需要持续激励

条件, 但就目前参数估计的研究成果, 尚需要知道被控对象的结构信息.

注7 条件 (3) 意味着在图 9 中, 令 e(k) = 0, 同时 “冻结” k, 这样得到的定常系统是稳定的并满

足跟踪性要求. 条件 (3) 还涉及到估计模型的可控性问题, 已经有各种解决办法, 如估计参数投影、修

正等.

证明 第一步, 将图 10 所示的虚拟等价系统进行分解, 得到 3 个子系统, 分别见图 11∼13. 在各

相关系统零初始条件下, 可以证明分解前后系统输入输出的等价性 (细节见引理 A3), 即

y(k) = y1(k) + y2(k) + y3(k), u(k) = u1(k) + u2(k) + u3(k). (28)

定理 3 条件 (1) 和 (3) 保证图 11 所示系统是一个稳定的 “慢切换” 随机控制系统, 因此有 [40∼42]

1

n

n∑
k=1

([y1(k)]
2 + [u1(k)]

2) < ∞,
1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]
2 < ∞. (29)

第二步, 与确定性情况类似, 定义 ϕ̃(k), 其元素是 ϕ(k − d) 和 ϕc(k) 的并集, 即

ϕ̃(k) = [y(k), y(k − 1), . . . , u(k − 1), . . . , yr(k), . . .]. (30)
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图 11 随机虚拟等价系统的分解子系统 1

Figure 11 Subsystem 1 of stochastic VES II

图 12 随机虚拟等价系统的分解子系统 2

Figure 12 Subsystem 2 of stochastic VES II

类似地, 在 3 个子系统中分别定义 ϕ̃1(k), ϕ̃2(k), 和 ϕ̃3(k):

ϕ̃1(k) = [y1(k), . . . , u1(k − 1), . . . , yr(k), . . .], (31)

ϕ̃2(k) = [y2(k), . . . , u2(k − 1), . . . , 0, · · · ], (32)

ϕ̃3(k) = [y3(k), . . . , u3(k − 1), . . . , 0, . . .]. (33)

于是有

∥ϕc(k)∥ = O(∥ϕ̃(k)∥), ∥ϕ(k − d)∥ = O(∥ϕ̃(k)∥), ϕ̃(k) = ϕ̃1(k) + ϕ̃2(k) + ϕ̃3(k). (34)

在此基础上, 由定理 3 条件 (2) 和 (4) 及式 (26) 和 (27) 可以得到两个补偿信号的性质:

1

n

n∑
k=1

[ei(k)]
2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2
)
,

1

n

n∑
k=1

[∆u′(k)]2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2
)
. (35)

得到以上两式的过程中利用了 Stolz 定理, 并假设
∑n

k=1 ∥ϕ̃(k)∥2 → ∞, 否则
∑n

k=1 ∥ϕ̃(k)∥2 < ∞ 意味
着 ∥ϕ̃(k)∥2 → 0, y(k) → 0, u(k) → 0, yr(k) → 0, 系统的稳定性、收敛性自然得证.

由于子系统 2 和 3 均为稳定系统, 进而有

1

n

n∑
k=1

[y2(k)]
2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2
)
,

1

n

n∑
k=1

[u2(k)]
2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2
)
, (36)

1

n

n∑
k=1

[y3(k)]
2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2
)
,

1

n

n∑
k=1

[u3(k)]
2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2
)
. (37)

第三步, 证明稳定性, 由 (36) 和 (37) 式, 可以看出

1

n

n∑
k=1

∥ϕ2(k − d)∥2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2
)
,

1

n

n∑
k=1

∥ϕ3(k − d)∥2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2
)
. (38)

又由 (29) 式知: 1
n

∑n
k=1 ∥ϕ̃1(k)∥2 < ∞, 在此基础上考虑 (34) 和 (38) 两式, 并根据引理 A4 得出

结论: 1
n

∑n
k=1 ∥ϕ̃(k)∥2 < ∞, 进而有 1

n

∑n
k=1 ∥ϕ(k − d)∥2 < ∞. 稳定性得证.

第四步, 证明收敛性, 由 (36) 和 (37) 两式及 1
n

∑n
k=1 ∥ϕ̃1(k)∥2 < ∞, 得到

1

n

n∑
k=1

[y2(k)]
2 = o(1),

1

n

n∑
k=1

[y3(k)]
2 = o(1). (39)

继而由引理 A5 可以得出

1

n

n∑
k=1

[y(k)− yr(k)]
2 =

1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k) + y2(k) + y3(k)]
2 → 1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]
2. (40)
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图 13 随机虚拟等价系统的分解子系统 3

Figure 13 Subsystem 3 of stochastic VES II

图 14 最小方差自校正控制的虚拟等价系统

Figure 14 VES for minimum variance self-tuning control

收敛性得证.

若被控对象存在白噪声之外的干扰或非线性因素或采用低阶模型,则定理 3所要求的参数估计条

件难以满足, 这种情况下, 随机自校正控制系统的收敛性难以保证, 但有如下稳定性结论.

推论3 针对上述随机自校正控制系统, 若

(1) ∥θ̂(k)∥ 6 M < ∞; ∥θ̂(k)− θ̂(k − l)∥ → 0, l 为有限值;

(2) 1
n

∑n
k=1 ∥e(k)∥2 6 M ′ < ∞;

(3) 自适应控制器按确定性等价原则设计, 且满足稳定性和跟踪性要求;

(4) 从估计参数到控制器参数的映射, 即 f(θ̂(k)), 为 θ̂(k) 的一致连续函数,

则随机自校正控制系统是稳定的.

证明 过程与定理 3 的证明类似, 细节省略.

若被控对象是最小相位系统, 则可以按最小方差策略设计相应的自校正控制系统, 这种特殊情况

下, 我们采用更为简单的虚拟等价系统, 如图 14 所示, 其中 C 为按确定性等价原则, P 所对应的最小

方差控制器, 可以称之为理想控制器. ∆u(k) 为自校正控制器 C(k) 与理想控制器 C 之间的输出误差,

即 ∆u(k) = u(k) − u0(k). 虽然我们不知道 P 和 C 的具体参数, 但是由于最小方差控制的特性, 我们

能够找到 ∆u(k) 和参数估计误差 e(k) 之间的关系, 见 (41) 式, 使得我们可以方便地分析最小方差自

校正控制系统的稳定性和收敛性.

相应地, 有如下结论.

定理4 针对最小相位对象的最小方差自校正控制系统, 若满足如下条件:

(1) b0 ̸= 0, b̂0 ̸= 0;

(2)
∑n

k=1[e(k)]
2 = o(1 +

∑n
k=1 ∥ϕ(k − d)∥2),

则自校正控制系统是稳定的和收敛的.

注8 b̂0 ̸= 0 是为了保证最小方差控制律的存在性, 可以对 b0 的估计做适当修正, 以满足该条件,

细节可参见文献 [4, 5], 目前, 要保证参数估计误差满足条件 (2), 尚需知道被控对象的结构信息.

证明思路 首先, 我们分析图 14 中 ∆u(k) 的性质, 其实对象结构信息未知情况下的 ∆u(k) 与对

象结构信息已知情况下的性质是一样的, 仿照文献 [32] 的推导方法, 可以得到

∆u(k) =
1

b0
[y(k)− ϕT(k − d)θ̂(k)− ω(k)] = O(∥e(k)∥). (41)

进一步考虑到定理 4 条件 (2) 有

1

n

n∑
k=1

[∆u(k)]2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ(k − d)∥2
)

= o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2
)
. (42)

接下来,将图 14所示的系统进行分解,然后用反证法得到最终结论,细节类似定理 3的证明过程.
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注9 定理 4结合图 14所示的虚拟等价系统可以在某种程度上直观地解释自适应控制专家 Åström

在其奠基性论文 [2]里的 “surprise (意外,惊奇)”: 若参数估计收敛,但不收敛到真值,则最小方差自校

正控制将收敛到参数已知时的最小方差控制, 这多少有点令人感到意外. 定理 4 结合图 14 说明, 虽然

参数估计不收敛或不收敛到系统真值, 但与非自适应控制系统只差一个范数为无穷小的补偿信号.

若被控对象存在干扰或非线性因素或采用低阶模型, 导致不能满足定理 4 中的条件 (2), 但是能

保证参数估计误差有界, 则有如下稳定性结论 (证明过程类似定理 4, 细节省略).

推论4 针对最小相位对象的最小方差自校正控制系统, 若满足如下条件:

(1) b0 ̸= 0, b̂0 ̸= 0;

(2) 1
n

∑n
k=1[e(k)]

2 6 M ′ < ∞,

则自校正控制系统是稳定的.

4 仿真验证

由于虚拟等价系统理论的关键是虚拟等价系统与其分解子系统之间的输入 –输出等价性,所以本

节用仿真结果验证随机被控对象的虚拟等价系统与其分解子系统之间的等价性, 即图 9 的分解等价

性. 为了适当简化仿真验证, 考虑到图 9 和 10 是一类系统, 且图 9 比图 10 时变性更强, 我们不再验

证图 10的分解等价性. 此外, 由于确定性被控对象的情形可以看成是随机被控对象的特殊情况 (即噪

声为零), 所以不再单独对确定性系统进行同样验证.

考虑如下的被控对象:

y(k)− 1.6065y(k − 1) + 0.6065y(k − 2) = 0.1065u(k − 10) + 0.0902u(k − 4) + ω(k) + 0.5ω(k − 1), (43)

其中 ω(k)为白噪声, 其方差为 σ2 = 0.01. 参数估计算法采用最小二乘法, P (0) = 106I, θ̂(0) = 0. 控制

策略为间接极点配置控制策略. 期望闭环特征多项式为

Am(q−1) = 1− 1.3205q−1 + 0.4966q−2.

仿真结果见图 15 和 16. 图 15 分别画出了 y1(k) 和 y2(k) 以及 y1(k) + y2(k) 与 y(k) 的比较, 由于

y1(k) + y2(k) 的红色曲线 (在仿真程序中先画) 和 y(k) 的蓝色曲线 (在仿真程序中后画) 完全重合, 以

至于只能看到蓝色曲线,说明 y(k) = y1(k)+y2(k). 图 16分别画出了 u1(k)和 u2(k)以及 u1(k)+u2(k)

与 u(k)的比较,由于 u1(k)+u2(k)的红色曲线 (在仿真程序中先画)和 u(k)的蓝色曲线 (在仿真程序

中后画) 完全重合, 以至于只能看到蓝色曲线, 说明 u(k) = u1(k) + u2(k).

5 结论

关于自适应控制系统的稳定性和收敛性,曾经有数以千计的研究成果,其研究过程跌宕起伏,精彩

纷呈 [43]. 虚拟等价系统是在总结前人工作的基础上得出的一套分析方法,但没有涉及参数估计算法的

分析, 而只是提出了对参数估计算法的要求. 得到的结果表明, 针对线性被控对象 (确定或随机, 最小

相位或非最小相位) 的自校正控制系统, 要保证其稳定性和收敛性, 只需要参数估计的有界性, 慢时变

性以及估计模型的输出逼近效果 (即参数估计误差为相对无穷小),同时控制策略按确定性等价原则满
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图 15 虚拟等价系统分解前后的输出等价性

Figure 15 Equivalence of output signals of VES before and after decomposition
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图 16 虚拟等价系统分解前后的输入等价性

Figure 16 Equivalence of control signals of VES before and after decomposition

足稳定性和跟踪行要求即可. 考虑到模型参考自适应控制是自校正控制的一种特殊情况 [44∼47], 因此,

虚拟等价系统有望成为一种分析自适应控制系统的统一方法.

实际上,虚拟等价系统方法可用来分析各种基于模型设计的控制系统,如:多模型自适应控制系统

的稳定性和收敛性 [34, 48]、自抗扰控制系统的稳定性 [49]、基于 T-S 模型的模糊控制系统的稳定性 [50].
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附录 A 引理及证明

以下引理在文献 [32] 里都有对应内容, 为方便中文阅读, 特意归纳整理, 并略有修正.

引理 A1 确定性自校正控制的虚拟等价系统 (图 3) 可以分解为 3 个子系统, 分别如图 4∼6 所示, 且满足 y(k) =

y1(k) + y2(k) + y3(k), u(k) = u1(k) + u2(k) + u3(k).

证明 本引理是引理 3 的特殊情形, 在引理 3 中令 ω(k) = 0, 即得本引理结论.

引理 A2 给定 ϕ̃(k) = ϕ̃1(k) + ϕ̃2(k), ∥ϕ̃1(k)∥ < ∞, ∥ϕ̃2(k)∥ = o(α+ ∥ϕ̃(k)∥+ · · ·+ ∥ϕ̃(k− s)∥), 其中 s 为有限正整

数, α 为常数. 则必有 ∥ϕ̃(k)∥ < ∞.

证明 首先, 我们知道
k=N∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥ 6
k=N∑
k=1

∥ϕ̃1(k)∥+
k=N∑
k=1

∥ϕ̃2(k)∥. (A1)
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下面采用反证法进行证明, 假设 ∥ϕ̃(k)∥ 无界. 那么必有无穷子列 ∥ϕ̃(pk)∥ → ∞ 满足
k=N∑
k=1

∥ϕ̃(pk)∥ 6
k=N∑
k=1

∥ϕ̃1(pk)∥+

k=N∑
k=1

∥ϕ̃2(pk)∥. (A2)

接下来分别考察 (A2) 式右面两项的性质. 首先考察第一项, 根据 Stolz 定理以及 ∥ϕ̃1(pk)∥ < ∞, 知道∑k=N
k=1 ∥ϕ̃1(pk)∥∑k=N
k=1 ∥ϕ̃(pk)∥

→
∥ϕ̃1(pk)∥
∥ϕ̃(pk)∥

→ 0. (A3)

接下来考察第二项, 注意到 ∥ϕ̃(k)∥ = 0, k 6 0, 那么,

k=N∑
k=1

∥ϕ̃(k − i)∥ 6
k=N∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥, i = 1, . . . , s. (A4)

因此,

k=N∑
k=1

(α+ ∥ϕ̃(k)∥+ · · ·+ ∥ϕ̃(k − s)∥) 6 (s+ 1)

k=N∑
k=1

(α+ ∥ϕ̃(k)∥). (A5)

上式结合本引理的给定条件导致
k=N∑
k=1

∥ϕ̃2(k)∥ = o

(
k=N∑
k=1

(α+ ∥ϕ̃(k)∥)
)

. (A6)

进一步, 考虑到收敛序列及其子序列的极限相同, 我们有

k=N∑
k=1

∥ϕ̃2(pk)∥ = o

(
k=N∑
k=1

(α+ ∥ϕ̃(pk)∥)
)

. (A7)

考虑到 (A2) 和 (A3) 式, 并利用夹逼原理有 ∑k=N
k=1 ∥ϕ̃(pk)∥∑k=N

k=1 (α+ ∥ϕ̃(pk)∥)
→ 0. (A8)

上式与如下事实相矛盾 (根据 Stolz 定理): ∑k=N
k=1 (∥ϕ̃(pk)∥)∑k=N

k=1 (α+ ∥ϕ̃(pk)∥)
→ 1. (A9)

因此原假设不成立. 从而证得结论, 即 ∥ϕ̃(k)∥ < ∞.

引理 A3 随机自校正控制的虚拟等价系统 (图 10) 可以分解为 3 个子系统, 分别如图 11∼13 所示, 且有

y(k) = y1(k) + y2(k) + y3(k), u(k) = u1(k) + u2(k) + u3(k).

证明 用数学归纳法给出证明. 首先, 我们知道, 对于 k 6 0 有

y(k) = y1(k) + y2(k) + y3(k), u(k) = u1(k) + u2(k) + u3(k). (A10)

接下来, 假设 (A10) 式对于 k, k − 1, . . . , 1. 成立. 分别考虑图 11∼13, 有

y(k + 1) = ϕT(k − d+ 1)θ̂(tk) + ω(k + 1) + ei(k + 1), (A11)

y1(k + 1) = ϕT
1 (k − d+ 1)θ̂(tk) + ω(k + 1), (A12)

y2(k + 1) = ϕT
2 (k − d+ 1)θ̂(tk) + ei(k + 1), (A13)

y3(k + 1) = ϕT
3 (k − d+ 1)θ̂(tk). (A14)

其中

ϕT
1 (k − d+ 1) = [y1(k), . . . , y1(k − n+ 1), u(k − d+ 1), . . . , u1(k − d−m+ 1)], (A15)

ϕT
2 (k − d+ 1) = [y2(k), . . . , y2(k − n+ 1), u2(k − d+ 1), . . . , u2(k − d−m+ 1)], (A16)

ϕT
3 (k − d+ 1) = [y3(k), . . . , y3(k − n+ 1), u3(k − d+ 1), . . . , u3(k − d−m+ 1)]. (A17)

按照前面的假设, 即, (A10) 式对于 k, k − 1, . . . , 1. 成立, 显然有

ϕT
1 (k − d+ 1) + ϕT

2 (k − d+ 1) + ϕT
3 (k − d+ 1) = ϕT(k − d+ 1). (A18)
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因此, 可以得到

y1(k + 1) + y2(k + 1) + y3(k + 1) = ϕT(k − d+ 1)θ̂(tk) + ω(k + 1) + ei(k + 1) = y(k + 1). (A19)

下面考察 u1(k + 1), u2(k + 1) 和 u3(k + 1). 在图 10 中, 有

u(k + 1) = ϕT
c (k + 1)θc(tk+1) + ∆u′(k + 1). (A20)

类似地, 在图 11∼13 中, 有

u1(k + 1) = ϕT
c1(k + 1)θc(tk+1), (A21)

u2(k + 1) = ϕT
c2(k + 1)θc(tk+1), (A22)

u3(k + 1) = ϕT
c3(k + 1)θc(tk+1) + ∆u′(k + 1), (A23)

其中

ϕT
c (k + 1) = [y(k + 1), . . . , y(k + 1− s1), u(k), . . . , u(k + 1− s2), yr(k + 1), . . . , yr(k + 1− s3)], (A24)

ϕT
c1(k + 1) = [y1(k + 1), . . . , y1(k + 1− s1), u1(k), . . . , u1(k + 1− s2), yr(k + 1), . . . , yr(k + 1− s3)], (A25)

ϕT
c2(k + 1) = [y2(k + 1), . . . , y2(k + 1− s1), u2(k), . . . , u2(k + 1− s2), 0, . . . , 0], (A26)

ϕT
c3(k + 1) = [y3(k + 1), . . . , y3(k + 1− s1), u3(k), . . . , u3(k + 1− s2), 0, . . . , 0], (A27)

其中, s1 > 1, s2 > 1, s3 > 1 为正整数, 由不同的控制策略决定. 进一步基于 (A10) 及 (A19) 式, 显然有

ϕT
c1(k + 1) + ϕT

c2(k + 1) + ϕT
c3(k + 1) = ϕT

c (k + 1). (A28)

因此,

u1(k + 1) + u2(k + 1) + u3(k + 1) = ϕT
c (k + 1)θc(tk+1) + ∆u′(k + 1) = u(k + 1). (A29)

所以 (A10) 式对所有 k 皆成立.

引理 A4 若 ϕ̃(k) = ϕ̃1(k) + ϕ̃2(k),
1
n

∑n
k=1 ∥ϕ̃1(k)∥2 < ∞, 1

n

∑n
k=1 ∥ϕ̃2(k)∥2 = o( 1

n

∑n
k=1 ∥ϕ̃(k)∥2), 则必有

1
n

∑n
k=1 ∥ϕ̃(k)∥2 < ∞.

证明 利用三角不等式以及显然的事实 2ab 6 a2 + b2, 有

1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(k)∥2 =
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃1(k) + ϕ̃2(k)∥2 6 2

n

n∑
k=1

∥ϕ̃1(k)∥2 +
2

n

n∑
k=1

∥ϕ̃2(k)∥2. (A30)

下面用反证法得出结论. 假设 1
n

∑n
k=1 ∥ϕ̃(k)∥2 无界, 则一定存在无穷子列 1

n

∑n
k=1 ∥ϕ̃(pk)∥2 → ∞, 满足

1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(pk)∥2 =
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃1(pk) + ϕ̃2(pk)∥2 6 2

n

n∑
k=1

∥ϕ̃1(pk)∥2 +
2

n

n∑
k=1

∥ϕ̃2(pk)∥2. (A31)

进一步考虑到收敛序列及其子序列的极限相同, 于是得到

1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃2(pk)∥2 = o

(
1

n

n∑
k=1

∥ϕ̃(pk)∥2
)

. (A32)

上式结合 (A31)式以及事实 1
n

∑n
k=1 ∥ϕ̃1(pk)∥2 < ∞,利用夹逼定理,得出明显的错误结论

∑n
k=1 ∥ϕ̃(pk)∥2∑n
k=1

∥ϕ̃(pk)∥2
→ 0,因此,之

前的假设不成立, 从而得到 1
n

∑n
k=1 ∥ϕ̃(k)∥2 < ∞.

引理 A5 若 1
n

∑n
k=1[y2(k)]

2 = o(1), 1
n

∑n
k=1[y1(k) − yr(k)]2 < ∞, 则必有 1

n

∑n
k=1[y1(k) − yr(k) + y2(k)]2 →

1
n

∑n
k=1[y1(k)− yr(k)]2.

证明 显然

1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k) + y2(k)]
2 =

1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]
2 +

1

n

n∑
k=1

[y2(k)]
2 +

2

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]y2(k)

→
1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]
2 +

2

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]y2(k).

(A33)
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根据 Cauchy 不等式, 有

0 6
{

1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]y2(k)

}2

6
{

1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]
2

}
.

{
1

n

n∑
k=1

[y2(k)]
2

}
→ 0. (A34)

于是, 运用夹逼定理得到 {
1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]y2(k)

}2

→ 0,
1

n

n∑
k=1

[y1(k)− yr(k)]y2(k) → 0. (A35)

代入 (A33) 式, 即得所证结果.
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