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摘要 现实机器学习任务中一个样本通常和多个标记相关,但获取完整的标记信息需耗费大量人力

物力, 因此多标记学习经常会遇到标记缺失的情况. 将未缺失的标记看作不完全的标记矩阵, 将样

本特征作为辅助信息,则可通过矩阵补全方法来解决该问题.以往研究主要针对线性可分情形,本文

提出 KernelMaxide 方法, 在处理线性不可分多标记数据中缺失的监督信息的同时, 不仅能利用数据

的非线性结构,还能考虑标记之间的相互关系.该方法依据矩阵核范数的表示定理,构建了基于核矩

阵的核范数最小化优化目标以及相应的优化算法,并用 Nyström方法缓解核矩阵的存储和计算开销

问题. 实验显示出 KernelMaxide 的优越性能.
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1 引言

传统的机器学习通常认为一个样本仅仅和一个标记相关,而在现实世界中一个样本通常和多个标

记相关. 多标记学习 [1] 因为假设一个样本和多个标记相关, 所以相对于传统的单标记学习, 它可以更

精确地描述现实, 因而在图像分类 [2]、文本分类 [3]、社交网络 [4]、生物信息学 [5] 和中医诊断 [6] 等多

个领域得到了广泛的应用.

相对于传统的单标记学习, 标记多标记数据时, 需要大量的人工来检查所有的候选标记是否和当

前样本相关, 非常费时费力; 因此在实际应用中, 很容易遇到多标记数据标记不全的情况 [7∼9], 即每个

训练样本都有部分标记被标出,剩余的标记缺失.对于这种每个样本都有部分标记缺失的问题,并不能

用半监督学习来处理, 因为半监督学习假设了未标记样本的所有标记都是缺失的. 针对这个问题, 最

简单的处理方法就是把一个多标记问题看成若干个二分类问题, 每个标记对应一个二分类问题, 这样
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在学习时, 就不需要考虑缺失的标记, 而只要用未缺失的标记对应的样本做训练数据就可以了 [10]. 这

种方法简单直接, 但是它忽略了标记之间的关系, 而在多标记学习中, 标记关系对于学习效率和效果

有很大作用 [1]. 当把所有标记看成一个有缺失的标记矩阵, 并且假设标记之间有相关性, 因此形成的

矩阵是低秩的, 这样就可以利用矩阵补全技术 [11] 解决监督信息缺失问题.

矩阵补全可以看成张量分解的特殊形式, 即矩阵是一个 2 阶的张量. 经典的矩阵补全技术假设目

标矩阵是低秩的, 并且矩阵内的元素随机缺失: 对于大小为 n× n 的 r 秩矩阵, 样本复杂度 (即为了完

美恢复该矩阵, 需要观测到的最少元素个数) 为 O(n log2 n) [11]. 而 Xu 等 [8] 提出的 Maxide 利用多标

记的属性信息和标记关系作为辅助信息来帮助矩阵补全; 在有了辅助信息的帮助之后, 样本复杂度减

少到 O(logn) [8], 相对于经典的矩阵补全技术 [11], 在样本复杂度上有了显著提升. 利用辅助信息的矩

阵补全方法在一些监督信息缺失的多标记数据上虽然取得了不错的效果,但是它针对数据是线性可分

的情况展开研究,而实际上有些多标记数据不是线性可分的, 一些工作 [5, 12∼14] 显示, 对于线性不可分

的数据, 利用数据非线性结构的核方法会比传统的线性方法取得更好的效果. 因此, 如何在利用矩阵

补全方法处理缺失监督信息的同时, 利用数据的非线性结构以提升分类精度就成了亟待解决的问题.

针对数据监督信息缺失且线性不可分的情况, 一种简单的解决方法是将原来的多标记问题拆成

多个二分类问题, 为每个标记训练一个二分类的核分类器, 比如 KernelSVM, 这种方法通常被称为

KernelBSVM [10]. 但是, 这种方法忽略了标记之间的相关性. 在不能利用标记之间的相关性时, 为了训

练出表现良好的分类器, 就要求每个标记都有充分的训练数据, 因此当标记缺失情况较严重而不能保

证每个标记都有充分的训练数据时, KernelBSVM 就很难训练出一个表现良好的分类器. 矩阵补全方

法则通过利用矩阵的低秩性质, 考虑了标记之间的相关性, 即使某些标记没有充分的训练数据, 也可

以利用其与其他标记的相关性来获得较好的分类器. 因此, 用矩阵补全方法解决数据监督信息缺失且

线性不可分的问题是很有必要的. 但是, 在考虑使用矩阵补全方法时面临两个问题, 一是如何在矩阵

补全方法中利用核矩阵; 二是利用核矩阵时会面临数据量很大以致核矩阵无法存储或计算的情况, 应

该如何寻找核矩阵的近似以减轻算法的存储和计算负担.

本文提出了利用辅助信息进行矩阵补全的核方法 KernelMaxide,依据矩阵范数的表示定理 [15],构

建了基于核矩阵的核范数最小化优化目标,以及相应的优化算法,在矩阵补全方法中利用了核矩阵,并

且针对核矩阵的存储和计算负担较重问题,进一步将 Nyström方法 [16] 整合到了基于核矩阵的优化目

标中. 实验显示 KernelMaxide 方法在监督信息缺失的多标记学习数据集上取得了较好的效果, 无论

相对于针对线性可分数据的 Maxide 方法 [8], 还是相对于不考虑标记相关性的 KernelBSVM 方法 [10],

其分类精度都有很大提升.

本文后续部分的组织如下: 第 2 节对多标记学习、监督信息缺失的多标记学习、矩阵补全以及核

方法的相关工作进行总结; 第 3 节提出了利用辅助信息进行矩阵补全的核方法 KernelMaxide; 第 4 节

展示了 KernelMaxide方法在监督信息缺失的多标记数据上的实验效果;最后总结全文,并对未来可能

的研究方向进行展望.

2 相关工作

2.1 多标记学习

多标记学习假设一个样本和多个标记相关, 它吸引了集成学习 [2]、度量学习 [17] 和在线学习 [18]

等机器学习相关领域专家的兴趣; 在图像标记 [2]、文本分类 [3] 和生物信息学 [5] 等多个方面取得了广
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泛的应用; 在海量标记 [19] 与新类问题 [20] 等方面开拓了新的研究领域, 并成为近几年机器学习研究

的热门方向. 多标记学习也有多种度量指标来度量学习效果, 比较常用的如 Hamming Loss [21] 计算了

分类错误的标记所占的比例; Ranking Loss [5] 度量了排错的相关标记 –不相关标记对的个数; Average

Precision [22] 度量了排在相关标记前的相关标记的平均个数. 更多关于多标记学习及其损失函数的介

绍, 可以参考相关综述 [1].

解决多标记学习问题最直接的方法是 BinaryRelevance (BR) [10]. BR 将一个多标记学习问题看

成若干个二分类问题, 为每个标记单独学一个分两类的分类器. 这个方法在多标记学习研究的早期取

得了一定的效果. 随着多标记学习领域的发展, BR 因为不能利用标记之间的关系而受诟病 [1]. Label

Powerset (LP)方法 [23] 是最直接的利用标记之间相关性的方法,它将每种可能的标记组合都看成一个

新的标记,用传统的多类分类器解决多标记学习问题;但是,不是每种标记组合都能找到对应的训练数

据, 所以 LP 方法常常面临数据缺失问题. 为了解决 LP 方法面临的问题, 一种方法是利用外来的数据

学习标记之间的关系 [24]; 更多的方法从训练数据本身学习标记之间的关系 [22,25]. 这些算法因为考虑

了标记之间的相互关系, 在很多多标记学习任务中都取得了不错的效果.

除了利用标记间的关系之外, 另一种提高多标记学习分类精度的方法就是利用非线性分类器. 比

如 Elisseeff 等 [5] 提出了一种大间隔分类器 RankSVM 方法, 可以利用各种核矩阵来提高多标记学习

的分类精度; 文献 [12∼14] 提出了针对多标记学习的多核方法, 即利用多个核的线性加和来学习一个

新的非线性分类器以提高学习精度. 因此, 相对于简单的线性分类器, 本文将着重研究如何构建一个

利用核矩阵的非线性分类器, 以及如何在利用核矩阵的同时利用标记之间的相互关系.

2.2 监督信息缺失的多标记学习和矩阵补全方法

近几年来, 很多研究者意识到, 得到多标记数据完整的监督信息是一件很难的事, 需要耗费大量

的人力物力去标注所有样本的所有标记, 于是开始研究怎样获得廉价的标记数据, 比如利用众包技

术 [26] 和主动学习技术 [27]. 除此之外, 更多的研究则侧重于直接利用监督信息缺失的多标记数据来做

学习 [7∼9,28]. 这些方法通常假设标记矩阵是低秩的, 然后利用低秩矩阵的性质来补全标记. 矩阵补全

方法 [11] 就是一种专门用于补全不完整低秩矩阵的方法, 其作为张量分解的特殊形式, 具有一定的理

论依据: 对于大小为 n× n 的 r 秩矩阵, 样本复杂度 (即为了完美恢复该矩阵, 需要观测到的最少元素

个数) 为 O(n log2 n) [11].

Xu 等 [8] 提出了利用辅助信息进行矩阵补全的方法 Maxide, 相对于经典的矩阵补全技术, 除了在

样本复杂度上有了显著提升外, Maxide 在每一轮循环中只需要对一个相对较小的矩阵做 SVD 分解,

相对于经典的矩阵补全方法同时提高了时间效率和空间效率. 虽然 Maxide 在理论和实验中都取得了

较好的效果, 然而它主要针对数据是线性可分的情况, 对于线性不可分的数据应该如何学习, Maxide

并没有定论. 本文将提出利用辅助信息进行矩阵补全的核方法, 在利用辅助信息补全缺失监督信息的

同时, 可以利用数据的非线性结构以取得更好的分类精度.

2.3 核方法

核方法 [29],比如 KernelSVM [30],通常被认为是最有效的机器学习方法之一.这些方法把原始数据

点投影到高维甚至无限维的空间,在新的高 (无限)维空间里学习一个线性分类器. 这相当于在原始空

间里学习了一个非线性分类器,在原始学习任务不是线性可分的情况下,通常能取得较好的效果.虽然

核方法能取得不错的分类效果,但其同时面临着计算和存储效率问题.当样本的个数是 n的时候,使用
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核方法通常需要对一个大小为 n×n的矩阵进行操作;当 n比较大的时候,存储和计算这个 n×n的矩

阵就会带来很多的负担. 一些工作可以有效地解决这个问题, 比如随机 Fourier 特征 (random Fourier

feature) [31] 或者 Nyström 方法 [16]. 随机 Fourier 特征采样一些 cos 和 sin 函数来近似原始核矩阵;

Nyström方法从训练样本中随机采样一小部分样本, 并利用这一小部分样本与其他样本之间的核来近

似 n× n 的核矩阵. Yang 等 [32] 的研究显示, 在核矩阵的特征值谱 (eigen-spectral) 的差异 (gap) 比较

大的时候, Nyström 方法有更低的泛化错误率. 本文将考虑如何利用 Nyström 方法, 减轻所提出的核

方法的计算和存储负担.

综上所述, 本文将提出利用辅助信息进行矩阵补全的核方法, 并将其应用到多标记学习中. 这种

方法针对多标记学习中监督信息缺失的情况, 不仅考虑了标记之间的相关性, 也考虑了在原始特征空

间非线性可分的情况下, 如何利用核方法训练一个非线性分类器, 以提高分类精度.

3 KernelMaxide 方法

3.1 经典的利用辅助信息进行矩阵补全算法在多标记学习中的应用

本节将讨论利用辅助信息进行矩阵补全的算法 Maxide 及其在多标记学习中的应用 [8].

M ∈ Rn×m 表示秩为 r 的待恢复标记矩阵, 其中 n 表示样本的个数, m 表示标记的个数. ∥ · ∥tr
表示矩阵的核范数, 即其奇异值的和; ∥ · ∥F 表示矩阵的 Frobenius 范数, 即所有元素的平方和的平方

根. Ω ⊂ {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} 表示矩阵 M 中观测到的元素的位置下标的集合, 即 Ω 以外的元素在

矩阵 M 中是缺失的. 给定 Ω, 则可以定义线性算子 RΩ(M) : Rn×m → Rn×m,

[RΩ(M)]i,j =

Mi,j , (i, j) ∈ Ω,

0, (i, j) /∈ Ω.

传统的利用辅助信息进行矩阵补全的算法 [8] 进行多标记学习时有如下优化目标:

min
W∈Rk×m

L(W ) = λ∥W∥tr +
1

2
∥RΩ(AW − Y )∥F, (1)

其中 Y ∈ Rn×m 是由未缺失的标记组成的矩阵 (缺失部分为 0), A 来源于多标记数据的特征矩阵

X ∈ Rn×d, d 是特征个数. 一般情况下 A 是标准正交矩阵, 于是有 ∥W∥tr = ∥AW∥tr; 在 A 不是标准

正交矩阵的情况下, 可以对原特征 X 做 SVD 分解, 并将 A 设定为 X 的右特征值矩阵 (即 X 的列空

间). 优化式 (1),即为利用样本特征 X 作为辅助信息进行矩阵补全的算法 Maxide,由于这里假设了目

标矩阵 M = AW , 而 A 是 X 所在的空间, 所以 Maxide 算法利用了目标矩阵 M 和特征 X 之间的线

性关系.

3.2 利用辅助信息进行矩阵补全的核方法

本节将提出利用辅助信息进行矩阵补全的核方法. 一般的核方法通常假设有一个投影函数 ϕ(·),
将低维特征投影到一个高维空间 (甚至无穷维空间). 假设目标矩阵 W 是低秩的, 将辅助信息矩阵 A

投影到 ϕ(A) 之后原始优化目标式 (1) 变成

min
W∈Rk×m

L(W ) = λ∥W∥tr +
1

2
∥RΩ(ϕ(A)W − Y )∥F. (2)
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对式 (2)使用矩阵核范数的表示定理 (the representor theorem of matrix norm) [15],于是目标W 的

第 t列 wt 可以被表示为 ϕ(ai)的线性加和,其中 ϕ(ai)表示矩阵 ϕ(A)的第 i行,即第 i个样本被投影

之后的特征表示. 假设在多个标记中有任意标记是非缺失的样本系数所在的集合为 Uniform Training

(UT), 即 UT = {i : ∃j, (i, j) ∈ Ω}, 则 wt 和 W 用 ϕ(ai) 的线性加和来表示, 可以分别形式化为

wt =
∑
i∈UT

ciϕ(ai), W = [w1, w2, . . . , wm] = ϕ(AUT)
TC. (3)

用式 (3) 中的 ϕ(AUT) 和 C 表示 W 之后, 有

ϕ(A)W = ϕ(A)ϕ(AUT)
TC = Kall,UTC, (4)

其中 Kall,UT 是全部样本 (共 n 个) 和 UT 里的样本两两之间的核组成的矩阵. 将式 (3) 代入式 (4),

则有

min
C∈RnUT×m

L(C) = λ∥ϕ(AUT)
TC∥tr +

1

2
∥RΩ(Kall,UTC − Y )∥F, (5)

其中 nUT = |UT|. 由于标记之间的相关性, 假设线性分类系数 W 是低秩的, 而 ϕ(AUT) 是原低维空

间投影到高维空间之后的结果, 通常是满秩的, 所以新的目标矩阵 C 需要是低秩的. 在 C 是低秩时,

式 (5) 转换成如下的优化问题:

min
C∈RnUT×m

L(C) = λ∥C∥tr +
1

2
∥RΩ(Kall,UTC − Y )∥F. (6)

3.3 利用 Nyström 方法解决大数据问题

在式 (6) 中, 当核矩阵较小时, 可以直接优化; 而通常情况下, 核矩阵都比较大, 甚至大到内存无

法存储的情况. 接下来, 将使用 Nyström 方法 [16] 来处理较大的核矩阵的计算和存储问题, 以提高算

法的时间和空间效率.

Nyström方法首先从大小为 n的样本空间 D = {x1, . . . , xn}中随机采样 nr 个样本, D̂ = {x̂1, . . . ,

x̂nr}, 则 D̂ 上的核矩阵为 Knr×nr = [κ(x̂i, x̂j)]nr×nr . 在本文中主要使用 RBF 核, 即

κ(x1, x2) = exp
{
−∥x1 − x2∥22/2σ2

}
.

D̂ 中的样本和原始样本空间中的样本组成的核矩阵为 Kn×nr
= [κ(xi, x̂j)]n×nr

, 则原始的核矩阵

Kn×n = [κ(xi, xj)]n×n 可以被近似为

K̃n×n ≈ Kn×nrK
†
nr×nr

KT
n×nr

, (7)

其中 K†
nr×nr

表示矩阵 Knr×nr 的伪逆矩阵. Yang 等 [32] 理论证明了使用 Nyström 方法后核矩

阵的谱范数近似错误率是 O(n
−1/2
r ). 本文将直接利用式 (7) 来计算全部样本的核矩阵 K̃n×n, 并取

K̃n×n 中在 Ω 中出现过的样本对应的列组成 K̃all,UT, 即 K̃all,UT 是由 K̃n×n 的第 t 列组成的矩阵,

t ∈ {j : (i, j) ∈ Ω}.

3.4 优化

为了高效地优化式 (6), 将采用加速梯度下降方法 (accelerated gradient descend) [33]. 这个方法利

用了目标函数的平滑特征, 获得了 O(1/T 2) 的收敛率, 其中 T 是循环进行的次数. 优化式 (6) 所得的

KernelMaxide 算法如算法 1 所示, 其中 ϵ 通常设置为一个很小的常数. 为了解决第 4 行的优化问题,

通常用 Singluar Value Thresholding 方法 [34].
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算法 1 利用辅助信息进行矩阵补全的核方法 KernelMaxide

算法输入: Ω, Y , λ, K̃all,UT

算法过程:

1: 初始化: C1 = C2, L, γ > 1, θ1 = θ2 ∈ (0, 1], ϵ, k = 2

2: while L̃(Ck+1) 6 (1− ϵ)L̃(Ck) do

3: Zk = Ck + θk(1/θk−1 − 1)(Ck − Ck−1)

4: Ck+1 = argmin λ∥C∥tr +Qk(C)

5: while E(Ck+1)− E(Ck) > Hk(L) do

6: L = Lγ

7: Ck+1 = argmin λ∥C∥tr +Qk(C)

8: end while

9: θk+1 = (
√

θ4k + 4θ2k − θ2k)/2

10: k = k + 1

11: end while

算法输出: Ck+1

在算法 1 中,

L̃(C) = λ∥C∥tr +
1

2
∥RΩ(K̃all,UTC − Y )∥F,

E(C) =
1

2
∥RΩ(K̃all,UTC − Y )∥2F,

Qk(C) =
L

2

∥∥∥∥C −
(
Zk − 1

L
K̃T

all,UTRΩ(AYk − Y )

)∥∥∥∥2
F

,

Hk(L) = Tr
(
(Ck+1 − Zk)

TK̃T
all,UTRΩ(K̃all,UTZk − Y )

)
+

L

2
∥Ck+1 − Zk∥2F.

对于算法 1 的相关优化方法的更多细节, 可以参考 Tseng [33] 的文章.

4 实验

本节将在多标记数据集上评估所提出的利用辅助信息进行 “矩阵补全的核方法” (KernelMaxide).

所有代码在 Matlab 平台上实现, 并在 CPU 2.53 GHz 和内存 48 G 的 Linux 服务器上完成实验.

本实验中使用了 “yahoo.com” 网页分类数据集 [35], 此数据集包含 11 个分类任务, 每个分类任务

包含 5000个训练样本. 这 11个分类任务的特征数和标记数都有较大差异,其特征数从 438 ∼ 1047不

等, 标记数从 21 ∼ 40 不等. 关于这些数据集的详细信息, 可以参考表 1.

本实验采用和以往工作 [8] 相同的实验方法, 即对每个数据集, 随机采样 10% 的数据作为测试数

据, 剩下的 90% 数据作为训练数据. 为了使得训练数据 “不完全”, 对于每个标记, 让 ω% 的正样本和

负样本作为可观测到的标记, 而剩下的训练样本标记作缺失处理. ω% 将从 {10%, 20%, 30%, 40%} 中
取值. 每个实验被重复 10 次, 呈递的结果将是 10 次实验在测试数据上的平均结果. 对于本文提出的
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表 1 11 个 “yahoo.com” 分类数据的详细信息 a)

Table 1 Eleven “yahoo.com” datasets a)

Dataset Dimension Class MaxL

Arts 462 26 14

Business 438 30 12

Computers 581 33 17

Education 550 33 7

Entertainment 640 21 17

Health 612 32 13

Recreation 606 22 17

Reference 793 33 12

Science 743 40 9

Social 1047 39 10

Society 636 27 16

a) “Dimension” is the number of features. “Class” is the number of candidate labels. “MaxL” denotes the maximum

number of relevant labels per instance.

KernelMaxide 方法, 其正则化参数 λ 将通过交叉验证从 2{−10,−9,...,9,10} 中选取. 实验中采用 RBF-

kernel, 其参数 σ 将以交叉验证从 2{−5,−4,...,4,5} 中选取. KernelMaxide 中的参数 γ 和 ϵ 将被分别设

置成 2 和 10−5. 最大循环轮数被设置为 100. 根据 Nyström 方法采样的样本数目不同, 本文将对两种

KernelMaxide 方法进行测试, 即 KernelMaxide-f(ull) 以及 KernelMaxide-n(yström). 在 KernelMaxide-

f 中, 所有的样本都用来计算核矩阵, 即 nr = 5000. 在 KernelMaxide-n 中, nr 设置为 1000, 即只用原

始数据的 20% 计算核矩阵. 因为 KernelMaxide 及其比较方法 Maxide 仅能为每个标记输出一个实值,

而不能确定这个标记是否相关, 本实验将利用 Ranking Loss 指标来比较这 11 个多标记学习任务上的

标记排序结果, 而将分类结果的比较留到后续工作中.

实验中 KernelMaxide 方法将和 2 个方法比较, 一个是传统的利用辅助信息进行矩阵补全的方法,

即 Maxide [8]; 另一个是为每个标记单独训练一个 KernelSVM 分类器的方法, 即 KernelBSVM [10]. 第

一个比较方法 Maxide 虽然利用了辅助信息和标记矩阵的低秩性质, 但是并没有考虑特征矩阵的核.

KernelBSVM 方法虽然考虑了特征矩阵的核, 但并没有考虑标记之间的关系; 并且 KernelBSVM 方法

并没有利用 Nyström 方法减轻数据的计算和存储开销, 仍然利用了所有的数据来计算核矩阵. 对于

Maxide,实验中使用了和原工作 [8] 同样的调参数方式. 对于 KernelBSVM,实验中利用 LibSVM [36] 作

为基分类器, 其正则化参数和 RBF-kernel 参数的选取, 则使用了和 KernelMaxide 同样的方式.

表 2展示了 KernelMaxide-f和比较方法在监督信息缺失的多标记数据上的实验结果.在所有情况

下, KernelMaxide-f 在 Ranking Loss 上的表现都是最优的, 且比两种比较方法显著的好. 一方面, 这说

明在 “yahoo.com” 网页分类数据集上, KernelMaxide 方法通过对原始特征的高维投影, 输出了一个精

度更高的非线性分类器; 另一方面, 相对于 KernelBSVM, KernelMaxide 方法也利用了标记矩阵的低

秩性, 即考虑了标记之间的关系, 从而提高了分类精度.

表 3 展示了 KernelMaxide-n 及比较方法在监督信息缺失的多标记数据上的实验结果. 结果显示,

在用 Nyström 方法对核矩阵做了近似之后, 即使只采样了原始数据的 20% 计算核矩阵, 在多数情况

下 (44 次实验中的 41 次), KernelMaxide-n 在 Ranking Loss 上的表现依然比两种比较方法 Maxide 和

KernelBSVM 要显著的好. 对比表 2 和 3, 虽然采用 Nyström 方法对核矩阵做近似部分损坏了算法的
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表 2 使用了全部数据计算核矩阵的 KernelMaxide-f 方法在监督信息缺失的多标记数据上的 Ranking Loss (越

小越好) 实验结果 a)

Table 2 Ranking Loss (the smaller the better) results of KernelMaxide-f on multi-label learning with incomplete supervised
information a)

Dataset Algorithm ω% = 10% ω% = 20% ω% = 30% ω% = 40%

Arts KernelMaxide-f 0.1514 0.1365 0.1264 0.1266

Maxide 0.1596 0.1500 0.1421 0.1422

KernelBSVM 0.2325 0.2262 0.2138 0.2110

Business KernelMaxide-f 0.0424 0.0428 0.0359 0.0366

Maxide 0.0457 0.0488 0.0444 0.0458

KernelBSVM 0.0785 0.0833 0.0722 0.0724

Computers KernelMaxide-f 0.0957 0.0889 0.0785 0.0861

Maxide 0.1033 0.0974 0.0902 0.0988

KernelBSVM 0.1676 0.1588 0.1475 0.1565

Education KernelMaxide-f 0.0944 0.0833 0.0839 0.0806

Maxide 0.1025 0.0917 0.0904 0.0893

KernelBSVM 0.2249 0.2037 0.2011 0.1915

Entertainment KernelMaxide-f 0.1186 0.1080 0.1064 0.0991

Maxide 0.1233 0.1199 0.1177 0.1119

KernelBSVM 0.1911 0.1902 0.1797 0.1707

Health KernelMaxide-f 0.0597 0.0540 0.0491 0.0491

Maxide 0.0691 0.0652 0.0609 0.0607

KernelBSVM 0.1130 0.1144 0.1124 0.1127

Recreation KernelMaxide-f 0.1674 0.1508 0.1419 0.1389

Maxide 0.1824 0.1609 0.1549 0.1526

KernelBSVM 0.2347 0.2184 0.2143 0.2056

Reference KernelMaxide-f 0.0870 0.0724 0.0720 0.0703

Maxide 0.1052 0.0946 0.0897 0.0828

KernelBSVM 0.1567 0.1472 0.1489 0.1448

Science KernelMaxide-f 0.1260 0.1186 0.1117 0.1086

Maxide 0.1423 0.1329 0.1316 0.1268

KernelBSVM 0.2140 0.2054 0.1993 0.1983

Social KernelMaxide-f 0.0687 0.0588 0.0569 0.0552

Maxide 0.0773 0.0718 0.0727 0.0727

KernelBSVM 0.1155 0.1048 0.1070 0.1086

Society KernelMaxide-f 0.1445 0.1330 0.1298 0.1287

Maxide 0.1546 0.1454 0.1416 0.1421

KernelBSVM 0.2141 0.2030 0.2054 0.2014

a) ω% represents the percentage of training instances with observed label assignment for each label. The best results

and its comparable ones (t-tests at 95% confidence level) are bolded.

效果, 但是绝大多数情况下其表现依然比其他两种比较方法优异.

图 1 比较了两种 KernelMaxide 及其比较方法的时间效率. 在用 Nyström 方法选取了 20% 的数
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表 3 使用了 20% 数据计算核矩阵的 KernelMaxide-n 方法在监督信息缺失的多标记数据上的 Ranking Loss

(越小越好) 实验结果 a)

Table 3 Ranking Loss (the smaller the better) results of KernelMaxide-n on multi-label learning with incomplete super-
vised information a)

Dataset Algorithm ω% = 10% ω% = 20% ω% = 30% ω% = 40%

Arts KernelMaxide-n 0.1527 0.1382 0.1278 0.1289

Maxide 0.1596 0.1500 0.1421 0.1422

KernelBSVM 0.2325 0.2262 0.2138 0.2110

Business KernelMaxide-n 0.0434 0.0446 0.0386 0.0393

Maxide 0.0457 0.0488 0.0444 0.0458

KernelBSVM 0.0785 0.0833 0.0722 0.0724

Computers KernelMaxide-n 0.0957 0.0902 0.0811 0.0879

Maxide 0.1033 0.0974 0.0902 0.0988

KernelBSVM 0.1676 0.1588 0.1475 0.1565

Education KernelMaxide-n 0.0955 0.0853 0.0861 0.0833

Maxide 0.1025 0.0917 0.0904 0.0893

KernelBSVM 0.2249 0.2037 0.2011 0.1915

Entertainment KernelMaxide-n 0.1224 0.1113 0.1124 0.1036

Maxide 0.1233 0.1199 0.1177 0.1119

KernelBSVM 0.1911 0.1902 0.1797 0.1707

Health KernelMaxide-n 0.0616 0.0562 0.0519 0.0503

Maxide 0.0691 0.0652 0.0609 0.0607

KernelBSVM 0.1130 0.1144 0.1124 0.1127

Recreation KernelMaxide-n 0.1704 0.1568 0.1489 0.1484

Maxide 0.1824 0.1609 0.1549 0.1526

KernelBSVM 0.2347 0.2184 0.2143 0.2056

Reference KernelMaxide-n 0.0896 0.0764 0.0749 0.0727

Maxide 0.1052 0.0946 0.0897 0.0828

KernelBSVM 0.1567 0.1472 0.1489 0.1448

Science KernelMaxide-n 0.1328 0.1248 0.1175 0.1145

Maxide 0.1423 0.1329 0.1316 0.1268

KernelBSVM 0.2140 0.2054 0.1993 0.1983

Social KernelMaxide-n 0.0719 0.0624 0.0609 0.0600

Maxide 0.0773 0.0718 0.0727 0.0727

KernelBSVM 0.1155 0.1048 0.1070 0.1086

Society KernelMaxide-n 0.1451 0.1341 0.1326 0.1314

Maxide 0.1546 0.1454 0.1416 0.1421

KernelBSVM 0.2141 0.2030 0.2054 0.2014

a) The same as in Table 2.

据对核矩阵做了近似之后, KernelMaxide方法的时间效率获得显著提升. 由图中可见, KernelMaxide-n

的运行时间相对于 KernelMaxide-f 方法有较大提升, 且接近甚至优于最快的 Maxide 方法. 在用所有
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图 1 (网络版彩图) KernelMaxide 算法和其他算法在时间效率上的比较

Figure 1 (Color online) Time efficiency of the KernelMaxide algorithms compared to those of baselines. The X-axis is

the observation rate (varies from 0.1 to 0.4) of the label matrix, while the Y -axis is the time cost measured in seconds. The
less the running time, the higher the time efficiency. (a) Arts; (b) business; (c) computers; (d) education; (e) entertainment;
(f) health; (g) recreation; (h) reference; (i) science; (j) social; (k) society

数据计算核矩阵而不做近似时, KernelMaxide-f 方法相对于 KernelBSVM 方法依然比较快, 且其运行

时间并没有随着观测到元素的增多而显著增加. 这是由于 KernelMaxide 方法的计算瓶颈在于核矩阵

的计算和矩阵的 SVD 分解, 这两种操作受标记矩阵中观测到元素增多的影响比较小. 注意到, 在有些

实验中, 随着观测到元素的增多, KernelMaxide 的运行时间反而有轻微下降, 这可能是优化过程中收

敛速度的不同造成的, 计划在未来的工作中研究这个异常现象.
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5 总结

本文提出了利用辅助信息进行矩阵补全的核方法. 相对于传统的基于辅助信息进行矩阵补全的

方法, 本文提出的 KernelMaxide方法利用了数据的非线性结构提高了分类精度.进一步利用 Nyström

方法解决了核矩阵的存储和计算开销问题. 监督信息缺失的多标记数据上的实验结果显示, 相对于传

统的利用辅助信息进行矩阵补全的方法和忽略了标记之间相关性的核方法, KernelMaxide方法都取得

了较好的效果.

未来的工作将侧重于提高 KernelMaxide 算法的优化效率, 使之适合海量数据的运算. 同时, 未来

的工作将研究在其他多标记学习指标上 KernelMaxide 算法的表现.
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Kernel method for matrix completion with side information and
its application in multi-label learning

Miao XU1,2 & Zhi-Hua ZHOU1,2*

1. National Key Laboratory for Novel Software Technology, Nanjing University, Nanjing 210023, China;

2. Collaborative Innovation Center of Novel Software Technology and Industrialization, Nanjing 210023, China

* Corresponding author. E-mail: zhouzh@lamda.nju.edu.cn

Abstract In practical machine learning, one instance is always associated with multiple labels. However, due to

high cost, it is difficult to acquire the full supervised information for multi-label data. Thus, multi-label learning

faces the problem of missing supervised information. By considering missing labels as unobserved entries in a

matrix and features as side information, the matrix completion algorithm can be exploited to solve the missing-

supervised-information problem in multi-label learning. While the previous research often focused on the case

where data is linearly separable, in this paper, we propose the KernelMaxide algorithm, which not only exploits

the nonlinear structure in the missing-supervised-information multi-label data, but also considers the correlation

between labels. In particular, we construct a novel optimization objective based on the kernel matrix, using

the Representer Theorem of Matrix Norm. We further use the Nyström method to reduce the memory and

computational burden on the kernel matrix. Experiments show the merit of our proposal.
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