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摘要 本文讨论非 PH (Pythagorean hodograph) 曲线的一类五次 OR 曲线 (curves with rational

offsets) 的构造方法. OR 曲线是具有有理形式的等距线的一类参数曲线, 在 CAD 中有着广泛的应

用. 本文采用参数曲线的复数表示形式, 根据导矢曲线的因式分解的不同, 将非 PH 曲线的五次 OR

曲线分为两种类型, 并分别给出这两类曲线的构造方法. 在给定 C1 连续的初始条件下, 通过指定一

个自由实参数来确定构造曲线. 本文进一步阐述了这个自由实参数的几何意义. 由于五次 OR 曲线

是非正则的曲线,对于第一类曲线,奇异点可以在构造过程中显式地被指定,因此可以有效地避免其

在特定曲线段上的出现; 而对于第二类曲线, 奇异点在曲线中的位置则不易被直接控制.

关键词 Bézier 曲线, 等距曲线, 五次, 连续, Hermite 插值

1 引言

给定一条平面参数曲线 P (t) = (x(t), y(t)),那么与该曲线距离为 d的一条曲线可以表示为 Po(t) =

P (t) + dN(t), 其中 N(t) = (−y′(t), x′(t))/
√

x′2(t) + y′2(t) 是曲线在点 P = P (t) 上的单位法向, 曲

线 Po(t) 称为 P (t) 的一条等距线. 若一条曲线 P (t) 的任一等距线为有理多项式, 则称该曲线为 OR

曲线 (curves with rational offsets).

虽然 Bézier曲线在计算机辅助设计与制造 (CAD/CAM)中具有广泛的应用 [1],但通常一条 Bézier

曲线并不具有有理形式的等距线 [2], 因此涌现出了一批等距线逼近方法的研究工作 [3∼5]. 本文介绍了

一类具有有理等距线的平面多项式曲线,这类曲线在工程应用中具有许多优点,例如,它们的弧长可以

通过计算有理多项式方便地得到, 避免了复杂的数值积分运算, 从而极大地提高了许多数控加工算法

的效率 [6], 因此它们被广泛应用于机器人路径规划、数控加工、铁路道路设计等.

如果一条平面多项式曲线的一阶导数的欧式范数为一个实多项式, 则称该曲线为 Pythagorean

hodograph (PH) 曲线 [7]. 于是, 一条 PH 曲线的等距线可以表示为有理形式, 从而可以在 CAD 系统
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中被精确表示 [7]. 目前, 已经有许多关于 PH 曲线的相关研究工作, 如有理 PH 曲线 [8, 9], Minkowski

PH 曲线 [10], 空间 PH 曲线以及高维 PH 曲线 [11], 等等. 此外, 采用各种 PH 曲线进行 Hermite 插值

或者曲线设计的方法不断被提出 [12∼18], 更多的细节以及实例可以参考文献 [19∼21].

然而, 具有有理等距线的参数曲线并不一定是 PH 曲线. 一条适当参数化的平面参数曲线具有有

理等距曲线, 当且仅当其速端曲线的范数平方的奇数重复根不超过两个 [22]. 因此, PH 曲线 [7] 是 OR

曲线的一类. 为有效地分析和构造 OR曲线,研究方法通常会采用复分析方法 [22, 23]、四元数模型 [24, 25]

等代数方法.

由于 Bézier 控制多边形提供了一种简单直观的方式来处理参数曲线, CAD 中的多项式曲线通

常采用 Bernstein 形式进行表示. 但是, 具有有理等距线的参数曲线的代数特征通常不能直观地转

化为控制多边形的几何约束条件, 因此, 关于 OR 曲线的几何性质及构造方法的研究工作不断被深

入. Farouki 等 [7] 介绍了三次 PH 曲线的几何特征, 即控制多边形的三条边成等比关系且两内角

相等, 这个特征给三次 PH 曲线提供了一种简单直观的几何构造方法. 类似地, 四次 PH 曲线的

几何特征的研究 [26] 给出了一种 G1 条件下的曲线构造方法. 更高次数的 OR 曲线由于有更多的

自由度, 可以构造更加丰富的曲线, 特别是五次 PH 曲线的构造方法层出不穷 [12, 13,18,27∼29]. Fang

等 [30] 提出了基于 C1 Hermite 初始条件的六次 PH 曲线的构造方法. Jüttler [31] 给出了七次 PH 曲线

的 Hermite 插值方法. Zheng 等 [32] 学习了正则的七次 PH 曲线的几何特征及构造方法. 但是, 对于非

PH 曲线的 OR 曲线的相关研究工作相对较少. 近来, Lu 等 [33] 研究了非 PH 曲线的一类三次 OR 曲

线的几何性质以及构造方法.

本文采用平面 Bézier曲线的复数形式,提出了非 PH曲线的五次 OR曲线的构造方法. 首先,这类

曲线根据其导矢曲线的因式分解的不同被分为两类. 其次, 本文分别给出这两类曲线基于 C1 Hermite

初始条件的构造方法. 为得到最终的构造曲线, 需要另外给定一个实参数. 该实参数不仅可以用来调

整曲线形状, 同时决定或影响着奇异点在曲线上的位置.

2 OR 曲线

本文以加粗斜体字母表示复变量, 普通斜体字母表示实变量, i =
√
−1 为虚数单位. 在复平面 C

中,一条平面参数曲线 P (t) = (x(t), y(t))的复数形式为 P (t) = x(t)+ iy(t). 这种复数形式的表示方法

对 OR 曲线的性质以及构造研究带来了极大的便利性 [23, 26]. 一条平面多项式曲线 P (t), t ∈ [0, 1] 的

等距线可有理参数化当且仅当其一阶导数 P ′(t) 可表示为如下形式 [22]:

P ′(t) = ρ(t)R(t)W 2(t), (1)

其中 ρ(t) 是一个关于 t 的实多项式, R(t) 和 W (t) 有如下表达式:

R(t) = λt+ 1 + iµt, W (t) = u(t) + iv(t), (2)

λ, µ ∈ R, u(t) 和 v(t) 是关于 t 的两个互素的实多项式. 特别地, 当 R(t) = 1 时, 该曲线为 PH 曲线

(由于 ρ(t)为任意实多项式, R(t)为任意实数等价于 R(t) = 1). 否则 R(t)为一个复多项式, 该曲线不

直接具有有理形式的等距线. 此时, 可令

b =
√
(λ+ 1)2 + µ2, c =

√
(λ+ 2)2 + µ2.
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Bn
i (t) =

(
n
i

)
(1− t)n−iti, i = 0, . . . , n, 为 Bernstein 多项式, 经过一个二次的参数变换 [22, 33]:

t(s) =
B2

1(s) + (c− 1 + b)B2
2(s)

(c+ 1− b)B2
0(s) + (1 + b)B2

1(s) + (c− 1 + b)B2
2(s)

,

则其等距线可以表示为有理形式, 这是因为

(λt+ 1)2 + (µt)2 =

(
(c+ 1− b)B2

0(s) +
c2−(1−b)2

2 B2
1(s) + b(c− 1 + b)B2

2(s)

(c+ 1− b)B2
0(s) + (1 + b)B2

1(s) + (c− 1 + b)B2
2(s)

)2

.

这类非 PH 曲线的五次 OR 曲线的构造方法即为本文的主要研究目标 [22, 33]. 若不作特别说明, 下文

中的五次 OR 曲线即指该类曲线.

给定复平面内的控制顶点 Pi = xi + iyi, i = 0, . . . , 5,

P (t) =
5∑

i=0

PiB
n
i 5(t), 0 6 t 6 1,

定义了一条平面五次 Bézier 曲线. 其速端曲线也可以表示为 Bernstein 形式:

P ′(t) = 5
4∑

i=0

∆PiB
4
i (t), 0 6 t 6 1, (3)

其中 ∆Pi = Pi+1 − Pi.

3 五次 OR 曲线的构造方法

本节将从五次 OR 曲线的特征入手, 研究该类曲线的构造方法. 由于五次 OR 曲线 P (t) 的导矢

曲线 P ′(t) 是四次的, 因此 (1) 中的 ρ(t), R(t), W (t) 的次数可分别为 1, 1, 1 或者 3, 1, 0, 即

P ′(t) = [a0(1− t) + t][z0(1− t) + t][z1(1− t) + z2t]
2, (4)

或者

P ′(t) = [a0(1− t)3 + 3a1(1− t)2t+ 3a2(1− t)t2 + t3][z0(1− t) + z1t], (5)

ai ∈ R, zi ∈ C, i = 0, 1, 2. 下面分别将这两类曲线称为第一类和第二类五次 OR 曲线, 并分别进行

讨论.

对于第一类五次 OR 曲线, 若令 ξ 为其奇异点的参数值, 则有 a0 = ξ
ξ−1 . 因此, 当 a0 = 0 时, 有

P ′(0) = 0,即奇异点的参数值为 t = 0 (由于控制多边形的几何对称性,这里不考虑 P ′(1) = 0的情况);

当 a0 > 0 时, 奇异点的参数值不在区间 [0,1] 内; 否则, 有 a0 < 0, 奇异点的参数值在 (0,1) 内, 曲线段

内会有一个尖点. 特别地, 若存在 k ∈ R, 使得 z1 = kz2 时, 其导矢曲线其实为 (5) 形式的, 因此本文

假设 z1 ̸= kz2, ∀k ∈ R.
对于第二类五次 OR 曲线, 不妨假设 ξi, i = 0, 1, 2 为三次实多项式 ρ(t) 的 3 个根, 由代数基本定

理可知 ρ(t) 至少有一个实根. 若假设 ξ0 为一个实根, 则 ξ1 和 ξ2 为两个共轭复根或两个实根. 于是有

a0 = − ξ0ξ1ξ2
(1− ξ0)(1− ξ1)(1− ξ2)

,
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a1 =
ξ0ξ1

(1− ξ0)(1− ξ1)
+

ξ1ξ2
(1− ξ1)(1− ξ2)

+
ξ0ξ2

(1− ξ0)(1− ξ2)
,

a2 = − ξ0
1− ξ0

− ξ1
1− ξ1

− ξ2
1− ξ2

.

当 a0 = 0 时, 有 P ′(0) = 0, 即至少有一个奇异点在 t = 0 处 (由于控制多边形的几何对称性, 本文不

考虑 P ′(1) = 0 的情况). 当 a0 > 0 时, 在区间 (0,1) 内有一个或者三个奇异点; 否则当 a0 < 0 时, 在

区间 (0,1)内有两个奇异点或没有奇异点. 此外,若存在 k ∈ R,使得 z0 = kz1 时,曲线退化为直线,因

此本文的讨论假设 z0 ̸= kz1, ∀k ∈ R.
综上所述, 若不考虑退化情况, 这两类五次 OR 曲线是互补的. 本节将分别考虑这两类五次 OR

曲线的构造问题:假设给定 C1 Hermite条件以及一个实参数 a0 进行五次 OR曲线的构造,即已知 Pi,

i = 0, 1, 4, 5,以及曲线的奇异点在参数域的初步分布情况,求解未知的控制顶点 P2, P3,从而得到符合

初始条件的五次 OR 曲线.

3.1 第一类五次 OR 曲线

本节考虑第一类五次 OR 曲线的构造方法, 由于曲线 P (t) 是第一类五次 OR 曲线的充要条件是

存在 a0, zi, i = 0, 1, 2, 使得 (4) 式成立, 将 (4) 式展开可以得到

P ′(t) = a0z0z
2
1(1− t)4

+
[
(a0 + z0)z

2
1 + 2a0z0z1z2

]
(1− t)3t

+
[
a0z0z

2
2 + 2(a0 + z0)z1z2 + z2

1

]
(1− t)2t2

+
[
2z1z1z2 + (a0 + z0)z

2
2

]
(1− t)t3

+ z2
2t

4,

与 (3) 式比较 Bernstein 多项式的系数, 有

1

5
a0z0z

2
1 = ∆P0,

1

20

[
z0z

2
1 + a0

(
z2
1 + 2z0z1z2

)]
= ∆P1,

1

30

[
z2
1 + 2z0z1z2 + a0

(
z0z

2
2 + 2z1z2

)]
= ∆P2,

1

20

[
z0z

2
2 + 2z0z1z2 + a0z

2
2

]
= ∆P3,

1

5
z2
2 = ∆P4.

(6)

为进一步展开讨论, 这里引入 3 个辅助点 Qi, i = 0, 1, 2,

Q0 = P1 +
1

20
z0z

2
1 = P2 −

a0
20

(
z2
1 + 2z0z1z2

)
,

Q1 = P2 +
1

30

(
z2
1 + 2z0z1z2

)
= P3 −

a0
30

(
z0z

2
2 + 2z1z2

)
,

Q2 = P3 +
1

20

(
z0z

2
2 + 2z0z1z2

)
= P4 −

a0
20

z2
2 .
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Q1

P2

P3

Q2

P4

P5
P0

P1

Q0

图 1 (网络版彩图)第一类五次 OR曲线的控制多边形的必要条件:存在点 Qi, i = 0, 1, 2, 使得 ∆P0 : 4(Q0−P1) =

2(P2 −Q0) : 3(Q1 −P2) = 3(P3 −Q1) : 2(Q2 −P3) = 4(P4 −Q2) : ∆P4, 且这个比值刚好确定了奇异点的参数值

Figure 1 (Color online) A necessary and sufficient condition on the control polygon of a class I quintic OR curve: there are

points Qi, i = 0, 1, 2, such that ∆P0 : 4(Q0−P1) = 2(P2−Q0) : 3(Q1−P2) = 3(P3−Q1) : 2(Q2−P3) = 4(P4−Q2) : ∆P4,
where the ratio determines the parameter value of the cusp

如图 1 所示, 得到一个原控制多边形的外接四边形 P0Q0Q1Q2P5. 方便起见, 不妨记

A = z0z
2
1 ,

B = z2
1 + 2z0z1z2,

C = z0z
2
2 + 2z1z2,

D = z2
2 ,

(7)

则有

A =
5

a0
∆P0 = 20(Q0 − P1),

B =
20

a0
(P2 −Q0) = 30(Q1 − P2),

C =
30

a0
(P3 −Q1) = 20(Q2 − P3),

D =
20

a0
(P4 −Q2) = 5∆P4,

(8)

即 A, B, C, D 分别表示了四边形 P0Q0Q1Q2P5 每一条边的方向. 同时可以得到

a0 =
∆P0

4(Q0 − P1)
=

2(P2 −Q0)

3(Q1 − P2)
=

3(P3 −Q1)

2(Q2 − P3)
=

4(P4 −Q2)

∆P4
.

给定 C1 Hermite 条件以及实参数 a0 进行第一类五次 OR 曲线的构造, 即已知 Pi, i = 0, 1, 4, 5,

以及曲线的奇异点参数值,求解 P2, P3. 在给定条件下, Q0, Q2, A, D 是明确的, 而 Q1, B, C 是未知
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的. 由 ∆P1 +∆P2 +∆P3 = P4 − P1 可以得到关于 B 和 C 的方程:

1

20
A+

3a0 + 2

60
B +

2a0 + 3

60
C +

a0
20

D = P4 − P1. (9)

对于构造的第一类五次 OR 曲线, 由 (7) 可知 z2
1 = D

(
z1

z2

)2
, z0z1z2 = Az2

z1
, z1z2 = D z1

z2
, z0z

2
2 =

A
(
z2

z1

)2
, 因此, 若设 x = z2

z1
, 则由 (7) 可以得到关于 x 的两个方程:

D
1

x2
+ 2Ax = B,

2D
1

x
+Ax2 = C.

因 x ̸= 0, 该方程组可转化为一个等价的三次方程组:

2Ax3 −Bx2 +D = 0,

Ax3 −Cx+ 2D = 0.

分别消去 x3 项和常数项, 并约去公因子 x, 得到一个等价的二次方程组:

Bx2 − 2Cx+ 3D = 0,

3Ax2 − 2Bx+C = 0.

将该方程组视为关于 x 和 x2 的二元一次方程组, 可求解得到

x =
BC − 9AD

2(B2 − 3AC)
,

x2 =
C2 − 3BD

B2 − 3AC
.

因此, 构造的曲线为第一类五次 OR 曲线当且仅当关于 zi, i = 0, 1, 2 的方程组 (7) 的解存在, 即满足

如下条件:

4AC3 + 4B3D −B2C2 + 27A2D2 − 18ABCD = 0. (10)

于是, 由于 A 和 D 已知, 将方程 (9) 代入 (10) 可以得到关于 B (或者 C) 的一个一元四次方程,

由代数基本定理知 B (或者 C)必然有 4个解.当通过求解得到 B 和 C 时,将它们代入 (8)可以得到

Q1 点, 以及控制顶点 P2, P3, 因此可得到符合条件的 4条第一类五次 OR曲线.上述过程整理后为算

法 1. 考虑到在实际的计算和应用中, 无法总是精确表示曲线的控制多边形的顶点数据, Farouki等 [34]

指出为保证鲁棒的实际应用, 计算误差 ϵ 应该是机器加工单位的 102 − 103 倍, 即 ϵ ≈ 1.11× 10−16, 为

本文算法数值求解的精度要求.

图 2 给出了一个第一类五次 OR 曲线的 C1 Hermite 插值示例. 设定 P0 = 0, P1 = −1 + 2i,

P4 = 10 + 4i, P5 = 8+ i, a0 = 2, 即奇异点所在的位置为 t = 2. 通过求解由 (9) 和 (10) 构成的方程组,

图中给出了 4条第一类五次 OR曲线.其中,上面两图中的两条曲线是凸的,下面两图中的曲线则含有

一个拐点. 其实,实参数 a0 的设置可以当作调节曲线形状的参数,这里考虑当 a0 分别为 1, 1.5, 2, 2.5, 3

时, 其中两条凸曲线的形状变化如图 3 所示. 因此, 若将 a0 作为一个自由参数, 可得到一族五次 OR

曲线.
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P2

P2

P2 P2

P3

P3

P3

P4 P4

P4

P5 P5

P5
P5

P0
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图 2 (网络版彩图) 第一类五次 OR 曲线 C1 Hermite 插值的示例, 给定 P0 = 0,P1 = −1+2i,P4 = 10+4i,P5 =

8+i, a0 = 2, 求解得到: (a) P2 ≈ 1.187+5.650i, P3 ≈ 7.125+6.050i; (b) P2 ≈ 2.858+8.064i, P3 ≈ 8.079+7.429i;

(c) P2 ≈ 10.193− 3.358i, P3 ≈ 12.271 + 0.903i; (d) P2 ≈ −2.470− 3.361i, P3 ≈ 5.035 + 0.901i

Figure 2 (Color online) C1 Hermite interpolation using class I quintic curves with rational offsets. Given P0 = 0,P1 =
−1+2i,P4 = 10+4i,P5 = 8+i, and a0 = 2, we get four class I quintic OR curves: (a) P2 ≈ 1.187+5.650i, P3 ≈ 7.125+6.050i;
(b) P2 ≈ 2.858 + 8.064i, P3 ≈ 8.079 + 7.429i; (c) P2 ≈ 10.193 − 3.358i, P3 ≈ 12.271 + 0.903i; (d) P2 ≈ −2.470 − 3.361i,
P3 ≈ 5.035 + 0.901i

a0=1

a0=1

a0=1.5

a0=1.5

a0=2

a0=2

a0=2.5

a0=2.5

a0=3

a0=3
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图 3 (网络版彩图) 参数 a0 的选择可以用来调节构造的第一类五次 OR 曲线形状

Figure 3 (Color online) Selection of the parameter a0 can be used to adjust the shape of the resultant class I quintic OR
curve

3.2 第二类五次 OR 曲线

对于第二类五次 OR 曲线, 将其导矢曲线的表达式 (5) 展开有

P ′(t) =a0z0(1− t)4

+ (a0z1 + a1z0)(1− t)3t
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算法 1 Construct class I

Input:

复数表示的两端控制顶点 Pi, i = 0, 1, 4, 5;

一个实参数 a0.

Output:

复数表示的 4 组控制顶点 P
(i)
2 , P

(i)
3 , i = 0, . . . , 3.

1: 计算 A = 5
a0

∆P0, D = 5∆P4;

2: 构造关于 B 和 C 的二元四次方程 (10);

3: 构造关于 B 和 C 的二元一次方程 (9);

4: 用数值求解方法求解 (9) 和 (10) 构成的非线性方程组, 求解得到 B(i) 和 C(i), i = 0, . . . , 3;

5: 代入 (8) 求得 P
(i)
2 , P

(i)
3 , i = 0, . . . , 3.

+ (a1z1 + a2z0)(1− t)2t2

+ (a2z1 + z0)(1− t)t3

+ z1t
4.

通过与 (3) 比较系数得到
1

5
a0z0 = ∆P0,

1

20
(a0z1 + 3a1z0) = ∆P1,

1

30
(3a1z1 + 3a2z0) = ∆P2,

1

20
(3a2z1 + z0) = ∆P3,

1

5
z1 = ∆P4.

(11)

不难发现, 复数 z0 和 z1 确定了两端边的方向, 且控制多边形的每一条边都是它们的线性组合.

因此, 当给定 a0, Pi, i = 0, 1, 4, 5 时, 由于已知 z0 = 5∆P0

a0
, z1 = 5∆P4, 可以得到一个关于 a1 和 a2 的

二元一次复方程:
3z0 + 2z1

20
a1 +

2z0 + 3z1
20

a2 +
z0 + a0z1

20
+ P1 − P4 = 0. (12)

分别考虑该方程的实部与虚部, 可以得到一个二元一次实方程组, 又因 z0 ̸= kz1, ∀k ∈ R, 因此必然存
在唯一解.

第二类五次 OR 曲线构造过程由算法 2 给出. 在图 4 中, 采用与图 2 相同的 Hermite 初值与实参

数 a0,得到了唯一的一条第二类五次 OR曲线.虽然 a0 > 0,但图中的曲线段上出现了两个奇异点. 也

就是说, 对于第二类五次 OR 曲线, 其奇异点的参数值分布在构造时不容易明确地指定, 从而可能会

给实际应用带来不便.

4 结论

本文研究了一类非 PH 曲线的五次 OR 曲线的构造方法. 这类五次 OR 曲线首先被分为两类, 在

给定 C1 连续的 Hermite 初始条件以及一个实参数后, 这两类曲线的构造问题分别被转化为一个四次

方程和一个二元一次方程组的求解问题. 因此, 本文给出的方法易于实现, 具有较强的可操作性. 虽然

这一类五次 OR曲线是非正则的曲线,但是本文给出的方法可以有效地控制曲线段上出现奇异点的情
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P3

P4

P0 P5

P1

P2

图 4 (网络版彩图) 第二类五次 OR 曲线 C1 Hermite 插值示例. 当给定 Pi, i = 0, 1, 4, 5, 以及实参数 a0, 有且

仅有一条符合条件的第二类五次 OR 曲线

Figure 4 (Color online) C1 Hermite interpolation using class II quintic OR curves. Given Pi, i = 0, 1, 4, 5, and a real

parameter a0, there is a unique quintic OR curve meeting the condition

算法 2 Construct class II

Input:

复数表示的两端控制顶点 Pi, i = 0, 1, 4, 5,

一个实参数 a0.

Output:

复数表示的控制顶点 P2, P3.

1: 计算 z0 = 5∆P0
a0

, z1 = 5∆P4;

2: 构造二元一次复方程 (12);

3: 将方程 (12) 的实部和虚部分解, 得二元一次实方程组并求解 a1, a2;

4: 代入 (11) 求得控制顶点 P2, P3.

况. 因此, 该类曲线在实际中仍然可以得到很好的应用. 同时, 在构造过程中, 实参数可以对构造的曲

线进行调整, 有效地对曲线的形状进行控制, 曲线的变化也更加丰富. 对于第一类曲线, 该实参数的指

定更是直接地确定了奇异点的参数值.

平面曲线的复表示方法为具有有理等距线的参数曲线的理论研究提供了极其有效的工具,也是本

文研究工作的基础. 本文提出的关于 OR 曲线的理论及方法也为今后对具有有理等距线的参数曲线

相关理论研究提供了一些启发. 今后将进一步开展对 PH 曲线、OR 曲线、以及具有有理等距线的有

理曲线的性质和构造方法的研究工作.
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Construction of a class of quintic curves with rational offsets
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Abstract In this paper, a method for constructing a class of quintic curves with rational offsets is presented.

Although this class of planar curves does not include PH curves, such curves are widely applied in CAD because

they have rational offsets. A complex variate model is employed to deduce the proposed method. The quintic

OR curves are first classified into two classes according to the different factorization of their hodographs, and are

then discussed. With the given C1 Hermite data, the curves are determined by specifying a real parameter. This

real parameter can be used to adjust the shape of the constructed curves, and affects the parameter values of the

cusps.

Keywords Bézier curve, offset curve, quintic, continuous, Hermite interpolation
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