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摘要 针对由一阶智能体和二阶智能体构成的异构多智能体系统, 研究了其拓扑结构 Markov 切换

下的均方一致性问题. 首先, 基于邻居信息分别对一阶智能体和二阶智能体设计了控制协议. 其次,

利用随机不可约非周期矩阵的性质,得到了使得异构多智能体系统实现均方一致所需的充分必要条

件.最后,数值仿真验证了理论结果的有效性.
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1 引言

近来, 多智能体系统的分布式协同控制问题受到了各领域学者的广泛关注. 正如我们所知道的,

一致性问题是分布式协同控制领域的基本问题. 1995年, Vicsek等 [1] 提出 Vicsek模型,基于智能体邻

居信息, 设计了使得闭环系统实现一致的控制协议. 随后, 利用代数图论和矩阵理论, Jadbabaie 等 [2]

对 Vicsek 模型给出了严格的理论解释. Olfati-Saber 等 [3] 针对智能体间信息传递的方向性, 将代数连

通度的概念引入有向图中, 首次研究了有向多智能体网络一致性问题. Ren 和 Beard [4] 进一步推广了

上述学者的研究结果, 利用随机非负不可约矩阵的性质, 在动态网络拓扑的联合拓扑具有生成树的条

件下, 证明了离散系统以及连续系统的渐近一致性. Lin 等 [5] 考虑了模型具有不确定性的多智能体系

统, 利用鲁棒分析方法, 分别讨论了拓扑结构固定以及拓扑结构切换的系统 H∞ 一致性问题. 对于多

智能体系统中含有领导者的问题, Zhang 等 [6] 研究了速度信息未知的二阶多智能体系统, 解决了系统

的领导 – 跟踪一致问题. 当多智能体系统存在外界干扰时, 利用随机分析的方法, Li 和 Zhang [7∼9] 讨

论了多智能体系统的平均一致问题, 在通信拓扑网络连通的假设下, 证明了各智能体与系统初态平均

值之间的误差可以足够小. Cheng 等 [10] 考虑了一般线性时变动态系统, 利用增益向量来消除干扰对

获得信息准确性的影响, 证明了当拓扑结构具有生成树时, 多智能体系统可以实现一致.

由于实际工程系统中的多智能体的结构可能不完全相同, 最近, 一类由一阶智能体和二阶智能体

构成的异构多智能体系统的一致性问题受到了学者的广泛关注. Zheng 等 [11] 考虑了拓扑结构为无向
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连通图时的异构多智能体系统, 通过设计一个饱和控制协议, 利用 Lyapunov 函数方法, 证明了异构多

智能体系统的一致性. Liu 等 [12] 讨论了离散异构多智能体系统的一致性问题, 利用非负矩阵的性质,

给出了在异构多智能体系统存在有界通信时延时可以达到一致的充分条件.对于连续时间异构多智能

体系统, Zheng 等 [13,14] 研究了有向固定和切换拓扑下的一致性问题和有向图下的包围控制问题. 利

用输出规则, Haghshenas 等 [15] 解决了容许控制的一致性问题. 当异构多智能体系统的参数不能准确

获得时, 利用自适应一致协议, Liu 等 [16] 证明了参数未知的异构系统的一致性. 对于固定拓扑下多智

能体系统, Liu等 [17] 得到了使得异构多智能体系统实现渐进一致的充分必要条件,并且给出了最终的

收敛状态. 同时, 对于切换拓扑下多智能体系统, 给出了异构多智能体系统实现渐进一致的充分条件.

Geng等 [18] 分别讨论了带有静态领导者和动态领导者的异构多智能体系统的一致性问题.通过构造分

布式观测器来处理动态领导者的信息不能被观测的问题, 解决了固定无向连通的拓扑下, 异构多智能

体系统的一致性问题. Mo等 [19] 讨论了存在外界干扰的异构多智能体系统,通过线性矩阵不等式的方

法给出了系统实现 H∞ 一致的条件, 并且给出了干扰为零时系统收敛的最终状态. 随后, 在文献 [20]

中, 作者证明了在通信拓扑联合连通下异构多智能体系统可以实现一致. Tian 等 [21] 把异构多智能体

系统的问题推广到高阶, 通过一个自适应算法, 解决了带有未知通信时延的异构多智能体系统的一致

性问题.

在实际系统中, 由于干扰总是不可避免的, 为了应对此类问题, Zhang 等 [22] 提出了随机多智能

体系统的一致性问题, 得到了切换拓扑下, 多智能体实现均方一致的充分必要条件. 另一方面, 由于智

能体间的信息交换也具有一定的随机性, 随机切换多智能体系统的一致性是一个有价值的研究方向.

Wang 等和 Miao 等分别基于分布式输出反馈控制和容许控制, 得到了 Markov 切换拓扑下多智能体

系统实现一致性的条件 [23,24]. Xie 等 [25] 考虑带有领导者的切换系统, 由于只有部分智能体可以获得

领导者的位置和速度信息, 利用扰动控制理论, 可以使多智能体系统实现有界一致. Lou 等 [26] 研究

Markov 切换拓扑下有多级领导者的多智能体系统的一致性问题, 得到了可以使所有智能体渐进收敛

到静态领导者状态的凸集的充分必要条件.

从文献可以看出, 拓扑结构 Markov 切换下多智能体系统的一致性问题是一个有一定工程意义和

理论意义的课题, 然而, 对于拓扑结构 Markov 切换下异构多智能体系统的研究结果还比较少. 基于

此, 本文主要讨论异构多智能体系统在拓扑结构具有 Markov 切换拓扑时的一致性问题. 通过利用非

负随机不可约矩阵的性质, 我们得到使系统实现均方一致性的充分必要条件. 最后, 利用数值仿真验

证了理论结果的有效性.

2 预备知识

2.1 图论简介

考虑由 n 个智能体构成的多智能体系统, 每个智能体用一个节点表示, 智能体 i 用 vi 表示, i =

1, 2, . . . , n, 智能体间通信情况用节点间的边表示, 例如边 (vi, vj) 表示智能体 j 能够收到来自智能体 i

的信息. 由节点集 V = {v1, v2, . . . , vn}、边集 E ⊆ V × V 和一个邻接矩阵 A = [aij ] 构成一个图 G =

(V,E,A). 在图 G 中, (vi, vj) ∈ E 表示智能体 j 能收到智能体 i 的信息. 当 (vi, vj) ∈ E ⇔ (vj , vi) ∈ E

时, 称图 G 为无向图. 如果 (vj , vi) ∈ E, 则称智能体 j 是智能体 i 的邻居, 智能体 i 的全部邻居用 Ni

表示, 即 Ni = {j : (vj , vi) ∈ E}. 节点之间的连接关系用邻接矩阵 A = [aij ] 表示. 其中矩阵 A 中的

元素 aij 取值为 0 或 1, 当 (vj , vi) ∈ E 时, aij = 1, 否则 aij = 0, 这里规定 aii = 0, 即图中无自环.
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图 G 的度阵 D = diag{d1, d2, . . . , dn} 是一个对角矩阵, 其中对角元素 di =
∑

j∈Ni
aij . Lapras 矩阵为

L = D −A. 当邻接矩阵是对称阵时, 此时, 图 G 为无向图, 则相应的 Lapras 矩阵也是对称矩阵.

本文假设多智能体间的通信拓扑是 Markov 切换的. 设 {σ(k), k ∈ N} 是一个遍历的齐次 Markov

链, 其状态空间为 S = {1, 2, . . . , s}. 转移概率矩阵 P ∈ Rs×s, 其中元素 Pij = Pr{σ(k + 1) = j | σ(k) =
i},∀i, j ∈ S, 即从第 i 个拓扑结构转换为第 j 个拓扑结构的概率为 Pij , 显然,

∑s
j=1 Pij = 1,∀i ∈ M .

假设 Markov 切换拓扑 Gσ(k) 取值于集合 {G1, G2, . . . , Gs}, 相应地, Lapras 矩阵 Lσ(k) 取值于集合

{L1, L2, . . . , Ls}.
对于矩阵 C = [cij ] ∈ Rm×n, 如果其元素 cij 是非负的, 那么称矩阵 C 是非负矩阵. 如果非负矩

阵满足 C1n = 1m, 则此非负矩阵称为随机矩阵. 随机矩阵 B ∈ Rn×n 被称作随机不可约非周期矩阵

(SIA), 如果 limm→∞ Bm = 1nf
T, 其中 f ∈ Rn.

2.2 异构多智能体系统模型

考虑一个由一阶智能体和二阶智能体构成的异构多智能体系统, 其中二阶智能体的个数为 m 个,

一阶智能体的个数为 n 个. 假设二阶智能体的动态方程为

xi(k + 1) = xi(k) + Tvi(k),

vi(k + 1) = vi(k) + Tui(k),
i = 1, . . . ,m, (1)

其中 xi(k) ∈ R 以及 vi(k) ∈ R 分别代表二阶智能体 i 的位置, ui(k) ∈ R 表示其控制输入.

假设一阶智能体的动态方程为

xi(k + 1) = xi(k) + Tui(k), i = m+ 1, . . . ,m+ n, (2)

其中 xi(k) ∈ R 表示一阶智能体 i 的位置信息, ui(k) ∈ R 表示其控制输入.

本文对二阶智能体, 采用如下控制协议:

ui(k) = −pivi(k) +
∑

j∈Ni(k)

aij(k)(xj(k)− xi(k)), i = 1, . . . ,m. (3)

对一阶智能体, 采用如下控制协议:

ui(k) =
∑

j∈Ni(k)

aij(k)(xj(k)− xi(k)), i = m+ 1, . . . ,m+ n, (4)

其中 pi > 0 为控制参数. Ni(k) = Nf
i (k)∪Ns

i (k), N
f
i (k) 和 Ns

i (k) 分别代表智能体 i 在 k 时刻的一阶

智能体邻居和二阶智能体邻居.

对于系统 (1) 和 (2), 利用协议 (3) 和 (4), 可以得到如下闭环系统:
xs(k + 1)

vs(k + 1)

xf (k + 1)

 =


Im TIm 0

−TL
σ(k)

s Im −AT TA
σ(k)
sf

TA
σ(k)
fs 0 In − TL

σ(k)

f




xs(k)

vs(k)

xf (k)

 , (5)

其中 xs(k) = [x1(k), x2(k), . . . , xm−1(k), xm(k)]T, vs(k) = [v1(k), v2(k), . . . , vm−1(k), vm(k)]T, xf (k) =

[xm+1(k), xm+2(k), . . . , xm+n(k)]
T, A = diag{p1, p2, . . . , pm}, Lσ(k)

s = L
σ(k)
s + D

σ(k)
sf , L

σ(k)

f = L
σ(k)
f +
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D
σ(k)
fs , L

σ(k)
s 和 L

σ(k)
f 分别代表二阶智能体所形成的网络拓扑和一阶智能体所形成的网络拓扑的

Laplace 矩阵, D
σ(k)
sf = diag{

∑
j∈Nf

1
a1j(k), . . . ,

∑
j∈Nf

m
amj(k)}, Dσ(k)

fs = diag{
∑

j∈Ns
m+1

am+1,j(k), . . . ,∑
j∈Ns

m+n
am+n,j(k)}, 将网络拓扑的邻接矩阵 Aσ(k) 分块为

Aσ(k) =

A
σ(k)
s A

σ(k)
sf

A
σ(k)
fs A

σ(k)
f

 ,

其中 A
σ(k)
s ∈ Rm×m, A

σ(k)
f ∈ Rn×n, A

σ(k)
sf ∈ Rm×n, A

σ(k)
fs ∈ Rn×m. 容易验证系统相应网络的 Laplace

矩阵可以表示为

Lσ(k) =

 L
σ(k)

s −A
σ(k)
sf

−A
σ(k)
fs L

σ(k)

f

 .

定义 1 考虑异构多智能体系统 (1) 和 (2). 假设该系统的拓扑结构是 Markov 切换的, 称控制协

议 (3) 和 (4) 可以解决系统 (1) 和 (2) 的均方一致问题, 如果下面的等式成立:

lim
k→∞

E[| xi(k)− xj(k) |2] = 0, i ̸= j, i, j = 1, . . . ,m+ n,

lim
k→∞

E[| vi(k)− vj(k) |2] = 0, i ̸= j, i, j = 1, . . . ,m.

3 主要结果

定义 Q =

[
Im 0 0

Im Im 0

0 0 Im

]
∈ R(n+m)×(n+m), 易知 Q 是可逆矩阵. 令

z(k) =


xs(k)

ys(k)

xf (k)

 = Q


xs(k)

ys(k)

xf (k)

 ,

则闭环系统 (5) 可以变为如下形式:

z(k + 1) = Wσ(k)z(k), (6)

其中

Wσ(k) =


Im − TIm TIm 0

−TIm +AT − TL
σ(k)

s (1 + T )Im −AT TA
σ(k)
sf

TA
σ(k)
fs 0 In − TL

σ(k)

f

 .

引理 1 ([27]) 设 F = {p1, p2, . . . , pn}是有限个 n阶 SIA矩阵集合.若对任意 j ∈ Z+, pi1 , pi2 , . . . ,

pij ∈ F , 有 pi1pi2 · · · pij 仍是 SIA 矩阵, 则对于无穷矩阵序列 pik ∈ F , 存在 c ∈ Rn, 使得 limj→∞

pi1pi2 · · · pij = 1nc
T.

引理 2 ([25]) 设 A ∈ Rn×n 是随机矩阵, 若 λ = 1 是 A 的一重 (代数重数) 特征值, 且其余特征

值的模均小于 1, 则 A 是 SIA 矩阵.

引理 3 若 T < 1
n+m−1 , 则必存在正数 pi > 0, i = 1, 2, . . . ,m, 使得 ∀j ∈ S, Wj 是非负随机矩阵,

且对角元素非零.
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证明 由于 aij(k) 要么为 0, 要么为 1, 故对于任意的 i = 1, 2, . . . ,m,

1− T
∑
j ̸=i

aij(k) > 1− T (m+ n− 1) > 0,

即 In − TL
j

f 是非负矩阵, 且对角线元素大于零.

又因为 1 + 1
T > pi > m+ n, 从而

−T + piT − T
∑
j ̸=i

aij(k) > −T + piT − T (m+ n− 1) = T (−1 + pi − (m+ n− 1)) > 0,

即 −TIm +AT − TL
j

s 是非负矩阵.

显然 Im − TIm 为非负矩阵, 因此 Wj 为非负矩阵且对角元素均严格大于零.

引理 4 若马氏链 {σ(k)} 是遍历的, 且状态空间 S = {1, 2, . . . , s}, 则一定存在正整数 r, 使得对

任意的 i, j ∈ S, 存在 i1, i2, . . . , ir−1 ∈ S 且 {j, i1, i2, . . . , ir−1} = S, 有 Pji1Pi1i2 · · ·Pir−1i > 0.

证明 对于有限状态的遍历马氏链, 根据有限马氏链理论 [28], 存在正整数 r0, 使得对于任意的正

整数 r > r0,都有对任意的 i, j ∈ S,有 P
(r)
ij > 0,其中 P

(r)
ij = P{σ(k+r) = j | σ(k) = i}. 又因为 {σ(k)}

的状态空间 S 是不可约的正常返闭集, 所以一定存在 i1, i2, . . . , ir−1 ∈ S 且 {j, i1, i2, . . . , ir−1} = S, 有

Pji1Pi1i2 · · ·Pir−1i > 0. 再由马氏链状态的有限性可以知道, 一定存在公共的正整数 r, 使得对任意的

i, j ∈ S, 存在 i1, i2, . . . , ir−1 ∈ S 且 {j, i1, i2, . . . , ir−1} = S, 有 Pji1Pi1i2 · · ·Pir−1i > 0.

引理 5 设 {σ(k)} 是状态空间 S = {1, 2, . . . , s} 的有限状态遍历的齐次马氏链, r 为引理 4 所确

定的正整数, 则 ∀i, j ∈ S, 1

P
(r)
ji

(Λr)ij 是 SIA 矩阵, 其中

Λ =


Λ11 · · · Λ1s

...
. . .

...

Λs1 · · · Λss

 ,

Λij , PjiWj ⊗Wj , (Λ
r)ij 表示矩阵 Λr 的第 i 行第 j 列位置的元素.

证明 根据引理 4, 对于任意的 i, j ∈ S, 一定存在 i1, i2, . . . , ir−1, 且 {j, i1, i2, . . . , ir−1} = S, 使得

Pji1Pi1i2 · · ·Pir−1i > 0. 下证 WjWi1 · · ·Wir−1 是 SIA 矩阵. 记 i0 = j, 则

1

r

r−1∑
l=0

Wil =


(1− T )Im TIm 0

−TIm +AT − T 1
r

∑r−1
l=0 L

il
s (1 + T )Im −AT T 1

r

∑r−1
l=0 Ail

sf

T 1
r

∑r−1
l=0 Ail

fs 0 In − T 1
r

∑r−1
l=0 L

il
f

 ,

从而

1

r

r−1∑
l=0

Wil − I =


−TIm TIm 0

−TIm +AT − T 1
r

∑r−1
l=0 L

il
s TIm −AT T 1

r

∑r−1
l=0 Ail

sf

T 1
r

∑r−1
l=0 Ail

fs 0 −T 1
r

∑r−1
l=0 L

il
f

 ,

利用分块矩阵的初等变换, 可得

1

r

r−1∑
l=0

Wil − I →


Im 0 0

0
∑r−1

l=0 L
il
s −

∑r−1
l=0 Ail

sf

0 −
∑r−1

l=0 Ail
fs

∑r−1
l=0 L

il
f

 =

 Im 0

0
∑r−1

l=0 Lil

 ,
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由于 G1 ∪ G2 ∪ · · · ∪ Gs 具有有向生成树, 故 rank(
∑r−1

l=0 Lil) = m + n − 1 (详见文献 [4]). 因此,

rank(1r
∑r−1

l=0 Wil − I) = 2m + n − 1, 即 λ = 1 是矩阵 1
r

∑r−1
l=0 Wil 的代数重数为 1 的特征值. 类似可

以证明 λ = −1不是矩阵 1
r

∑r−1
l=0 Wil 的特征值.又因为 1

r

∑r−1
l=0 Wil 是随机矩阵,所以 1

r

∑r−1
l=0 Wil 的其

余特征值的模均小于 1. 利用引理 2可知 1
r

∑r−1
l=0 Wil 是 SIA矩阵,利用文献 [4]中的引理 3.9可以证明

WjWi1 · · ·Wir−1
是 SIA矩阵. 又 1

P
(r)
ji

(Λr)ij =
1

P
(r)
ji

∑
16j1,··· ,jr−16s Pjj1 Pj1j2 · · ·Pjr−1i(WjWj1 · · ·Wjr−1

)

⊗(WjWj1 · · ·Wjr−1), 且 Pji1Pi1i2 · · ·Pir−1i(WjWi1 · · ·Wir−1)⊗ (WjWi1 · · ·Wir−1) 必为和式中的某一项.

因此 1

P
(r)
ji

(Λr)ij 是 SIA 矩阵.

有了前面的准备工作, 下面来陈述本文的主要结果.

定理 1 考虑异构多智能体系统 (1) 和 (2), 假设 T < 1
m+n−1 , (m > 1, n > 1), {σ(k)} 是状态空间

为 S = {1, 2, . . . , s} 的遍历的齐次马氏链, 则控制协议 (4) 可以解决多智能体系统的均方一致性问题

的充分必要条件是多智能体系统的联合拓扑具有有向生成树, 即联合网络具有全局可达点.

证明 首先证明充分性. 考虑等价系统 (6) 的状态向量的二阶矩. 定义 V (k) = E[z(k)z(k)T], 记

Vi(k) = E[z(k)z(k)T1{σ(k)=i}],其中 1{σ(k)=i} 是事件 {σ(k) = i}的示性函数,则 V (k) =
∑s

i=1 Vi(k). 利

用全期望公式, 可以得到

Vi(k + 1) = E[z(k + 1)z(k + 1)T1{σ(k+1)=i}]

=
s∑

j=1

E[Wσ(k)z(k)z(k)
TWT

σ(k)1{σ(k+1)=i} | σ(k) = j]P{σ(k) = j}

=

s∑
j=1

E[Wjz(k)z(k)
TWT

j | σ(k) = j]E[1{σ(k+1)=i} | σ(k) = j]P{σ(k) = j}

=
s∑

j=1

WjE[z(k)z(k)
T | σ(k) = j]P{σ(k) = j}WT

j Pji

=

s∑
j=1

PjiWjE[z(k)z(k)
T1{σ(k)=j}]W

T
j

=
s∑

j=1

PjiWjVj(k)W
T
j .

利用矩阵拉长变换 (详见文献 [29]), 将 V1(k), V2(k), . . . , Vs(k) 的所有列向量拉成一列, 记为 ξ(k), 则

ξ(k + 1) = Λξ(k), (7)

其中 Λ如引理 5定义.系统 (7)的初始条件为 Vi(0) = qiz(0)z(0)
T 拉长所得到的 ξ(0),其中 [q1, q2, . . . ,

qs] 为马氏链 {σ(k)} 的初始分布. 下面通过研究系统 (7) 的收敛性来研究系统 (6) 的一致性.

根据引理 1 和 5 可知, 对于任意给定的 i, j ∈ S, 1

P
(r)
ji

(Λr)ij 是 SIA 矩阵, 因此一定存在 cij ∈

R(2m+n)2 , 使得 limt→∞(Λrt)ij = limt→∞ P
(rt)
ji [ 1

P
(rt)
ji

(Λrt)ij ] = πi1c
T
ij , 其中 t ∈ Z+, [π1, . . . , πs] 是马氏

链 {σ(k)} 的平稳不变分布, 即

lim
t→∞

Λrt =


π11c

T
11 π11c

T
12 · · · π11c

T
1s

...
...

. . .
...

πs1c
T
s1 πs1c

T
s2 · · · πs1c

T
ss

 ,
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故 limt→∞ ξ(rt) = [ α11 α21 · · · αs1 ]T, 其中 αi = πi

∑s
j=1(c

T
ijξj(0)), i = 1, 2, . . . , s. 即 limt→∞ Vi(rt) =

αi11
T, 从而,

lim
t→∞

V (rt) = β11T,

其中 β =
∑s

i=1 αi. 即 limt→∞ E[z(rt)z(rt)T] = β11T.

对任意的 k ∈ Z+, 取 t 为满足 rt 6 k 的最大整数, 则

E[z(k)z(k)T]

= E[Wσ(k) · · ·Wσ(rt+1)z(rt)z(rt)
TWT

σ(rt+1) · · ·W
T
σ(k)]

=
∑

06ik,...,irt+16s

E[Wik · · ·Wirt+1z(rt)z(rt)
TWT

irt+1
· · ·WT

ik
]P{σ(k) = ik, . . . , σ(rt+ 1) = irt+1}

=
∑

06ik,...,irt+16s

Wik · · ·Wirt+1E[z(rt)z(rt)
T]WT

irt+1
· · ·WT

ik
P{σ(k) = ik, . . . , σ(rt+ 1) = irt+1}.

由于 Wik · · ·Wirt+1(β11
T)WT

irt+1
· · ·WT

ik
= β11T, 故 limk→∞ E[z(k)z(k)T] = β11T.

令 ε(k) = z(k)− 12m+n · 1
2m+n

∑2m+n
j=1 zj(k) = (I2m+n − 12m+n1

T
2m+n

1T
2m+n12m+n

)z(k), 则

E[ε(k)ε(k)T] =

(
I2m+n −

12m+n1
T
2m+n

1T
2m+n12m+n

)
E[z(k)z(k)T]

(
I2m+n −

12m+n1
T
2m+n

1T
2m+n12m+n

)
.

因此,

lim
k→∞

E[ε(k)ε(k)T]

=

(
I2m+n −

12m+n1
T
2m+n

1T
2m+n12m+n

)
lim
k→∞

E[z(k)z(k)T]

(
I2m+n −

12m+n1
T
2m+n

1T
2m+n12m+n

)
=

(
I2m+n −

12m+n1
T
2m+n

1T
2m+n12m+n

)
β11T

(
I2m+n −

12m+n1
T
2m+n

1T
2m+n12m+n

)
= 0.

而 limk→∞ E[ε(k)Tε(k)] = limk→∞ tr(E[ε(k)ε(k)T]) = 0, 即

lim
k→∞

E


∥∥∥∥∥∥z(k)− 12m+n · 1

2m+ n

2m+n∑
j=1

zj(k)

∥∥∥∥∥∥
2
 = 0,

故可以得到,

lim
k→∞

E[∥ zi(k)− zj(k) ∥2] = 0, ∀i, j = 1, 2, . . . , 2m+ n.

利用 [ xs(k) vs(k) xf (k) ]
T = Qz(k), 很容易得到

lim
k→∞

E[| xi(k)− xj(k) |2] = 0, ∀i, j = 1, 2, . . . , 2m+ n,

且 limk→∞ E[| vi(k) |2] = 0, ∀i = 1, 2, . . . ,m, 即多智能体系统 (1) 和 (2) 在协议 (3) 和 (4) 的作用下实

现了均方一致.
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下面证明必要性.

若 G1 ∪G2 ∪ · · · ∪Gs 没有有向生成树, 即联合拓扑不存在全局可达点, 则相应于每个拓扑网络的

Laplace 矩阵一定可以分解为

Li =


Li
1 0 0

0 Li
2 0

Li
3 Li

4 Li
5

 ,

这里允许对智能体重新编号, 其中 Li
1 ∈ Rn1×n1 , Li

2 ∈ Rn2×n2 , Li
5 ∈ R(2m+n−n1−n2)×(2m+n−n1−n2),

Li
3 ∈ R(2m+n−n1−n2)×n1 , Li

4 ∈ R(2m+n−n1−n2)×n2 . 不妨设 Li
1, L

i
2 所对应的节点集仅包含二阶智能体,

即 n1 + n2 6 m, 其余情况可以类似证明.

记系统 (5) 的系统矩阵为 Γσ(k), 对 Γσ(k) 中的相关块作与 Lσ(k) 相应的分解, 有

L
σ(k)

s =

 [
L
σ(k)
1 0 0

0 L
σ(k)
2 0

]
L
σ(k)

3

 , A
σ(k)
sf =

 0

A
σ(k)

sf

 , A =

A1 0

0 A2

 ,

其中 L
σ(k)

3 ∈R(m−n1−n2)×m, A
σ(k)

sf ∈R(m−n1−n2)×n, A1∈R(n1+n2)×(n1+n2), A2∈R(m−n1−n2)×(m−n1−n2),

xs(k)
T = [x1

s(k)
T, x2

s(k)
T, x3

s(k)
T], x1

s(k) ∈ Rn1 , x2
s(k) ∈ Rn2 , x3

s(k) ∈ Rm−n1−n2 . 则基于 Lσ(k) 的结构,

Γσ(k) 可以写成如下形式:

Γσ(k) =


Im TIm 0

−T
[

L
σ(k)
1 0 0

0 L
σ(k)
2 0

]
[In1+n2 −A1T 0] 0

−TL
σ(k)

3 [0 Im−n1−n2 −A2T ] TA
σ(k)

sf

TA
σ(k)
fs 0 In − TL

σ(k)

f

 . (8)

取初始条件 xs(0)
T = [ a1T

n1
b1T

n1
0 ], vs(0) = 0, xf (0) = 0 且 a, b ∈ R, a ̸= b, 则由 (8) 可知对于任意时

刻 k ∈ Z+, x1
s(k) = a1n1 , x

2
s(k) = b1n2 , 从而多智能体系统 (1) 和 (2) 在控制协议 (3) 和 (4) 之下不能

实现均方一致.

注 1 正如文献 [30]中的定理 2.1指出,利用 Borel-Cantelli引理可以证明线性 Markov跳变系统

在均方意义下的稳定性蕴含其在几乎必然 (或依概率 1)的意义下的稳定性,因此对于异构多智能体系

统而言, 系统实现几乎必然意义下一致的充分条件仍是多智能体网络的联合拓扑具有有向生成树.

注 2 对于二阶多智能体系统, 文献 [22] 利用 Markov 跳变系统的理论结果分析了系统实现均方

一致的条件, 本文从异构多智能体系统本身出发, 通过恰当的变量替换, 将系统矩阵转化为随机矩阵,

然后利用非负矩阵理论分析了系统实现均方一致的条件, 因此, 本文中所采用的分析方法更能从本质

上反应出系统的演化规律.

注 3 文献 [31] 利用 Lyapouov 方法研究了随机连接失败情形下异构多智能体系统的一致性问

题. 所考虑的拓扑结构的切换本质上是 Bernoulli过程, 而本文所研究的切换是 Markov 过程, 因此, 文

献 [31] 中的模型可以看作是本文的特例. 另一方面, 文献 [31] 仅仅给出了系统实现均方一致的充分条

件, 而本文给出了系统实现均方一致的充要条件, 因此, 相比文献 [31], 本文的研究结果更深刻.
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图 1 通信拓扑

Figure 1 Communication topologies

图 2 (网络版彩图) 各智能体的位置轨迹

Figure 2 (Color online) Trajectories for positions of all agents

4 数值仿真

这部分将通过 Matlab 仿真来说明上述结果的正确性. 假设 m = 3, n = 2, 即由 3 个二阶智能体,

编号为 1, 2, 3; 2 个一阶智能体, 编号为 4, 5, 构成的异构多智能体系统, 拓扑结构在 3 种情况间切换,

如下图 1 所示.

其中通信拓扑间的转移概率矩阵为

Γ =


0.35 0.25 0.4

0.3 0.4 0.3

0.35 0.35 0.3

 .

根据定理条件, T 需要满足不等式 T < 1
m+n−1 , 因此可选取 T = 0.2, 控制增益参数 pi 需满足

1+ 1
T > pi > m+ n, 因此可选取 A = diag{p1 p2 p3} = diag{5.1 5.2 5.3}, Matlab仿真结果如图 2和

3, 分别为各智能体的位置和速度轨迹.

从仿真图中可以看出, 在选取满足定理条件的参数时, 系统中各智能体的位置和速度均趋于一致,

与理论结果吻合得很好.
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图 3 (网络版彩图) 各智能体的速度轨迹

Figure 3 (Color online) Trajectories for velocities of all agents

5 结论

对于由一阶智能体和二阶智能体构成的异构多智能体系统,假设其拓扑结构为 Markov切换网络,

本文研究了这类系统的均方一致性问题. 基于邻居信息分别设计了使系统实现均方一致的控制协议.

利用矩阵变换, 将系统系数矩阵化为非负随机不可约矩阵, 利用非负矩阵的性质, 得到了使得异构多

智能体系统实现均方一致所需的充分必要条件.接下来的工作我们将研究存在外界随机干扰的异构多

智能体系统的一致性问题.
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Mean-square consensus of heterogeneous multi-agent systems

under Markov switching topologies

Lipo MO* & Tingting PAN

School of Science, Beijing Technology and Business University, Beijing 100048, China

*E-mail: beihangmlp@126.com

Abstract This paper concerns the mean-square consensus of a heterogeneous multi-agent system, which con-

sists of first- and second-order agents, under Markovian switching topologies. Firstly, based on information from

neighboring agents, control protocols are designed for the first- and second-order agents, respectively. Secondly,

by using the properties of a stochastic irreducible aperiodic matrix, the sufficient and necessary conditions for the

heterogeneous multi-agent systems to realize mean-square consensus are obtained. Finally, numerical simulations

are conducted to illustrate the effectiveness of the theoretical results.

Keywords heterogeneous, multi-agent systems, Markov switching, consensus, mean-square stability
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