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摘要 基于矩阵半张量积 (semi-tensor product, STP) 方法, 本文研究了有界 Petri 网系统稳定性和镇

定性问题. 首先, 在布尔代数框架下, 对先前所建立的有界 Petri 网系统的标识演化方程进行了改进.

利用改进后的这个方程, 给出了有界 Petri 网系统平衡点稳定性判别的充要条件. 其次, 为了研究有

界 Petri 网系统的标识反馈镇定问题, 定义了 Petri 网系统的标识 k 步前可达性集, 并给出了它的一

些基本性质. 利用这些性质, 给出了有界 Petri 网系统镇定性的判别方法, 并设计了最优标识反馈控

制器的有效算法. 本文的结果是基于矩阵形式的, 利用 MATLAB 的 STP 工具箱, 可将 Petri 网系统

的稳定性和镇定性判别问题转化为简单直接的矩阵计算问题.该方法的优势不仅在于所得到的结果

形式简单,而且易于计算机实现. 最后,实例说明了该方法的可行性和有效性.

关键词 Petri网 离散事件动态系统 矩阵的半张量积 平衡点 稳定性 镇定性

1 引言

作为图形化和数学建模工具, Petri 网已成为离散事件动态系统建模、分析和管控的有效工具之

一 [1∼4], 尤其是描述和管控系统的并发、同步、冲突、不确定和随机等行为非常有效. 近 20 年来, 它

受到了来自计算机领域和自控领域学者的普遍关注, 并被广泛应用于并行软件系统 [5]、柔性制造系

统 [6, 7] 和系统生物学 [8] 等领域.

纵观过去的几十年, 虽然有关 Petri 网系统问题的研究取得了长足发展, 但是由于缺乏恰当的数

学工具, 仍有一些基本问题有待进一步解决, 如 Petri 网系统的控制、死锁、可观性和辨识等问题. 有

关这方面问题的介绍见综述文献 [9]. 最近, 一种基于精确数学模型的方法已经被用于 Petri 网系统的

研究当中, 并且取得了一系列结果 [10∼13]. 其基本工具是矩阵半张量积 (semi-tensor product, STP), 它
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是普通矩阵乘法的推广, 由中国科学院程代展教授首次提出 [14]. 至今已形成了相当规模的应用研究

领域, 包括布尔网络 [15,16]、博弈论 [17, 18]、有限自动机 [19, 20] 等.

系统的稳定性和镇定性是两个基本问题, 它是系统运行的前提条件. 当选择用 Petri 网作为系统

建模工具时, 首先要考虑 Petri 网系统的稳定性. 到目前为止, 还没有发现有关 Petri 网系统的稳定

性和镇定性问题的研究结果. 在文献 [12] 模型的基础上, 本文研究了有界 Petri 网系统的稳定和镇定

问题.

本文的主要创新点和关键技术如下:

(1) 本文的一些概念在 Petri 网领域是第一次提出的, 包括有界 Petri 网系统的平衡点、标识 k 步

前可达性集、平衡点稳定性及平衡点可镇定性等概念.

(2)为了便于讨论有界 Petri网系统的稳定性问题,在布尔代数框架下,得到了一个新的有界 Petri

网系统的标识动态演化方程 (见正文式 (17)). 该动态方程只包含了 Petri 网系统标识演化的信息. 使

用此方程, 本文得到了有界 Petri 网系统平衡点稳定性判别的充要条件.

(3)为了研究有界 Petri网系统的镇定性问题.给予了有界 Petri网系统的标识 k 步前可达性集的

定义和一些基本性质. 基于这些性质, 得到了有界 Petri 网系统是否可镇定判别的充要条件.

(4)利用有界 Petri网系统的标识动态演化方程和标识 k 步前可达性集,设计了计算所有最优1)标

识反馈控制器的有效算法. 该算法的优点在于它的计算过程只涉及简单的矩阵代数操作.

本文结构安排如下：第 2 节介绍了本文所用到的一些基础知识, 包括基本符号、矩阵半张量积和

Petri 网的概念及相关结论. 第 3 节讨论了有界 Petri 网系统的稳定性问题. 第 4 节研究了有界 Petri

网系统的镇定性问题及最优标识反馈控制器的设计. 第 5 节为本文结论和未来研究方向.

2 预备知识

2.1 符号说明

• |X| 表示集合 X 的势.

• N+ 表示正整数集合.

• Rn 表示实数域上 n 维列向量构成的集合.

• Mm×n 表示 m× n 实矩阵构成的集合.

• M(i,j) 表示矩阵 M 的第 i 行、第 j 列元素.

• Rowi(M) 表示矩阵 M 的第 i 行.

• Colj(M) 表示矩阵 M 的第 j 列.

• Col(L) 表示矩阵 L 的列构成的集合.

• D := {0, 1}.
• 若 B ∈ Mm×n, 且满足 B(i,j) ∈ D, ∀i ∈ {1, 2, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, . . . , n}, 称 B 为布尔矩阵.

• Bm×n 表示 m× n 布尔矩阵构成的集合.

• δ0n := [0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

]T.

• δkn 表示单位矩阵 In 的第 k 列, 1 6 k 6 n.

• ∆n := {δ1n, δ2n, . . . , δnn}; ∆̃n := {δ0n, δ1n, . . . , δnn}.

1) 这里的 “最优” 指的是 Petri 网系统的每个标识到达平衡点的最短距离.
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• 若 L ∈ Mm×n, 且 Col(L) ⊆ ∆m (resp., Col(L) ⊆ ∆̃m), 称 L 为逻辑矩阵 (resp., 广义逻辑矩阵).

• Lm×n (resp., L̃m×n) 表示逻辑矩阵 (resp., 广义逻辑矩阵) 构成的集合. 若 L ∈ Lm×n (resp., L ∈
L̃m×n), 则 L = [δi1m, δi2m, . . . , δinm , ], 简记为 L = δm[i1, i2, . . . , in], ik ∈ {0, 1, . . . ,m}, 1 6 k 6 n.

• 设 A ∈ L̃n×m, Ξ(A) := {i|Coli(A) ∈ ∆n}.
• 设 A = (aij)m×n ∈ Bm×n, B = (bij)m×n ∈ Bm×n, 则矩阵 A ∨ B := ((aij) ∨ (bij))m×n, A ∧ B :=

((aij) ∧ (bij))m×n, 其中 ∨ 和 ∧ 分别表示逻辑析取运算和合取运算.

• 设 A ∈ Bm×n, Θ(A) := {A ∈ Lm×n|A ∧A = A}. 特别地, x ∈ Bm×1, Θ(x) := {y ∈ ∆m|y ∧ x = y}.
• RowΣ(A) 表示布尔矩阵 A 行的布尔和.

2.2 矩阵的半张量积

本小节介绍本文所用到矩阵半张量积的一些内容. 有关矩阵半张量积更详细的介绍见文献 [21].

定义 1 ([21]) 设 A ∈ Mm×n, B ∈ Mp×q, 则 A 与 B 的半张量积定义如下:

AnB = (A⊗ Ik/n)(B ⊗ Ik/p), (1)

其中 k = lcm(n, p) 表示 n 与 p 的最小公倍数, ⊗ 为矩阵的 Kronecker 积.

从定义 1 可知, 当 n = p 时, 式 (1)变为 AnB = AB, 即矩阵的半张量积是普通矩阵乘积的推广.

因此, 在不导致混淆情况下, 本文略去符号 “n ”.

定义 2 ([21]) 一个换位矩阵 W[m,n] 是一个 mn×mn 矩阵, 其定义如下:

W[m,n] = δmn[1,m+ 1, . . . , (n− 1)m+ 1, 2,m+ 2, . . . , (n− 1)m+ 2, . . . ,m, 2m, . . . , nm]. (2)

引理 1 ([21]) 设 X ∈ Rm, Y ∈ Rn, 则

W[m,n]XY = Y X, W[n,m]Y X = XY. (3)

引理 2 ([21]) 设降幂矩阵 Φn = diag[δ1n, δ
2
n, . . . , δ

n
n ], 则

X2 = ΦnX, ∀X ∈ ∆̃n. (4)

2.3 Petri 网

为节省空间, 本小节只给出本文所用到的 Petri 网的一些内容. 有关 Petri 网的理论和应用更具体

介绍见文献 [3,22].

一个加权 Petri 网图是一个 4 元组 N = (P, T, F,W ), 其中 P = {p1, p2, . . . , pn} 表示有限库所
集, T = {t1, t2, . . . , tm} 表示有限变迁集, F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ) 表示弧/流关系集合, P ∩ T = ϕ

且 P ∪ T ̸= ϕ, W : F → {1, 2, 3, . . .} 为弧上的权函数. 带有初始标识/初始状态 M0 的 Petri 网图

N = (P, T, F,W ) 是一个动态系统, 称为 Petri 网系统, 记为 ⟨N,M0⟩. 如果 W : F → {1} (即权函数 W

的函数值恒等于 1), 称其为普通 Petri 网, 简记为 N = (P, T, F ). 不失一般性, 本文以下部分只讨论普

通 Petri 网. 方便起见, 本文中节点 x ∈ P ∪ T 的前集与后集分别记为 •x = {y ∈ P ∪ T |(y, x) ∈ F} 和
x• = {y ∈ P ∪ T |(x, y) ∈ F}.
一个 Petri网系统 ⟨N,M0⟩具有如下变迁发生规则:设 t ∈ T ,若 ∀p ∈ P : p ∈• t → M(p) > W (p, t),

其中 M(p) 表示库所 p 中的令牌数, 则称变迁 t 在标识 M 是使能的, 记为 M [t >. 若 M [t >, 则可得

到一个新的标识 M ′, 使得 M [t > M ′, 并满足 M ′(p) = M(p)−W (p, t) +W (t, p),∀p ∈ P .
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对于一个 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 来说, 如果存在使能变迁序列 σ = tj1tj2 . . . tjk ∈ T ∗2), 使得

M [σ > M ′, 则称标识 M ′ 是从 M 可达的. Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的可达性集记为 R(N,M0), 并约定

M0 ∈ R(N,M0), 即 R(N,M0) = {M ∈ Rn|∃σ ∈ T ∗ : M0[t > M}. 特别地, 用 Rk(N,M0) 表示从初始标

识 M0 出发的 k 步可达性集. 这样, R(N,M0) =
∪∞

k=1 Rk(N,M0).

一个 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 是有界的当且仅当 ⟨N,M0⟩ 的所有库所都是有界的, 即 ∀p ∈ P , ∃kp ∈
N+ 使得 ∀M ∈ R(N,M0), 有 M(p) 6 kp. 一个变迁 t ∈ T 是活的当且仅当 ∀M ∈ R(N,M0), 皆存

在 M ′ ∈ R(N,M), 使得 M ′[t >. 如果 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的每个变迁都是活的, 称 ⟨N,M0⟩ 为活的
Petri 网系统. 为了研究 ⟨N,M0⟩ 的稳定性和镇定性问题, 假设本文讨论的 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 是活
的网系统.

下面的引理来自文献 [12], 它对本文所研究的有界 Petri 网系统稳定性和镇定性问题至关重要.

引理 3 ([12]) 有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识动态演化过程等价地表示为如下一个双线性离
散系统:

x(k + 1) = Lu(k)x(k), (5)

其中 L ∈ L̃s×sm 为有界 Petri网系统 ⟨N,M0⟩的变迁 –标识转移矩阵, x(k)和 u(k)分别表示 ⟨N,M0⟩
在 k 时刻标识和变迁的向量形式, m = |T |, s = |R(N,M0)|. 式 (5) 称为 ⟨N,M0⟩ 的标识演化方程.

3 有界 Petri 网系统的稳定性

3.1 布尔代数

定义 3 ([23]) 设 α, β ∈ D, 则 α 与 β 的布尔加法和布尔乘法分别定义为

α+Bβ := α ∨ β, α×Bβ := α ∧ β, (6)

其中 ∨ 为逻辑析取运算, ∧ 为逻辑合取运算.

由定义 3 知, {D,+B,×B} 构成了一个代数, 称其为布尔代数 [23]. 这样, 在布尔代数框架下, 可以

定义布尔矩阵的布尔加法和布尔乘法.

定义 4 设 A = (aij)m×n ∈ Bm×n, B = (bij)m×n ∈ Bm×n, 则

A+BB = (aij+Bbij)m×n ∈ Bm×n. (7)

定义 5 设 A = (aij)m×n ∈ Bm×n, B = (bij)n×s ∈ Bn×s, 则

AnBB := C = (cij)m×s ∈ Bm×s, (8)

其中 cij = (ai1×Bb1j)+B(ai2×Bb2j)+B · · ·+B(an2×Bbnj). 特别地, A ∈ Bn×n 的布尔幂表示为

A(k) := AnBAnB · · ·nBA︸ ︷︷ ︸
k

, ∀k ∈ N+. (9)

2) T ∗ 表示 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 变迁序列构成的集合.
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3.2 Petri 网系统的稳定性

定义 6 设 M 为有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的一个标识, 即 M ∈ R(N,M0). 如果存在一个使能

变迁 t ∈ T , 使得 M [t > M . 称标识 M 为 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的一个平衡点.

定义 7 设 Mp 为有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的一个平衡点, M 是 ⟨N,M0⟩ 的一个标识. 如果

从 M 出发的所有标识轨迹经有限步变迁后收敛于 Mp, 则称标识 M 在平衡点 Mp 处是稳定的. 如果

⟨N,M0⟩ 的每一个标识在 Mp 处都是稳定的, 称 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 在平衡点 Mp 处是稳定的.

方便起见,用X(M,σ, k)表示从标识M 出发经 k步变迁后达到的标识集,并约定X(M,σ, 0) = M ,

其中 σ 表示长度为 k 的使能变迁序列. 从定义 7 可知, 标识 M 在平衡点 Mp 处是稳定的当且仅当存

在 T (M) ∈ N+ 使得

X(M,σ, k) = {Mp}, ∀k > T (M). (10)

用 Tp(M) 表示使式 (10) 成立的最小正整数, 称 Tp(M) 为标识 M 的暂态周期. 这样, 有界 Petri 网系

统 ⟨N,M0⟩ 的暂态周期定义为
Tp := maxM∈R(N,M0)Tp(M). (11)

易知, Tp 满足 Tp < |R(N,M0)|.
考虑有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩, 其状态演化方程如式 (5) 所示. 从方程 (5) 很容易得到每个标识

下的所有使能变迁. 若用 Γ(M) 表示标识 M 下的所有使能变迁构成的集合, 则有如下结果.

引理 4 设有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识演化方程如式 (5) 所示, M := δis ∈ R(N,M0) 为

⟨N,M0⟩ 的一个标识, 且 Ξ(LW[s,m]δ
i
s) = {i1, i2, . . . , iq}, 则

Γ(M) = Γ(δis) = {δi1m, δi2m, . . . , δiqm}, (12)

其中 s = |R(N,M0)|, δ
ij
m 为变迁 tij 的向量形式, 1 6 j 6 q.

事实上, Γ(M) 表示从 M 到 2T 的一个集合值函数, 即 Γ : M → 2T , 其中 2T 表示变迁集 T 的幂

集. 借助于矩阵的半张量积和引理 4, Γ(M) 可由如下方程求得

ũ(k) = Hx(k), (13)

其中 x(k) 表示 k 时刻标识的向量形式, ũ(k) = (u1(k), u2(k), . . . , um(k))T 表示 k 时刻集合函数 Γ 的

向量形式, 并且 uj(k) = 1 表示变迁 tj 在标识 x(k) 下是使能的, 否则 uj(t) = 0. H ∈ Bm×n 称为 Petri

网系统 ⟨N,M0⟩ 的使能变迁矩阵. 因此, 有如下引理.

引理 5 设有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识演化方程如式 (5) 所示, M := δis ∈ R(N,M0) 为

⟨N,M0⟩ 的一个标识, 则

Γ(M) = Γ(δis) = Θ(Coli(H)), 1 6 i 6 s. (14)

例 1 考虑图 1 所示的有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩, 初始标识 M0 = (1, 1, 0)T.

利用文献 [24] 中的算法 (见文献 [24] 中的命题 1), 可以得到图 1 所示有界 Petri 网系统的可达性

集 R(N,M0) = {M0 = (1, 1, 0)T,M1 = (0, 2, 0)T,M2 = (2, 0, 0)T,M3 = (1, 0, 1)T,M4 = (0, 1, 1)T,M5 =

(0, 0, 2)T}. 令标识 Mi−1 ∼ δi6, 1 6 i 6 6; 变迁 tj ∼ δj4, 1 6 j 6 4. 由式 (5) 可以得到图 1 所示有界

Petri 网系统的标识演化方程为

x(k + 1) = Lu(k)x(k),

其中 L = δ6[2, 0, 1, 5, 0, 0, 3, 1, 0, 0, 4, 0, 4, 5, 0, 0, 6, 0, 0, 0, 0, 4, 5, 6].
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图 1 有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩
Figure 1 A bounded Petri net system

由引理 4 和式 (13), 可以得到

ũ(k) = Hx(k),

其中 H 为图 1 所示 Petri 网系统的使能变迁矩阵, 即

H =


1 0 1 1 0 0

1 1 0 0 1 0

1 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 1

 .

以标识 M4 = δ56 为例, 由引理 5 可知, Γ(M4) = Θ(Col5(H)) = {δ24 , δ34 , δ44}, 即变迁 t2, t3, t4 在标识

M4 下是使能的.

为了得到有界 Petri 网 ⟨N,M0⟩ 的闭环系统, 不失一般性, 将式 (13) 带入式 (5). 具体地讲, 用式

(13) 中的 ũ(k) 替代式 (5) 中的 u(k), 即

x(k + 1) = Lu(k)x(k) = LHx2(k) = LHΦnx(k), (15)

其中 Φn 如引理 2 所示.

令 A := LHΦn, L = [Blk1(L),Blk2(L), . . . ,Blkm(L)], 其中 Blkj(L) ∈ Bs×s 表示矩阵 L 的第 j 个

子块矩阵, 1 6 j 6 m. 根据矩阵 L, H 和 Φn 的定义, 有如下结论:

引理 6 设有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识演化方程如式 (5) 所示, 则

A = LHΦn =
m∑
j=1

Blkj(L), (16)

其中 H 为 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的使能变迁矩阵.

当考虑有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 稳定性时, 并不需要知道从一个标识到另一个标识有多少条路

径, 只关心标识间的可达情况. 一般情况下, 矩阵 A = LHΦn 并不是一个布尔矩阵. 这样, 利用方程

(15) 判别有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 稳定性并不方便. 为此, 在布尔代数框架下考虑方程 (15). 这样,

方程 (15) 变为如下方程:

x(k + 1) = ÃnBx(k), (17)

其中 Ã := F n BH n BΦn = Blk1(L)+BBlk2(L)+B · · ·+BBlkm(L), x(k) = (x1(k), x2(k), . . . , xn(k))T 表

示 k 时刻标识的向量形式, 且满足 xj(k) = 1当且仅当初始标识经 k 步变迁序列达到标识 Mj−1 = δjn,

否则, xj(t) = 0. 特别地, x(0) = (x1(0), x2(0), . . . , xn(0))T 为有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的初始标识.

基于方程 (17), 本文给出有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 标识可达性和平衡点稳定性的主要结果.
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定理 1 设有界 Petri网系统 ⟨N,M0⟩的标识演化方程如式 (17)所示,标识Mi−1 = δis ∈ R(N,M0),

则 Mi−1 的 k 步可达性集为

Rk(N,Mi−1) = Θ(Coli(Ã
(k))), (18)

其中 Ã(k) 表示矩阵 Ã 的 k 次布尔幂.

证明 由式 (17) 可知, (Ã)(j,i) = 1 当且仅当标识 Mj−1 = δjs 是从 Mi−1 = δis 可达的, 即存在使能

变迁 tj1 ∈ T 使得 Mi−1[tj1 > Mj−1. 这样, 在布尔代数框架下, (Ã(k))(j,i) = 1 当且仅当存在长度为 k

使能变迁序列 σ = tj1tj2 · · · tjk ∈ T ∗ 使得 Mi−1[σ > Mj−1. 因此, 式 (18) 成立.

定理 2 设有界 Petri网系统 ⟨N,M0⟩的标识演化方程如式 (17)所示, Mp−1 := δps ∈ R(N,M0)是

⟨N,M0⟩ 的一个平衡点, 则

(1) 标识 Mi−1 = δis 在 Mp−1 处是稳定的当且仅当

Coli(Ã
(k)) = δps , ∀k > Tp(Mi−1), (19)

其中 Tp(Mi−1) 为标识 Mi−1 的暂态周期.

(2) Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 在 Mp−1 处是稳定的当且仅当

Col(Ã(k)) = {δps}, ∀k > Tp, (20)

其中 Tp 为 ⟨N,M0⟩ 的暂态周期.

证明 由于 (2) 是 (1) 的自然推广, 因此只需证 (1) 成立即可.

事实上,如果标识 Mi−1 = δis 在平衡点 Mp−1 处是稳定的. 由式 (10)知存在 Tp(Mi−1) ∈ N+ 使得

X(Mi−1, σ, k) = {Mp−1}, ∀k > Tp(Mi−1). 由定理 1 知, 标识 Mi−1 = δis 经长度大于等于 Tp(Mi−1) 步

之后的可达性集为 Θ(Coli(Ã
(k))) = {δps}, 即式 (19) 成立. 反之, 式 (19) 成立意味着从标识 Mi−1 = δis

出发的所有状态轨迹经有限步变迁后收敛于 Mp−1, 由定义 7, 标识 Mi−1 = δis 在 Mp−1 处是稳定的.

例 2 从新考虑图 1 所示的有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩.
利用定理 2 判别此 Petri 网系统在平衡点 M5 = δ66 处的稳定性.

事实上, 由方程 (17), 有

x(k + 1) = ÃnBx(k),

其中

Ã =



0 1 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1


.

易知,不存在正整数 T6 ∈ [1, 6]使得定理 2中式 (20)成立. 因此,图 1所示的 Petri网系统 ⟨N,M0⟩
在平衡点 M5 = δ66 处是不稳定的.
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4 有界 Petri 网系统的镇定性

本节主要讨论有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识反馈镇定问题. 在讨论之前, 先介绍有界 Petri 网

系统 ⟨N,M0⟩的标识 k 步前可达性集的概念及其一些相关性质. 利用这些性质,本文给出了有界 Petri

网系统 ⟨N,M0⟩ 镇定性的判别方法和最优反馈控制器设计的有效算法.

4.1 前可达性集

定义 8 设 M ∈ R(N,M0) 为有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的一个标识, M 的 k 步前可达性集定义

为 {M ′ ∈ R(N,M0)|∃σ = tj1tj2 · · · tjk ∈ T ∗ 使得M ′[σ > M}, 并用记号 PRk(N,M) 表示, 即

PRk(N,M) = {M ′ ∈ R(N,M0)|∃σ = tj1tj2 · · · tjk ∈ T ∗ 使得M ′[σ > M}. (21)

命题 1 设 M ∈ R(N,M0) 为有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的一个标识且满足 M ∈ PR1(N,M), 则

PRk(N,M) ⊆ PRk+1(N,M), ∀k > 1. (22)

证明 由于 M ∈ PR1(N,M), 则标识 M 为 ⟨N,M0⟩ 的一个平衡点. 这样, 根据前可达性集

PRk(N,M) 的定义, 易知式 (22) 成立.

命题 2 设 M ∈ R(N,M0) 为有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的一个标识.

(1) 如果 PR1(N,M) = {M}, 则 PRk(N,M) = {M}, ∀k > 1.

(2) 如果存在 i ∈ N+ 使得 PRi(N,M) = PRi+1(N,M), 则 PRk(N,M) = PRi(N,M), ∀k > i.

证明 (1) 显然成立. 下证 (2).

只需证明 k = i+ 2 时成立即可. 其他情况类似可证.

一方面, 因为 PRi(N,M) = PRi+1(N,M), 则 PRi+1(N,M) ⊆ PRi+2(N,M), 即

PRi(N,M) ⊆ PRi+2(N,M). (23)

另一方面, 若标记 M ′ ∈ PRi+2(N,M), 则存在使能变迁序列 σ = tj1tj2 · · · tjitji+1tji+2 ∈ T ∗, 使得

M ′[σ > M . 这样, 必存在两个标识 M ′′ ∈ PRi+1(N,M) 和 M ′′′ ∈ PRi(N,M), 使得 M ′′[tj2 > M ′′′,

M ′[tj1 > M ′′. 又因为 M ′′ ∈ PRi+1(N,M) 且 PRi(N,M) = PRi+1(N,M), 则 M ′′ ∈ PRi(N,M). 这

样, M ′ ∈ PRi+1(N,M). 因此 M ′ ∈ PRi(N,M), 即

PRi+2(N,M) ⊆ PRi(N,M). (24)

由式 (23) 和 (24) 知, PRi(N,M) = PRi+2(N,M) 成立.

下面的两个性质给出了计算 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 标识的 k 步前可达性集的方法.

命题 3 设有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识演化方程如式 (17) 所示, Mr−1 = δrs ∈ R(N,M0) 为

⟨N,M0⟩ 的一个标识, 则

PRk(N,Mr−1) = Θ((Rowr(Ã)
(k))T), (25)

其中 s = |R(N,M0)|, Ã 为布尔矩阵, 其定义如式 (17) 所示.

证明 由式 (17) 可知, (Ã)(r,j) = 1 当且仅当标识 Mj−1 = δjs 能达到标识 Mr−1 = δrs . 也即存在使

能变迁 tj1 ∈ T 使得 Mj−1[tj1 > Mr−1. 这样, 在布尔代数框架下, ((Ã)(k))(r,j) = 1 当且仅当存在长度

为 k 的使能变迁序列 σ = tj1tj2 · · · tjk ∈ T ∗, 使得 Mj−1[σ > Mr−1. 因此, 式 (25) 成立.

命题 4 设有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识演化方程如式 (5) 所示, Mr−1 = δrs ∈ R(N,M0) 为

⟨N,M0⟩ 的一个标识, 其中 s = |R(N,M0)|, 变迁 – 标识转移矩阵 L := δs[α1, α2, . . . , αms], 则
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(1) PR1(N,Mr−1) = {δps |α(j−1)s+p = r, 1 6 j 6 m}.
(2) PRk+1(N,Mr−1) =

∪
{PR1(N,M ′)|M ′ ∈ PRk(N,Mr−1)}, k = 1, 2, 3, . . ..

证明 由式 (5) 可知, L n δjm n δps = δ
α(j−1)s+p
s . 这样, δps ∈ PR1(N,M) 当且仅当存在使能变迁

tj = δjm ∈ T , 使得 δ
α(j−1)s+p
s = δrs . 因此, (1) 成立.

(2) 可由定义 8 直接得到.

4.2 标识反馈镇定

考虑有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩, 其标识演化方程如式 (5) 所示. 如果 ⟨N,M0⟩ 是可镇定的, 如何

寻找一个形式如 u(k) = f(x(k)) 所示的最优标识反馈控制器, 使得在这个控制器的作用下, Petri 网系

统 ⟨N,M0⟩能被镇定到平衡点 M ∈ R(N,M)处, 其中控制器函数 f 是一一映射. 这样, 借助于矩阵的

半张量积, 这个标识反馈控制器可表示为如下矩阵形式:

u(k) = Kx(k), (26)

其中 x(k) 和 u(k) 分别表示 k 时刻 x(k) 和 u(k) 的向量形式. 称逻辑矩阵 K ∈ Mm×s 为标识反馈矩

阵, 且具有如下形式:

K = δm[k1, k2, . . . , ks], (27)

其中 s = |R(N,M0)|, kj ∈ {1, 2, . . . ,m}, 1 6 j 6 s.

在标识反馈控制器 (26) 作用下, 有界 Petri 网闭环系统 ⟨NK ,M0⟩ 的动态被描述为

x(k + 1) = LKΦnx(k). (28)

如果标识反馈矩阵 (27) 满足 K ∈ Θ(H), 则称反馈控制器 (26) 是允许的. 令 F =: LKΦn, 易知, 反馈

控制器 (26) 是允许的当且仅当 F = LKΦn 是逻辑矩阵.

定义 9 设有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识演化方程如式 (5) 所示, M ∈ R(N,M0) 是 ⟨N,M0⟩
的一个平衡点. 如果存在一个标识反馈控制器 (26), 使得闭环系统 ⟨NK ,M0⟩ 在 M 处是稳定的, 则称

有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 可镇定到平衡点 M .

基于命题 3, 4 和定义 9, 下面的定理和算法分别给出了有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 镇定性的判别
方法和最优反馈控制器的设计.

定理 3 设有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识演化方程如式 (5) 所示, Mp−1 := δps ∈ R(N,M0) 是

一个平衡点, 则 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 可镇定到平衡点 Mp−1 当且仅当存在 τ ∈ N+(1 6 τ 6 s − 1),

使得

PRτ (N,Mp−1) = ∆s, (29)

其中 ∆s 为 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的可达集 R(N,M0) 的向量形式, s = |R(N,M0)|.
证明 由定义 7∼9 易知, 必要性显然成立.

下证充分性. 假设 PRτ (N,Mp−1) = ∆s 成立, 其中 1 6 τ 6 s− 1. 由命题 3 或 4 知, ∆s 能被表示

为标识 Mp−1 的不相交前可达性集的并, 即

∆s = PR1(N,Mp−1)
∪

(PR2(N,Mp−1)\PR1(N,Mp−1))
∪

· · ·∪
(PRτ (N,Mp−1)\PRτ−1(N,Mp−1)). (30)
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因此, 对每一个 i ∈ {1, 2, . . . , s}, 存在唯一的 li ∈ [1, τ ], 使得 δis ∈ (PRli(N,Mp−1)\PRli−1(N,Mp−1)).

约定 PR0(N,Mp−1) := ϕ. 进而, 由命题 4 知, 存在正整数 ki ∈ N+(1 6 ki 6 m), 使得α(ki−1)s+i = p, li = 1,

δ
α(ki−1)s+i
s ∈ PRli−1(N,Mp−1), li ∈ [2, τ ].

(31)

令矩阵 K := δm[k1, k2, . . . , ks], Mi−1 = δis ∈ ∆s, 则

X(Mi−1,KMi−1, 1) = Ln (Kδin)n δis = Ln δki
m n δis = δ

α(ki−1)s+i
n .

于是, 当 Mi−1 = δis ∈ PR1(N,Mp−1) 时, X(Mi−1,KMi−1, 1) = δps ; 当 Mi−1 = δis ∈ (PRli(N,Mp−1)\
PRli−1(N,Mp−1)) (li ∈ [2, τ ]) 时, X(Mi−1,KMi−1, 1) ∈ PRli−1(N,Mp−1). 因此, 在标识反馈控制器

(26) 作用下, 有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 可镇定到平衡点 Mp−1.

事实上, 定理 3 的证明提供了计算所有最优标识反馈控制器 (26) 的方法. 将其归结为算法 1.

算法 1 有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的最优标识反馈控制器的设计

设有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 的标识演化方程如式 (5) 所示, Mp−1 = δps ∈ R(N,M0)是 ⟨N,M0⟩的一个平衡点. 可采取

以下步骤计算形如式 (26) 所示的所有最优标识反馈控制器, 在其作用下, Petri 网的闭环系统 ⟨NK ,M0⟩ 能够稳定到平
衡点 Mp−1. 具体步骤如下:

• Step 1. 利用命题 3或 4,计算平衡点Mp−1的 k步前可达性集 PRk(N,Mp−1),并验证是否存在正整数 1 6 τ 6 s−1,

使得 PRτ (N,Mp−1) = ∆s. 若这样的 τ 不存在, 结束此算法. 否则, 进行下一步.

• Step 2. 由命题 4, 将 ∆s 表示为式 (30) 形式的不相交前可达性集的并.

• Step 3. 对每一个 i ∈ {1, 2, . . . , s}, 利用公式 δis ∈ PRli (N,Mp−1)\PRli−1(N,Mp−1), 计算 li.

• Step 4. 利用式 (31), 计算 ki, i = 1, 2, . . . , s.

这样, 可以得到所有形如式 (26) 的最优标识反馈控制器.

例 3 讨论例 1 所示的有界 Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 在平衡点 M5 = δ66 处的镇定性.

首先, 判别此 Petri 网系统在平衡点 M5 = δ66 处是否是可镇定的.

由命题 3, 可以得到平衡点 M5 = δ66 的各步前可达性集, 即

PR1(N,M5) = {δ56 , δ66}, PR2(N,M5) = {δ26 , δ46 , δ56 , δ66},

PR3(N,M5) = {δ16 , δ26 , δ46 , δ56 , δ66}, PR4(N,M5) = {δ16 , δ26 , δ36 , δ46 , δ56 , δ66}.

因此,

PR4(N,M5) = ∆6.

由定理 3 和定义 9 知, 存在形如式 (26) 所示的最优标识反馈控制器, 该控制器可使图 1 所示的有界

Petri 网系统 ⟨N,M0⟩ 镇定到平衡点 M5.

其次, 利用算法 1 计算所有形式为式 (26) 所示的最优标识反馈控制器.

事实上, 根据式 (26), 将 ∆6 表示为平衡点 M5 的不相交前可达性集的并, 即

∆6 = PR1(N,M5)
∪

(PR2(N,M5)\PR1(N,M5))∪
(PR3(N,M)\PR2(N,M))

∪
(PR4(N,M)\PR3(N,M)),

其中

PR1(N,M5) = {δ56 , δ66}, PR2(N,M5)\PR1(N,M5) = {δ26 , δ46},
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PR3(N,M)\PR2(N,M) = {δ16}, PR4(N,M)\PR3(N,M) = {δ36}.

对每一个 i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6},由式 δi6 ∈ PRli(N,M5)\PRli−1(N,M5),可得到 l1 = 3, l2 = l4 = 2, l3 = 4,

l5 = l6 = 1. 利用式 (31), 经计算可得 k1 = 1, 3; k2 = 3; k3 = 1; k4 = 1; k5 = 3; k6 = 4. 因此, 所有的最

优标识反馈控制器为

u(k) = Kix(k), (32)

其中 K1 = δ4[1, 3, 1, 1, 3, 4], K2 = δ4[3, 3, 1, 1, 3, 4].

值得指出的是, 本文所有实例的数值演算皆是通过 MATLAB 的 STP 工具箱完成的. 关于 STP

数值计算的详细介绍见 http://lsc.amss.ac.cn/∼dcheng/stp/STP.zip.

5 结论与展望

本文研究了有界 Petri 网系统的平衡点稳定性和镇定性问题. 基于矩阵的半张量积方法, 分别给

出了有界 Petri 网系统的平衡点稳定性和镇定性的判别方法. 同时, 设计了最优标识反馈控制器的有

效算法. 几个实例验证了本文所得结果的可行性和有效性.

本文所建立的基于矩阵代数的框架只是相关工作的开始. 未来的工作将集中在如何利用本文所提

出的方法研究有界 Petri 网系统的集合稳定性、集合镇定性以及拓扑结构等问题上. 此外, 带有输出

的有界 Petri 网系统的镇定问题也是一个有趣的课题.
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Semi-tensor product of matrices approach to stability and
stabilization analysis of bounded Petri net systems
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Abstract In this paper, we investigate the problems of stability and stabilization for bounded Petri net systems

(BPNSs) by using the semi-tensor product (STP) of matrices. First, a new matrix equation, under the frame-

work of Boolean algebra, is established, and is based on our previous results presented on the marking evolution

equation of BPNSs. This equation made it possible to provide the necessary and sufficient condition for the equi-

librium point stability of BPNSs. Second, the problem associated with marking feedback stabilizability is solved

by introducing the concept and some properties of the marking pre-reachability set of BPNSs, respectively. By

resorting to these properties, the necessary and sufficient condition for equilibrium point stabilization is presented.

In addition, a design procedure is proposed to find all the optimal marking feedback controllers that implement

the minimal length trajectories from each marking to the equilibrium point. The proposed results, in this paper,

are based on the matrix form, thus the problems of verifying the stability and stabilization of BPNSs are expressed

in the matrix computation. This is very simple and straightforward work by means of the MATLAB toolbox of

the STP of matrices. The proposed results are of a very simple form and can conveniently be implemented on

a computer. Finally, several examples are presented to illustrate the validity and application of the proposed

approaches.

Keywords Petri nets, discrete event dynamic systems, semi-tensor product of matrices, equilibrium point, sta-

bility, stabilization
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