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摘要 本文研究了广义可能性计算树逻辑模型检测算法及其在系统验证中的应用, 特别是在非确

定性系统验证中的应用. 首先引入作为系统模型的广义可能性决策过程和描述系统属性的广义可能

性计算树逻辑, 然后给出基于广义可能性决策过程的广义可能性计算树逻辑模型检测算法. 该算法

最大的优点是利用决策过程中的调度,将模型检测问题转换为多项式时间内模糊矩阵的运算或模糊

矩阵不动点的计算.最后通过一个实例说明了广义可能性计算树逻辑模型检测在非确定性系统中的

应用.
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1 引言

模型检测 (model checking) [1, 2] 是一种重要的形式化验证方法,主要包括计算树逻辑 (computation

tree logic, CTL)模型检测,线性时态逻辑 (linear temporal logic, LTL)模型检测等. 由于模型检测过程

是自动完成的,已被应用到计算机软硬件系统、通信协议、安全协议等方面的分析与验证中,取得了令

人瞩目的成功.

模型检测的基本思想是用状态转换系统M 表示系统的模型,用时态逻辑公式 F 描述系统的性质,

这样检测一个系统是否满足一个规范就转换为验证 M |= F 是否成立的模型检测问题. 因此, 经典的

模型检测方法是一种定性的研究方法. 然而, 计算机系统正变得日益庞大和复杂, 很多实际的系统被

赋予量化行为特征. 例如, 多智能体系统 [3∼6] 具有复杂的动态结构及行为特征, 需要人为地增加量化

信息来刻画其动态行为特征. 为了处理具有量化信息的系统的验证问题, 定量的模型检测方法引起了

学术界和工业界的关注. 如 Hart等提出了基于概率测度的概率模型检测 [7, 8],用 Markov链或 Markov

决策过程描述系统的行为, 用概率计算树逻辑或概率线性时态逻辑描述系统的性质. Sultan 等提出了

概率多智能体模型检测 [9, 10]. Chechik 等研究了取值于有限 De Morgan 代数的多值 Kripke 结构上

的 CTL 和 LTL 的模型检测问题 [11,12]. 最近, Pan 等从任意模糊逻辑角度, 讨论了 CTL 模型检测问
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题 [13]. 另外, 他们也研究了取值于任意有限格的 CTL的模型检测问题 [14]. Li等将模糊理论中的可能

性测度与模型检测技术结合起来, 提出了基于可能性测度的模型检测技术 [15∼17]. 可能性模型检测技

术主要用于不完备信息的系统和非可加性系统的模型检测 [18∼22], 在可能性模型检测技术中, 常用可

能性 Kripke 结构 [15,16] 和广义可能性 Kripke 结构 [17] 来描述系统的模型, 其结构特征是状态转换关

系满足一定的可能性分布.换句话说,在可能性 Kripke结构和广义可能性 Kripke结构中,下一个状态

的选择是通过可能性选择, 而不是通过动作的非确定性选择.

在实际系统设计时, 经常会遇到所建模型的非确定性系统, 它的每个状态转换到其他状态有多种

可能性分布.例如具有不完备信息的分布式系统,由于此类系统包含分布式进程的交替动作,不能用广

义可能性 Kripke 结构完整地描述它们的行为. 为了解决这一问题, 本文引入广义可能性决策过程. 广

义可能性决策过程的结构特征是状态转换关系既有动作的非确定性选择, 又有可能性分布. 简单地说,

在广义可能性决策过程中, 一旦非确定的通过动作选定可能性分布, 下一个状态的选择与广义可能性

Kripke 一样, 也是通过可能性选择. 在广义可能性决策过程中, 用非确定性描述分布式系统的并发进

程的交替,可能性分布描述系统的不完备信息.因此,广义可能性决策过程非常适合作为具有不完备信

息的分布式系统的模型. 本文将研究这类系统的 CTL 模型检测问题.

本文是文献 [17] 研究工作的继续. 针对非确定性系统的验证问题, 首先给出描述此类系统模型的

广义可能性决策过程的定义, 然后给出广义可能性决策过程下广义计算树逻辑的语义, 最后研究广义

计算树逻辑的模型检测问题. 另外, 我们将本文所获得的研究结果应用到疾病诊断系统的验证.

与我们工作最相关的是 Markov 决策过程上的概率计算树逻辑 (probabilistic CTL, PCTL) [1] 模

型检测. 不同点有: (1) 时态逻辑的语法结构不同. PCTL 用概率算子 PJ(J ⊆ [0, 1]) 取代 CTL 的路

径全称量词 (∀)和路径存在量词 (∃), 而本文提出的 GPoCTL用可能性算子 GPo取代 CTL的路径全

称量词和路径存在量词. (2)语义模型不同. Markov决策过程的转移上的权重反映出事件出现的频率,

而广义可能性决策过程的转移上的权重反映出到达目标状态的可能性; 在 Markov 决策过程中, 从同

一状态出发的转移上的权重之和应该是 1, 而广义可能性决策过程没有这一约束条件; Markov 决策过

程上的标签函数是分明的, 而广义可能性决策过程上的标签函数可以是模糊的. (3) 模型检测算法实

现方式不同, PCTL模型检测采用迭代求线性方程来实现, 而 GPoCTL模型检测算法是利用模糊矩阵

的合成运算.

2 预备知识

为了叙述方便, 本文中用 N 表示自然数, I 表示指标集, c 表示补运算, 对 F ⊆ [0, 1], 集合 F 的最

小上界和最大下界分别用
∨
F 和

∧
F 表示. |X| 表示集合 X 中元素的个数.

定义1 ([18∼24]) 设 X 是一个非空集合, Ω 是以 X 中的一些子集为元素构成的集合. 称 Ω 为 σ-

代数, 如果它对可数并及取补集运算封闭。σ-代数 Ω上的可能性测度是一个映射 POS : Ω → [0, 1], 满

足如下条件:

(1) POS(∅) = 0;

(2) POS(X) = 1;

(3) 若 Ei ∈ Ω, i ∈ I, 则 POS(
∪

i∈I Ei) =
∨

i∈I POS (Ei).

如果只满足以上条件 (1) 和 (3), 则称 POS 为广义可能性测度. 注意到如果 POS 是幂集 2X 上的

广义可能性测度, 对于任意 A ⊆ X, 有 POS (A) =
∨

a∈A POS ({a}).
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定义2 ([17]) 一个广义可能性 Kripke 结构 (generalized possibilistic Kripke structure, GPKS) 是

一个五元组 M = (S, P, I,AP, L), 其中

(1) S 是一个可数非空状态集合;

(2) P : S × S → [0, 1] 是可能性转移分布, 对于任意状态 s, 存在状态 t, 使得 P (s, t) > 0;

(3) I : S → [0, 1] 是可能性初始分布且存在状态 s, 使得 I(s) > 0;

(4) AP 是一组原子命题集合;

(5) L : S ×AP → [0, 1] 是标签函数, L(s, a) 表示原子命题 a 在状态 s 上成立的真值.

对于 GPKS M , 其路径定义为无穷状态序列 π = s0s1s2 · · · ∈ Sω, 满足对于任意的 i, P (si, si+1)

> 0. 令 Paths (s) 和 Pathsfin (s) 分别表示 M 中从状态 s 出发所有的无穷路径和有穷路径的集合. 用

Paths (M)表示 M 中的所有无穷路径的集合, Pathsfin (M)表示 M 中所有形如 π̂ = s0s1 · · · sn 有穷路
径的集合.

3 广义可能性决策过程

本文提出类似于 Markov 决策过程的广义可能性决策过程作为非确定性系统的模型, 具体定义

如下.

定义3 广义可能性决策过程 (generalized possibilistic decision process, GPDP) 是一个六元组

M = (S,Act, P, I,AP, L), 其中

(1) S 是一个可数非空状态集合;

(2) Act 是动作的集合;

(3) P : S × Act × S → [0, 1] 是可能性转移分布, 对于任意状态 s ∈ S 和动作 α ∈ Act, 存在状态

t ∈ S, 使得 P (s, α, t) > 0;

(4) I : S → [0, 1] 是可能性初始分布, 存在状态 s 使得 I(s) > 0;

(5) AP 是一组原子命题集合；

(6) L : S ×AP → [0, 1] 是标签函数, L(s, a) 表示原子命题 a 在状态 s 上成立的真值.

若 |S|, |Act| 和 |AP| 都是有穷的, 称 M 为有穷的, 其中 P (s, α, t) 表示状态 s 在动作 α 的作用

下到达状态 t 的可能性. 如果存在一个状态 t ∈ S, 使得 P (s, α, t) > 0, 则称 α 在状态 s 上是可触发

的, Act(s) 表示状态 s 所有可触发动作集合. 若 P (s, α, t) > 0, 则称 t 是 s 后继. 后文用 Post(s, α) =

{t ∈ S |P (s, α, t) > 0} 表示状态 s 的所有 α 后继, 用 Pref(t) = {(s, α) ∈ S × Act|P (s, α, t) > 0} 表
示状态 t 的所有前驱. P (s, α, T ) 表示从 s 出发在 α 的作用下到 T 中状态的可能性, 即 P (s, α, T ) =∨

t∈T P (s, α, t).

对于 GPDP M = (S,Act, P, I,AP, L), 用序列 π = s0α0s1α1s2 · · · ∈ (S ×Act)
ω 表示 M 中的

无穷路径, Paths(s) 和 Pathsfin(s) 分别表示 M 中从状态 s 出发所有的无穷路径和有穷路径的集合.

Paths(M) 表示 M 中的所有无穷路径的集合. Pathsfin(M) 表示 M 中所有有穷路径的集合. 本文研究

的 GPDP 都是有穷的且对于任意 s ∈ S, Act(s) ̸= ∅．
注 2.1 有穷 GPKS 是有穷 GPDP 的一种特殊情形, 因为任意的有穷 GPKS 都可以看成状态上

只有一个可用动作的有穷 GPDP. 对任意 s, t ∈ S, α ∈ Act(s), a ∈ AP, 如果 P (s, a, t) = {0, 1} 且
L (s, a) = {0, 1} 时, 则有穷 GPDP 是经典的状态转换系统 [1].

注 2.2 在 GPDP M = (S,Act, P, I,AP, L) 中, 对于任意 α ∈ Act, 可能性分布函数 P : S ×
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α × S → [0, 1] 可以用模糊矩阵表示. 为方便起见, 记该模糊矩阵为 Pα, 即 Pα = (P (s, α, t))s,t∈S ,

也称为动作 α 对应的 M 的模糊转移矩阵. 用模糊矩阵 Pmax =
∨n

i=0 Pαi 表示 P : S × Act ×
S → [0, 1] 对应的最大可能性转移矩阵, 即 (Pmax (s, t))s,t∈S = (

∨
α∈Act(s) P (s, α, t))s,t∈S . 用模糊矩

阵 Pmin =
∧n

i=0 Pαi 表示 P : S × Act × S → [0, 1] 对应的最小可能性转移矩阵, 即 (Pmin (s, t))s,t∈S =

(
∧

α∈Act(s) P (s, α, t))s,t∈S . 由矩阵 Pmax 和矩阵 Pmin 可以分别构造 GPKS Mmax = (S, Pmax, I,AP, L)

和 GPKS Mmin = (S, Pmin, I,AP, L).

对模糊矩阵 Pmax,其转移矩阵闭包记为 P+
max. 当 S 为有限集,则 P+

max=Pmax

∨
P 2
max

∨
P 3
max

∨
· · ·∨

P
|S|
max, 其中 P k+1

max = P k
max ◦ Pmax, ◦ 表示模糊矩阵的取大取小复合运算. 对模糊矩阵 Pmax, 其自反

转移矩阵闭包 P ∗
max 定义为 P ∗

max = P 0
max

∨
P+
max, 其中 P 0

max 表示恒等矩阵. 对于 GPKS Mmax =

(S, Pmax, I,AP, L), 利用 P+
max 和 P ∗

max 可以得到两个 GPKS M+
max = (S, P+

max, I,AP, L) 和 M+
max =

(S, P+
max, I,AP, L). 对 GPKS Mmin = (S, Pmin, I,AP, L), 我们可以定义 P+

min 和 P ∗
min 并构造两个

GPKS M+
min =

(
S, P+

min, I,AP, L
)
和 M∗

min =
(
S, P+

min, I,AP, L
)
.

例 2.1 图 1 描述的是一个 4 个状态的 GPDPM = (S, P,Act, I,AP, L), 其中圆圈表示状态,

圆圈外的符号表示状态名, 圆圈内的符号表示原子命题在状态上的真值, 带标签的弧线表示转移, 有

输入箭头的圆圈是初始状态. 则 M 的状态空间 S = {S0, S1, S2, S3}, 动作集合 Act = {α, β}, 以
S0 → S1 → S2 → S3 的顺序分别给出下列模糊矩阵:

I =


1

0

0

0

 , Pα =


0 0 0.7 0

0.5 0 0 1

0 0 0.8 0

0 0 1 0.4

 , Pβ =


0 0.8 0.9 0.5

0 0 0 0

0 0 0 0

0.7 0 0 0

 ,

Pmax =


0 0.8 0.9 0.5

0.5 0 0 1

0 0 0.8 0

0.7 0 1 0.4

 , Pmin =


0 0.8 0.7 0.5

0.5 0 0 1

0 0 0.8 0

0.7 0 1 0.4

 .

图 2是以 Pmax 为转移矩阵的 4个状态的 GPKS,图 3是以 Pmin 为转移矩阵的 4个状态的 GPKS.

为了研究 GPDP 上的模型检测问题, 下文引入调度 (schedulers) 来解决模型中的非确定性问题.

定义4 设 M = (S,Act, P, I,AP, L) 是 GPDP, M 的调度定义为 Adv : S+ → Act 的函数, 对所有

s0s1 · · · sn ∈ S+, 使得 Adv (s0s1 · · · sn) ∈ Act (sn).

对所有的 i > 0, 若 αi = Adv (s0s1 · · · si−1), 则称路径 π = s0α1s1α2s2α3s3α4s4 · · · 为 M 的 Adv

路径, 用 PathsAdv (s)表示在调度 Adv作用下, 从 s出发的所有路径集, PathsAdv (M)和 PathsfinAdv (M)

分别表示在调度 Adv 作用下, 从 M 中的所有状态出发的路径集合和有穷路径的集合.

与 GPKS相比, GPDP具有动作的非确定性和可能性分布.因此,通过调度可以诱导出一个 GPKS

MAdv = (S, PAdv, I,AP, LAdv), 对 σ = s0s1 · · · sn, 有 PAdv (σ, σsn+1) = P (sn,Adv (σ) , sn+1), LAdv (σ)

= L (sn). 对 GPDP M 的 Adv 路径 LAdv (σ) = L (sn), 在 GPKS MAdv 有一条路径 πAdv = π̂0π̂1π̂2 · · ·
与之对应, 其中 π̂n = s0s1 · · · sn. 反之, 对 GPKS MAdv 中一条路径, 对任意的 I (s0) > 0 的状态 s0

有 π̂0=s0. 对 n > 0, GPDP M 中状态 sn 有 π̂n = π̂n−1sn, 使得 P (sn−1,Adv(π̂n−1), sn) > 0, 从而有

s0Adv(π̂0)s1Adv(π̂1)s2Adv(π̂2)s3Adv(π̂3)s4 · · · 是 M 的 Adv路径. 因此, GPDP M 中的路径与 GPKS
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图 1 4 状态的 GPDP

Figure 1 Four states GPDP

图 2 Pmax 为转移矩阵的 GPKS

Figure 2 GPKS with respect to Pmax
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图 3 Pmin 为转移矩阵的 GPKS

Figure 3 GPKS with respect to Pmin

MAdv 中的路径是一一对应的, 本文把 GPKS MAdv 的路径写成 GPDP M 的 Adv 路径.

下面给出 GPDP 在调度 Adv 下的柱集和广义可能性测度的定义．

定义5 给定一个 GPDP M = (S,Act, P, I,AP, L), 设 π̂ = s0α0s1α1s2 · · · sn−1αn−1sn ∈
PathsfinAdv (M), 则有穷路径 π̂ 的柱集定义为

Cyl(π̂) = {π ∈ PathsAdv (M )|π̂ ∈ Pref (π )}, (1)

其中 Pref (π) = {π′ ∈ PathsfinAdv (M) |π′ 是 π 的有穷前缀}.

定义6 设 M = (S,Act, P, I,AP, L) 是有穷的 GPDP, 定义 GPo : PathsAdv (M ) → [0, 1] 如下:

GPo(π) = I(s0)
∧ ∧

i>0

PAdv(si, αi, si+1), (2)

其中 π = s0α0s1α1s2 · · · ∈ PathsAdv (M ). 进一步,对 E ⊆ PathsAdv (M ),定义 GPo(E) =
∨
{GPo(π)|π

∈ E}, 从而得到函数
GPo : 2PathsAdv (M ) → [0, 1],

称为 Ω = 2PathsAdv (M ) 上的广义可能性测度．
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对于有穷的 GPDP M = (S,Act, P, I,AP, L), s ∈ S, αi ∈ Act, i > 0, 定义 rAdv : S → [0, 1] 为

rAdv(s) =
∨∧

i>0

PAdv(si, αi, si+1) |s1 = s, si ∈ S, αi ∈ Act

 , (3)

则 rAdv(s) 表示从状态 s 出发的 Adv 路径最大可能性. 下面给出 rAdv 的计算方法.

定理1 设 M = (S,Act, P, I,AP, L) 是有穷的 GPDP, 对任意 s ∈ S, 有

rAdv(s) =
∨
t∈S

(
P+
Adv(s, t)

∧
P+
Adv(t, t)

)
. (4)

证明 (1) 对任意的 s ∈ S,

rAdv(s) =
∨∧

i>0

PAdv(si, αi, si+1) |s0 = s, si ∈ S, αi ∈ Act

 .

由于 S, Act 是有穷的,
∧
运算不会产生新的元素, 我们知道集合∧

i>0

PAdv(si, αi, si+1) |si ∈ S, αi ∈ Act


是有穷的, 因此, 存在 Adv 路径 πAdv = sα0s1α1 · · · siαi, 使得

rAdv(s) = GPo(πAdv) = PAdv (s, α0, s1)
∧

PAdv (s1, αi, s2)
∧

· · · .

GPDP M 中的路径与 GPKS MAdv 中的路径是一一对应的, 对任意的状态 s ∈ S, Act(s) 是单点

集. 因此,

PAdv (s, α0, s1)
∧

PAdv (s1, αi, s2)
∧

· · · = PAdv (s, s1)
∧

PAdv (s1, s2)
∧

· · · .

由于 S,Act 是有穷的, 则存在 t ∈ S, i < j, 使得 si = sj = t, 从而得到

PAdv (s, s1)
∧

PAdv (s1, s2)
∧

· · ·

= PAdv (s, s1)
∧

· · ·
∧

PAdv (si−1, t)
∧(

PAdv (t, si+1)
∧

· · ·
∧

PAdv (t, sj+1)
)∧

· · ·

6 PAdv (s, s1)
∧

· · ·
∧

PAdv (si−1, t)
∧(

PAdv (t, si+1)
∧

· · ·
∧

PAdv (t, sj+1)
)

6 P+
Adv(s, t)

∧
P+
Adv(t, t).

因此,

rAdv (s) 6
∨{

P+
Adv(s, t)

∧
P+
Adv(t, t) |t ∈ S

}
.

(2) 对任意的 t ∈ S, 由 P+
Adv 的定义知存在 ss1 · · · si = t ∈ S 和 si+1 · · · si, 使得

P+
Adv (s, t) = PAdv(s, s1)

∧
· · ·

∧
PAdv (si−1, t) ,

P+
Adv (t, t) = PAdv(t, s1)

∧
· · ·

∧
PAdv (sj , t) .
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设 πAdv = s0α0s1α1 · · · si−1αi−1tαi(si+1 · · · sjαjt)
ω
, 则

P+
Adv (s, t)

∧
P+
Adv (t, t) = PAdv(s, s1)

∧
PAdv(s1, s2)

∧
· · · .

由此得到

P+
Adv (s, t)

∧
P+
Adv (t, t) 6 rAdv (s) ,

∨{
P+
Adv (s, t)

∧
P+
Adv (t, t) |t ∈ S

}
6 rAdv (s) .

综合 (1) 和 (2) 得 rAdv (s) =
∨{

P+
Adv (s, t)

∧
P+
Adv (t, t) |t ∈ S

}
.

用模糊矩阵计算形式为

rAdv = P+
Adv ◦DAdv, (5)

其中 DAdv =
(
P+
Adv (t, t)

)
t∈S

.

rAdv(s) 的计算复杂性主要取决于计算可能性转移闭包时间, 根据文献 [25] 中计算转移闭包较优

的算法, 我们知道其时间复杂度为 O
(
n2 log n

)
, 其中 n = |S|.

定理2 设 M = (S,Act, P, I,AP, L) 是有穷的 GPDP, 则 π̂ = s0α0s1α1 · · ·αn−1sn ∈ PathsfinAdv(M)

柱集的广义可能性测度为

GPo (Cyl(s0α0s1α1 · · ·αn−1sn)) = I(s0)
∧ n−1∧

i=0

PAdv (si, αi, si+1)
∧

rAdv (sn) , (6)

其中 GPo (Cyl(s0)) = I (s0)
∧
rAdv (s0).

证明 注意到

Cyl(s0α0s1α1 · · ·αn−1sn) =
∪

{πAdv ∈ PathsAdv(M) |s0α0s1α1 · · ·αn−1sn ∈ Pref(πAdv)} .

因此,

GPo (Cyl (s0α0s1α1 · · ·αn−1sn))

=
∨

{GPo (πAdv) |s0α0s1α1 · · ·αn−1sn ∈ Pref (πAdv)}

=
∨{

I (s0)
∧ ∧

i>0

PAdv (si, αi, si+1) |s0α0s1α1 · · ·αn−1sn ∈ Pref (πAdv) ,

sn+1, sn+2, · · · ∈ S, αn ∈ Act

}
=

{
I (s0)

∧ n−1∧
i=0

PAdv (si, αi, si+1)

}∧∨{∧
j>n

PAdv (sj , αj , sj+1) |sj ∈ S, αj ∈ Act

}

=

{
I (s0)

∧ n−1∧
i=0

PAdv (si, αi, si+1)

}∧
rAdv (sn) .

4 广义可能性计算树逻辑

本节引入文献 [17] 中的定量 GPoCTL 来描述有穷 GPDP 的性质. 不同的是, GPDP 下定义

GPoCTL 语义时不仅要考虑可能性分布, 且也要考虑调度. GPoCTL 由状态公式和路径公式构成. 下

面给出 GPoCTL 的语法和在 GPDP 上的语义解释.
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定义7 (GPoCTL 语法 [17]) 基于原子命题集合 AP 上的 GPoCTL 状态公式递归定义如下:

Φ ::= true |a |Φ1

∧
Φ2 |¬Φ |GPo (φ) ,

其中 a ∈ AP, φ 是 GPoCTL 的路径公式.

GPoCTL 路径公式递归定义如下:

φ ::= ⃝Φ |Φ1

∪
Φ2|Φ 1

∪6n
Φ2 |2Φ,

其中 Φ,Φ1,Φ2 是状态公式, ϕ 是路径公式.

定义8 (GPoCTL语义) 设M = (S,Act, P, I,AP, L)是 GPDP, a ∈ AP, s ∈ S,Φ1, Φ2 是 GPoCTL

的状态公式, ϕ 是 GPoCTL 的路径公式, 对状态公式 Φ, 其在 M 上的语义是 S 的模糊子集, 即 ∥Φ∥ :

S → [0, 1]. 归纳定义为对任意 s ∈ S,

∥true∥ (s) = 1, (7)

∥a∥ (s) = L (s, a) , (8)∥∥∥Φ1

∧
Φ2

∥∥∥ (s) = ∥Φ1∥ (s)
∧

∥Φ2∥ (s) , (9)

∥¬Φ∥ (s) = 1− ∥Φ∥ (s) , (10)

∥GPo (φ)∥ (s) = GPo (s |= φ ) . (11)

令 π = s0α0s1α1s2 · · · ∈ PathsAdv(M), i > 0, π [i] = si. 对路径公式 φ, 则 φ 在 M 上的语义是

∥φ∥ : PathsAdv(M) → [0, 1]. 归纳定义如下:

∥⃝Φ∥ (π) = PAdv (π [0] , α0, π [1])
∧

∥Φ∥ (π [1]) ,∥∥∥Φ1

∪
Φ2

∥∥∥ (π) = ∥Φ2∥ (π [0])
∨ ∨

j>0

(
∥Φ1∥ (π [0])

∧ ∧
k<j

PAdv (π [k − 1] , αk−1, π [k])

∧
∥Φ1∥ (π [k])

∧
PAdv (π [j − 1] , αj−1, π [j])

∧
∥Φ2∥ (π [j])

)
,∥∥∥∥Φ1

∪6n
Φ2

∥∥∥∥ (π) = ∥Φ2∥ (π [0])
∨ ∨

0<j6n

(
∥Φ1∥ (π [0])

∧ ∧
k<j

PAdv (π [k − 1] , αk−1, π [k])

∧
∥Φ1∥ (π [k])

∧
PAdv (π [j − 1] , αj−1, π [j])

∧
∥Φ2∥ (π [j])

)
,

∥2Φ∥ (π) =
∞∧
i=0

i−1∧
j=0

PAdv (π [j] , αj , π [j + 1])
∧

∥Φ∥ (π [i]) ,

∥♢Φ∥ (π) =
∞∨
i=0

i−1∧
j=0

PAdv (π [j] , αj , π [j + 1])
∧

∥Φ∥ (π [i]) .

GPo (s |= φ ) 表示从状态 s 出发, 在所有调度 Adv 下的所有满足公式 φ 路径的可能性. 定义

如下:

GPo (s |= φ ) =
∨

π∈PathsAdv(s)

(GPo (π)
∧

∥φ∥ (π)). (12)
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5 广义可能性计算树模型检测

GPDP上的 GPoCTL模型检测问题描述为:对于一个给定的 GPDPM , M 中的状态 s和 GPoCTL

公式 Φ, 计算 ∥Φ∥ (s)的值. 在所有调度 Adv下, 可以在 |Φ| 步递归计算出 ∥Φ∥ (s) 的值, 这里 |Φ| 表示
公式 Φ 的子公式数, 其递归定义如下:

如果 Φ ∈ AP
∪
{true}, 则 |Φ| = 1.

|Φ1

∧
Φ2| = |Φ1|+ |Φ2|+ 1.

|¬Φ| = |Φ|+ 1.

|GPo(⃝Φ)| = |2GPo(Φ)| = |Φ|+ 1.

|GPo(|Φ1

∪
Φ2)| =

∣∣∣GPo(|Φ1

∪6n
Φ2)

∣∣∣ = |Φ1|+ |Φ2|+ 1.

对于式 Φ = a ∈ AP, Φ=Φ1

∧
Φ2 和 Φ=¬Φ2, ∥Φ∥ (s) 可分别由式 (8)∼(10) 计算出. 而对于式

Φ = GPo(φ), ∥Φ∥ (s) = GPo(s |= φ ) =
∨

π∈PathsAdv(s)
(GPo (π)

∧
∥φ∥ (π)), 理论上必须计算出所有调度

Adv 下的 ∥Φ∥(s) 的值, 然后再算出状态 s 满足公式 Φ 的最大可能性和最小可能性. 在本节 GPoCTL

模型检测算法中, 我们给出了一种直接用模糊矩阵之间的运算来计算状态 s 满足公式 Φ 的最大可能

性和最小可能性的算法. 用 ∥Φ∥max (s) 和 ∥Φ∥min (s) 分别表示状态 s 满足公式 Φ 的最大可能性和

最小可能性. 下面分别给出路径公式 φ = ⃝Φ, φ = Φ1

∪
Φ2, φ = Φ1

∪6n
Φ2 和 φ = Φ 分别对应的

∥Φ∥max (s) 和 ∥Φ∥min (s) 的情况.

(1) 对于 φ = ⃝Φ, 最大值 ∥⃝Φ∥max (s) 和最小值 ∥⃝Φ∥min (s) 计算过程分别如下:

∥GPo(⃝Φ)∥max (s)

= GPomax (s |= ⃝Φ)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmax(s)

GPomax(π)
∧

∥⃝Φ∥ (π)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmax(s)

∨
α0∈Act(s)

P (s, α, s1)
∧ ∨

α1∈Act(s1)

P (s1, α, s2)
∧

· · ·
∧

∨
α0∈Act(s)

P (s, α, s1)
∧

∥Φ∥ (s1)

=
∨

πmax=s0α0s1α1s2···∈Pathsmax(s)

Pmax (s, s1)
∧

Pmax (s1, s2)
∧

· · ·
∧

Pmax (s, s1)
∧

∥Φ∥ (s1)

=
∨

s1∈S

Pmax (s, s1)
∧

∥Φ∥ (s1)
∧ ∨

s2,s3,...∈S

(
Pmax (s1, s2)

∧
Pmax (s2, s3)

∧
· · ·

)
=

∨
s1∈S

Pmax (s, s1)
∧

∥Φ∥ (s1)
∧

rmax (s1) .

对状态公式 Φ, DΦ 表示 |S| × |S| 的模糊对角线矩阵, 当 s = t 时, D (s, t) = ∥Φ∥ (s), 否则
D (s, t) = 0, GPomax(⃝Φ) 的矩阵计算形式为

GPomax(s |= ⃝Φ)s∈S = Pmax ◦DΦ ◦ rmax, (13)

其中模糊矩阵 Pmax 表示在所有调度 Adv 下的 GPDP 对应的最大转移矩阵, rAdv 表示以模糊矩阵

Pmax 为转移矩阵的 GPKS 中状态 s 出发的最大可能性.

∥GPo(⃝Φ)∥min (s)
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= GPomin (s |= ⃝Φ)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmin(s)

GPomin(π)
∧

∥⃝Φ∥ (π)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmin(s)

∧
α0∈Act(s)

P (s, α, s1)
∧ ∧

α1∈Act(s1)

P (s1, α, s2)
∧

· · ·
∧

∧
α0∈Act(s)

P (s, α, s1)
∧

∥Φ∥ (s1)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmin(s)

Pmin (s, s1)
∧

Pmin (s1, s2)
∧

· · ·
∧

Pmin (s, s1)
∧

∥Φ∥ (s1)

=
∨

s1∈S

Pmin (s, s1)
∧

∥Φ∥ (s1)
∧ ∨

s2,s3,...∈S

(
Pmin (s1, s2)

∧
Pmin (s2, s3)

∧
· · ·

)
=

∨
s1∈S

Pmin (s, s1)
∧

∥Φ∥ (s1)
∧

rmin (s1) .

GPomin(⃝Φ) 的矩阵计算形式为

GPomin(s |= ⃝Φ)s∈S = Pmin ◦DΦ ◦ rmin, (14)

其中模糊矩阵 Pmin 表示在所有调度 Adv 下的 GPDP 对应的最小转移矩阵, rAdv 表示以模糊矩阵

Pmin 为转移矩阵的 GPKS 中状态 s 出发的最大可能性.

(2) 对于 φ = Φ1

∪6n
Φ2, 最大值

∥∥∥GPo(Φ1

∪6n
Φ2)

∥∥∥
max

(s) 和最小值
∥∥∥GPo(Φ1

∪6n
Φ2)

∥∥∥
min

(s) 计

算过程如下:∥∥∥∥GPo(Φ1

∪6n
Φ2)

∥∥∥∥
max

(s)

= GPomax

(
s |= Φ1

∪6n
Φ2

)
=

∨
π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmax(s)

∨
α0∈Act(s)

P (s, α0, s1)
∧ ∨

α1∈Act(s1)

P (s1, α1, s2)
∧

· · ·
∧

∥Φ2∥ (s1)
∨

∨
0<j6n

{
∥Φ1∥ (s)

∧ ∧
k<j

 ∨
αk−1∈Act(sk−1)

P (sk−1, αk−1, sk)
∧

∥Φ1∥ (sk)

∧
∨

αj−1∈Act(sj−1)

P (sj−1, αj−1, sj)
∧

∥Φ2∥ (sj)

}

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmax(s)

Pmax (s, s1)
∧

Pmax (s1, s2)
∧

· · ·
∧

∥Φ2∥ (s)
∨

∨
0<j6n

∥Φ1∥ (s)
∧ ∧

k<j

(
Pmax (sk−1, sk)

∧
∥Φ1∥ (sk)

)∧
Pmax (sj−1, sj)

∧
∥Φ2∥ (sj)


= ∥Φ2∥ (s)

∧
rmax (s)

∨
∨

0<j6n

∥Φ1∥ (s)
∧ ∧

k<j

Pmax (sk−1, sk)
∧

∥Φ1∥ (sk)
∧

Pmax (sj−1, sj)
∧

∥Φ2∥ (sj)
∧

rmax (sj)


1600
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=

{
n∨

i=0

(DΦ1 ◦ Pmax)
i ◦DΦ2 ◦ rmax

}
(s) .

对任意的 n > |S|, 有
∨n

i=0 (DΦ1 ◦ Pmax)
i
= (DΦ1 ◦ Pmax)

∗
, 则可得到 GPomax(Φ1

∪6n
Φ2) 的矩阵

计算形式为

GPomax

(
s |= Φ1

∪6n
Φ2

)
s∈S

= (DΦ1 ◦ Pmax)
∗ ◦DΦ2 ◦ rmax. (15)

∥∥∥∥GPo(Φ1

∪6n
Φ2)

∥∥∥∥
min

(s)

= GPomin

(
s |= Φ1

∪6n
Φ2

)
=

∨
π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmax(s)

∧
α0∈Act(s)

P (s, α0, s1)
∧ ∧

α1∈Act(s1)

P (s1, α1, s2)
∧

· · ·
∧

∥Φ2∥ (s1)
∨

∨
0<j6n

{
∥Φ1∥ (s)

∧ ∧
k<j

 ∧
αk−1∈Act(sk−1)

P (sk−1, αk−1, sk)
∧

∥Φ1∥ (sk)

∧
∧

αj−1∈Act(sj−1)

P (sj−1, αj−1, sj)
∧

∥Φ2∥ (sj)

}

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmin(s)

Pmin (s, s1)
∧

Pmin (s1, s2)
∧

· · ·
∧

∥Φ2∥ (s)
∨

∨
0<j6n

∥Φ1∥ (s)
∧ ∧

k<j

(
Pmin (sk−1, sk)

∧
∥Φ1∥ (sk)

)∧
Pmin (sj−1, sj)

∧
∥Φ2∥ (sj)


= ∥Φ2∥ (s)

∧
rmin (s)

∨
∨

0<j6n

∥Φ1∥ (s)
∧ ∧

k<j

Pmin (sk−1, sk)
∧

∥Φ1∥ (sk)
∧

Pmin (sj−1, sj)
∧

∥Φ2∥ (sj)
∧

rmin (sj)


=

{
n∨

i=0

(DΦ1 ◦ Pmin)
i ◦DΦ2 ◦ rmin

}
(s) .

对任意的 n > |S|, 有
∨n

i=0 (DΦ1 ◦ Pmin)
i
= (DΦ1 ◦ Pmin)

∗
, 则可得到 GPomin(Φ1

∪6n
Φ2) 的矩阵计

算形式为

GPomin

(
s |= Φ1

∪6n
Φ2

)
s∈S

= (DΦ1 ◦ Pmin)
∗ ◦DΦ2 ◦ rmin. (16)

(3) 对任意状态 s, 由 Φ1

∪
Φ2 = limn→∞ Φ1

∪6n
Φ2 得 GPo(s |= Φ1

∪
Φ2) = limn→∞ ∥GPo(Φ1

∪6n

Φ2)∥ (s), 从而得到最大值 ∥GPomax(Φ1

∪
Φ2)∥ (s) 和最小值 ∥GPomin(Φ1

∪
Φ2)∥ (s) 的矩阵计算公式为(∥∥∥GPomax(Φ1

∪
Φ2)

∥∥∥ (s))
s∈S

= (DΦ1 ◦ Pmax)
∗ ◦DΦ2 ◦ rmax, (17)(∥∥∥GPomin(Φ1

∪
Φ2)

∥∥∥ (s))
s∈S

= (DΦ1 ◦ Pmin)
∗ ◦DΦ2 ◦ rmin. (18)

(4) 对于 φ = 2Φ, 最大值 GPomax (s |= 2 Φ) 和最小值 GPomin (s |= 2 Φ) 计算过程如下:

GPomax (s |= 2 Φ)
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=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmax(s)

GPo (π)
∧

∥2Φ∥ (π)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmax(s)

∞∧
j=0

 ∨
αj∈Act(sj)

P (sj , αj , sj+1)


∞∧
j=0

∥Φ∥ (sj)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmax(s)

∞∧
j=0

Pmax (sj , sj+1)
∞∧
j=0

∥Φ∥ (sj) ,

GPomin (s |= 2 Φ)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmin(s)

GPo (π)
∧

∥2Φ∥ (π)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmin(s)

∞∧
j=0

 ∧
αj∈Act(sj)

P (sj , αj , sj+1)


∞∧
j=0

∥Φ∥ (sj)

=
∨

π=s0α0s1α1s2···∈Pathsmin(s)

∞∧
j=0

Pmin (sj , sj+1)

∞∧
j=0

∥Φ∥ (sj) .

与前面的公式不同,公式 GPo (2Φ)不能用模糊矩阵的形式来计算,由模糊矩阵 Pmax 和模糊矩阵

Pmin 可以构造两个 GPKS, 故采用不动点算法 (算法 1) 来计算.

算法 1 最大不动点算法

Require: 函数 f (Z) = ∥Φ∥
∧
∥GPo(⃝Z)∥, 其中 ∥GPo(⃝Z)∥ = PAdv ◦DZ ◦ rAdv;

Ensure: f 的最大不动点;

Procedure Fixpoint (f, x)

x′ ← f (x)

While x ̸= x′ do

x← x′

x′ ← f (x)

End while

Return x

End procedure

引理1 ([17]) 对有穷的 GPKS MAdv = (S, PAdv, I,AP, L) 和任意的 GPoCTL 公式 Φ, 定义函数

f (Z) = ∥Φ∥
∧
∥GPo(⃝Z)∥,其中 ∥GPo(⃝Z)∥ = PAdv◦DZ◦rAdv,函数 f 有最大不动点且为 ∥GPo (Φ)∥.

设M = (S, P, I,AP, L)是有穷的 GPDP,对任意的 s ∈ S, Adv是 ∥Φ∥max (s)和 ∥Φ∥min (s)对应的

所有调度. 当计算 ∥Φ∥max (s) 时 PAdv = Pmax, rAdv = rmax, 当计算 ∥Φ∥min (s) 时 PAdv = Pmin, rAdv =

rmin. rAdv = P+
Adv◦DAdv, DAdv = (P+

Adv(s, s))s∈S , P
+
Adv = P 1

Adv

∨
P 2
Adv

∨
· · ·P |S|

Adv, P
∗
Adv = P 0

Adv

∨
P+
Adv,

P 0
Adv 是 |S| × |S| 的单位矩阵, DΦ = diag(∥Φ∥(s))s∈S , 根据式 (7)∼(18), 给出具体的 GPoCTL 模型检

测算法 (算法 2).

在 GPoCTL 模型检测算法中, 公式 Φ = a ∈ AP, Φ=Φ1

∧
Φ2 和 Φ=¬Φ2, 计算 ∥Φ∥ (s) 的时间只

与 GPDP M 的大小和公式 Φ 的长度有关. 而计算公式 Φ = GPo(φ) 的时间主要取决于 PAdv 的转

移矩阵闭包 P+
Adv 时间和计算不动点的时间. 我们采用文献 [25] 的算法来计算 P+

Adv, 其时间复杂度

为 O
(
n2 logn

)
, 其中 n = |S|. 对于不动点 f(ZΦ) = ∥Φ∥

∧
GPo(⃝Z) 计算时间, 正好是从状态 s 出发
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算法 2 GPoCTL 模型检测算法

Require: GPDP M 和 GPoCTL 公式 Φ;

Ensure: 对 M 中任意的状态 s, ∥Φ∥Adv (s) 的值

Procedure procedure GPoCTLCheck(Φ)

Case Φ

true return(1)s∈S

a ∈ AP return (∥a∥ (s))s∈S

¬Φ return (1− ∥Φ∥ (s))s∈S

Φ1
∧

Φ2 return(∥Φ1∥ (s)
∧
∥Φ2∥ (s))s∈S

GPo (OΦ) return PAdv ◦DΦ ◦ rAdv

GPo
(
Φ1

∪6nΦ2

)
return

∨n
i=0

(
DΦ1 ◦ PAdv

)i ◦DΦ2 ◦ rAdv

GPo (Φ1
∪

Φ2) return
(
DΦ1 ◦ PAdv

)∗ ◦DΦ2 ◦ rAdv

GPo (♢Φ) return (PAdv)
∗ ◦Dϕ2

◦ rAdv

GPo (2Φ) return Fixpoint
(
(1)s∈S , fΦ

)
End case

End procedure

长度为 n 的所有有穷路径 π̂ 满足公式 Φ 的最小上界. 由于状态空间 S 有穷, 则对于任意长度大于

|S|+ 1 的路径 π̂′, 其值大于 π̂ 满足公式 Φ 的值. 由此得到不动点迭代计算 |S|+ 1 次后收敛. 又因为

计算不动点只是模糊矩阵的合成运算,一个迭代计算时间为 O(|S|2),从而得计算不动点算法时间复杂
度为 O(|S|3). 综上所述, 我们通过定理 3 给出 GPoCTL 模型检测算法的时间复杂度.

定理3 (GPoCTL模型检测算法的时间复杂度) 给定一个有穷的 GPDP M = (S,Act, P, I,AP, L)

和一个 GPoCTL公式 Φ, M |= Φ的时间复杂度为 O(size(M) · poly(S) · |Φ|),其中 size(M)是模型的大

小, poly(n) 是 n 的多项式函数, |Φ| 是公式的长度.

6 实例应用

我们采用类似于文献 [26∼30] 中病人治疗的专家系统来说明 GPoCTL 模型检测技术的应用. 假

设存在一种新的细菌感染疾病, 医生对此类疾病没有足够的理论知识来制定治疗方案, 只能凭借自己

的经验来确定治疗方案. 我们用 GPDP M = (S,Act, P, I,AP, L) 对病人治疗过程进行建模.

为方便起见, 假设医生将病人的健康状况分为 “差”、“一般” 和 “好” 3 种状态, 分别用 S0, S1, S2

表示, 即 S = {S0, S1, S2}. 为了对状态进行标记, 设 AP = {P,G,E}, 其中 P , G 和 E 分别表示某种状

态时病人身体健康状况为 “差”、“一般” 和 “好”. 针对病人的这 3 种健康状况, 不同的医生理解不同.

因此, 我们给他们赋一个模糊值, 表示身体健康状况的程度. 例如 L(S2, E) = 0.9 表示在状态 S2 上健

康状况为 “好” 的程度是 0.9. 设 Act = {α, β, γ}, 表示医生采用 α, β, γ 3 种不同的治疗方案对病人进

行治疗. 用 P (S0, α, S1) = 0.3 表示医生采用 α 方案对病人治疗后, 病人的健康状况从状态 S0 到状态

S1 的可能性为 0.3. 为了使图形简洁, 图中的每条边对应着 α, β, γ 的 3 个可能性转移, 具体的 GPDP

M 如图 4 所示.

我们得出初始分布 I, α, β, γ 对应的转移矩阵 Pα, Pβ , Pγ . P,G,E 在状态 S0, S1, S2 对应的真值矩

阵 PP , PG, PE 分别为
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图 4 病人治疗过程 MPDP 模型 M

Figure 4 Treatment process of the patients modeled by MPDP M

I =


1

0

0

 , Pα =


0.8 0.8 0.1

0.3 0.9 0.8

0.3 0.7 0.3

 , Pβ =


0.5 0.6 0.1

0.5 0.5 0.4

0.1 0.8 1

 , Pγ =


0.3 0.2 0.3

0.2 0.7 0.9

0.2 0.8 0.8

 ,

PP =


0.85 0 0

0 0.4 0

0 0 0

 , PG =


0.3 0 0

0 0.95 0

0 0 1

 , PE =


0 0 0

0 0.6 0

0 0 0.9

 .

根据上面的矩阵, 计算出矩阵 Pmax, Pmin, P
∗
max, P

∗
min 为

Pmax =


0.8 0.8 0.3

0.5 0.9 0.9

0.3 0.8 1

 , Pmin =


0.3 0.2 0.1

0.2 0.5 0.4

0.1 0.3 0.7

 , P ∗
max =


0.8 0.8 0.8

0.5 0.9 0.9

0.5 0.8 1

 , P ∗
min =


0.3 0.2 0.1

0.2 0.5 0.4

0.2 0.3 0.7

 .

根据算法 2, 计算出表 1 中状态 S0, S1, S2 满足公式 Φ 的可能性. 对表 1 中的结果说明:

(1) ∥GPo(⃝E)∥max(S0) = 0.6, ∥GPo(⃝E)∥min(S0) = 0.2 说明在状态 S0, 医生采用 3 种治疗方案

治疗一次后病人健康状况为 “好” 的最大可能性为 0.6, 最小可能性为 0.2.

(2) ∥GPo(P
∪
E)∥max(S0) = 0.6, ∥GPo(P

∪
E)∥min(S0) = 0.6 说明在状态 S0 病人的健康状况为

“差”, 医生采用 3 种治疗方案经过多次治疗后, 病人的健康状况为 “好” 的最大可能性为 0.6, 最小可

能性为 0.6.

(3) ∥GPo(♢E)∥max(S0) = 0.8, ∥GPo(♢E)∥min(S0) = 0.6 说明从状态 S0 开始, 医生采用 3 种治疗

方案经过多次治疗后, 病人的健康状况最终为 “好” 的最大可能性为 0.8, 最小可能性为 0.6.

(4) ∥GPo(�E)∥max(S0) = 0, ∥GPo(�E)∥min(S0) = 0说明从状态 S0 开始,医生采用 3种治疗方案

开始治疗, 病人的健康状况总是为 “好” 的最大可能性为 0, 最小可能性为 0.
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表 1 s |= Φ 的可能性

Table 1 The possibility of s |= Φ

Number FormulaΦ ∥Φ∥max(s) ∥Φ∥min(s)

1 GPo(⃝E) {0.6, 0.9, 0.9} {0.2, 0.5, 0.7}

2 GPo(P
∪

E) {0.6, 0.6, 0.9} {0.6, 0.5, 0.7}

3 GPo(♢E) {0.8, 0.9, 0.9} {0.6, 0.5, 0.7}

4 GPo(�E) {0, 0.6, 0.9} {0, 0.4, 0.7}

7 结论

为了解决非确定性系统的正确性验证问题, 本文研究了基于决策过程的 GPoCTL 模型检测问题.

首先给出了描述非确定性系统行为的 GPDP 的定义, 并在 GPDP 下定义了 GPoCTL 的语义. 然后提

出了 GPoCTL 的模型检测算法. 进一步通过实例说明了 GPoCTL 的模型检测算法的应用. 本文只研

究了定量的 GPoCTL 模型检测算法, 未来将继续研究 GPoCTL 的表达能力, 同时研究在 GPDP 下

LTL 模型检测问题.
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Model checking generalized possibilistic computation tree logic
based on decision processes

Zhanyou MA1,2 & Yongming LI1*

1 College of Computer Science, Shaanxi Normal University, Xi’an 710119, China;

2 College of Computer Science and Engineering, Beifang University of Nationalities, Yinchuan 750021, China

*E-mail: liyongm@snnu.edu.cn

Abstract We study model-checking generalized possibilistic computation tree logic (GPoCTL) and its applica-

tion in system verification, in particular, nondeterministic systems. Firstly, we introduce generalized possibilistic

decision-making processes (GPDP) as system models and GPoCTL formulae under GPDP to describe the prop-

erties of the system. Then, we provide a model-checking algorithm for GPoCTL. The main advantage of the

algorithm is that it can use scheduling in the decision making processes to convert the model-checking problem

into operations of the fuzzy matrix or fixed point of fuzzy matrix functions, which need polynomial time. Finally,

an example is given to illustrate the application of the model-checking generalized possibilistic computation tree

logic in verification of a nondeterministic system.

Keywords nondeterministic system, generalized possibilistic decision process, scheduler, generalized possibilis-

tic computation tree logic, model checking
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