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摘要 矩方法既是一种通过约简动理学方程获得宏观流体方程组的建模手段,又是求解动理学方程

本身的数值方法,近年来发展迅速、应用广泛.本文从模型、数值方法和应用 3个方面回顾和总结了

动理学中矩方法的研究进展.首先讨论了矩方法的不足并总结了为弥补这些不足而提出的修正方法,

特别是介绍了其中广为关注的正则化方法和全局双曲正则化矩方法;然后探讨了各种求解矩方法的

数值方法, 并重点介绍了针对于任意阶矩方程组的数值正则化方法. 此外文章还回顾了矩方法在稀

薄流体、微流、电子输运、等离子体和密度泛函等领域的应用,并展望了矩方法的进一步发展方向.

关键词 气体动理学 矩方法 双曲性 正则化 模型约简 数值模拟 应用

1 引言

随着当今科技的逐步发展, 数值计算被越来越多地应用于各项高科技领域以节省实验成本; 而在

此同时, 人们对数学建模以及数值计算的精准度要求也日渐提高. 在这一背景下, 曾被广泛应用的基

于集群行为 (collective behavior) 的数学模型的精度在一些情形下已无法满足实际的需求; 与此同时,

在大多数具有一定规模的问题中, 现有的计算能力又无法对所有个体行为 (individual behavior) 进行

完全的模拟. 因此, 介于二者之间的基于个体行为概率描述的模型则成为平衡模型精度与数值计算量

的一种可能的选择. 以下我们将从描述气体状态的角度切入, 逐步呈现该类数学模型的基本形式, 并

引出矩方法在其中的发展历程.

1.1 Boltzmann 方程与动理学

对于气体状态的描述, 经典的数学模型主要包括 Euler 方程组、Navier-Stokes 方程组等. 这些数

学模型基于连续介质模型假设, 直接对气体的密度、速度、温度等进行建模而得到, 而这些物理量事

实上是大量微小气体分子的运动所呈现出来的平均量或宏观量,它们并未给出单个气体分子的具体行
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为. 因而这类模型可认为是基于集群行为的模型. 然而在航天航空及微尺度流领域中, 由于气体较为

稀薄 (相对于我们所考虑问题的尺度), 连续介质模型假设不再成立, 这类模型给出的气体状态常常与

实际有较大的偏离. 而对分子的位置和速度直接进行模拟的分子动力学模型却又由于计算量过大而无

法付诸应用. 因而, 如前文所述, 一个折衷的模型即是一个基于 “分布函数” 的模型. 具体而言, 分布

函数定义为一个值非负的函数 f(t,x, ξ), 其中 t 为时间, x ∈ R3 为空间坐标, ξ ∈ R3 为气体分子的运

动速度. 取位置 – 速度空间中的一个小微元 [x,x+ dx]× [ξ, ξ + dξ], 那么 f(t,x, ξ) dxdξ 则表示时刻

t 位置处于空间微元 [x,x+ dx] 内且运动速度恰好落在速度微元 [ξ, ξ + dξ] 中的分子数目. 这一函数

的引入将气体分子的运动状态 (位置和速度) 作为参变量, 用统计物理的方式描述了分子在所有可能

的运动状态中的分布情况, 这样既使得气体状态得到了更详尽的描述, 又无需在数值模拟中具体考虑

每个分子. 在这一框架下讨论气体状态的相关理论通常归入气体动理学领域. 分布函数的控制方程为

德国数学家 Boltzmann 所提出, 其形式如下:

∂f

∂t
+ ξ · ∇xf = Q(f, f). (1)

这一方程主要描述了气体分子的两种物理过程: 方程左端描述的是气体分子依自身速度在空间中的输

运过程; 而方程右端为一双线性算子,用来描述分子之间的相互作用. 在 Boltzmann方程中,分子间的

相互作用以碰撞描述, 而在各种碰撞中, 仅考虑出现概率最多的两体碰撞, 因而右端项最终呈现一二

次形式. 这一方程解的正则性理论曾被广泛研究, 相关结果参见 (但不限于) 文献 [1, 2].

由 Boltzmann 方程的形式可见, 这一模型的原理并不复杂, 仅由微观粒子自身的运动和互相之间

的作用构成. 因而动理学原理亦被广泛地应用于其他领域之中. 例如,当微观粒子为电子和正离子, 且

其相互作用以它们所形成的自洽电场与磁场来描述时, 我们可得到用于描述等离子体的 Vlasov 方程

组; 当微观粒子为光子或声子时, 亦可得到相应的输运方程. 此外, 这些 “粒子” 还可认为是行人、车

辆甚至行星, 以用于描述行人流、交通流以及天体运动中的整体行为 [3∼5]. 所得的这些模型虽各不相

同,但都与 Boltzmann方程有着类似的形式,主要区别在于右端描述 “粒子”相互作用的建模方式. 下

文中亦将看到, 由于这一相似性, 矩方法在众多动理学领域中都具有应用前景.

1.2 矩方法

如上所述, 对于 Boltzmann 方程, 求解分布函数所产生的计算量已经远小于分子动力学模拟的计

算量, 但分布函数本身仍为一七维函数, 若要直接进行求解, 其计算量也仍然十分骇人. 因而在早期,

有许多学者希望基于 Boltzmann 方程推导较为简单但精度高于 Navier-Stokes 方程组的流体模型. 其

中一项代表性工作即为由 Grad 所提出的矩方法 [6, 7] (后称 Grad 矩方法). 这一方法所推导得到的模

型中,最著名的是包含 13个方程的 Grad 13矩模型. 然而这一方法自提出后数年, Grad便发现了该模

型在求解激波结构时无法得到光滑解这一缺陷 [8], 这使得 Grad 对此方法不再进行深入地研究, 也因

此在大约 40 年的时间内, 矩方法建模的进展较为缓慢, 这其间的工作主要包括 Grad 方法在多原子、

相对论等其他情形下的推广, 如文献 [9∼14] 等. 即便如此, 在这段时期, Grad 矩方法也被大量运用于

各类流体行为的分析中, 如文献 [15∼17] 等.

但是随着对 Grad 矩方法的深入研究, 其缺陷也逐渐暴露出来. 其中对矩方法的应用影响较大的

主要是矩方法的双曲性问题. 在文献 [18] 中, Grad 矩方程组在可降至一维情形下的双曲区域被画出,

由此可见其仅在平衡态附近的一小片区域内满足双曲性; 而文献 [19] 则进一步指出, 在完整的三维方

程组中, 平衡态附近的小扰动都有可能使双曲性不复存在. 自 20 世纪 80 年代始, 矩方法建模开始逐

渐有了新的思路, 学者们从不同的角度考虑对 Grad 矩方法的改进, 并有了许多重要的进展. 在 80 年
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代初, Eu 将热力学方法引入到矩方法的建模中 [20, 21], 提出了修正矩方法 (modified moment method),

提高了在矩方法中 “熵” 这一概念的地位. 更进一步的工作由 Dreyer 在文献 [22] 中给出, 考虑了在一

般的矩约束下, 熵极大的分布函数的形式及其与 Grad 矩方法的关系. 基于这种分布函数的方法后来

被称为 “极大熵方法”, 而这一方法为人所熟知则始于文献 [23], 其中对该类矩方法的数学性质进行了

详尽的研究. 然而在大多数情形下, 这一方法无法给出具有显式数学表达式的数学模型, 因而对该类

模型的直接应用仍在探索之中 [24∼27]. 由于该类模型的许多优秀性质, 近年来亦有许多学者尝试对该

类模型进行近似, 如文献 [28∼32] 等.

对 Grad 矩方法的另一重要改进是对矩方法的正则化. 一般认为正则化矩方法首先由两位德国学

者 Struchtrup 及 Torrilhon 于 2003 年在文献 [33] 中提出, 但事实上在前一作者所著文献 [34] 中已指

出, 该建模思路事实上在 1958 年已由 Grad 在文献 [7] 中提出. 然而这一正则化模型在文献 [7] 中所

占篇幅比例极小, 且 Grad 本人亦未给予重视, 因而该模型 (通常称为 R13 矩模型) 的具体研究在 40

多年后方见于文献 [33, 35] 等. 正则化矩方法对 Grad 矩方法的改进类似于 Navier-Stokes 方程组对于

Euler 方程组的改进, 它利用渐近分析的方法给出了高阶矩与低阶矩之间的本构关系, 从而使流体方

程组得到封闭. 最终方程组所呈现出来的形式中含有二阶导数项,因此与正则化之前的矩方程组相比,

其解具有更好的正则性, 从而能够有效去除 Grad 矩方法中出现的非物理的 “子激波” 现象. 该模型

最初只针对 Maxwell 气体, 而后被进一步推广到更一般的分子模型以及多原子气体、混合气体等情形

中 [36∼39]. 此外亦不乏对其他矩数情形下正则化矩方程组的探索和尝试 [40∼42]. 相较于基于熵的矩方

法, 这一系列方案均能为矩方程组提供显式的表达式, 因而更加适合于数值计算.

以上两类对 Grad 矩方法的改进主要针对于矩数不多的情形. 从现有的为数不多的结果上看, 基

于熵的模型能够获得对真实物理较好的近似 [26], 但由于 “Junk 空间” 的存在 [43], 方程组具有解的定

义域非凸、特征速度可任意大等性质, 在一些情形下解的定义仍有疑问, 数值计算的效率也并不高, 而

对其近似所得的模型则仍有待进一步的检验. 对于正则化矩方程组, 目前已有较多的数值结果. 对于

某些问题, 该模型确实表现出了其优越性, 尤其在对某些非平衡流体现象的定性描述上 [35,44,45]. 从这

些文献的数值结果上亦可看出, 从定量角度看, 正则化矩方程组的解与实验结果或对 Boltzmann 直接

模拟所得的结果仍有一定差距, 尤其是当流体较为稀薄的时候. 这也使得小矩数正则化矩方程组的应

用仍有相当大的局限性. 而计算机技术的高速发展事实上已经使得我们有可能对大矩数情形下的矩方

程组进行数值模拟, 因而这也成为近年来矩方法发展的一个新方向.

由于矩方程组本身的复杂性, 在 20世纪及 21世纪初,对大矩数情形下矩方程组的研究十分有限,

主要集中于对一些模型问题和方程性质的讨论 [46∼49]. 而真正对大矩数方程组的数值求解则始于文

献 [50],由此,矩方法以一个 Boltzmann方程离散系统的面貌呈现出来,新的数值方法和传统的建模手

段相结合, 开辟了矩方法的一个全新的研究思路. 由于该思路实现了新旧研究方法的统一, 我们将以

此为切入点, 对矩方法的建模、数值及应用等方面展开回顾.

2 动理学中矩方法的发展

正如第 1 节所述, 直接求解 Boltzmann 方程困难重重, 矩方法作为一种从动理学方程推导宏观流

体力学方程组的方法引起众多科研工作者的重视. 动理学中的矩方法自从 Grad [6] 于 1949 年提出以

来受到广泛重视. 但是由于 Grad 矩方法自身的一些不足, 包括在求解激波结构时无法得到光滑解和

双曲性的缺失, 在理论分析和实际计算中举步维艰. 本节首先简述 Grad 矩方程组的推导和 Grad 矩

方程组的不足, 之后针对 Grad 矩方程组的不足提出相应的修正方案, 最后给出边界条件的处理.
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2.1 Grad 矩方程组的推导

对于 Boltzmann 方程 (1), 当气体处于平衡态 (equilibrium) 时, 分布函数为

feq =
ρ

√
2πθ

D
exp

(
−|ξ − u|2

2θ

)
, (2)

其中 D 为空间维数, 物理情形对应于 D = 3, 宏观量密度 ρ、速度 u 和温度 θ 与分布函数关系为

ρ =

∫
RD

f dξ, (3a)

ρu =

∫
RD

fξ dξ, (3b)

Dρθ =

∫
RD

f |ξ − u|2 dξ. (3c)

类似地, 可以定义压强张量和热通量为

pij =

∫
RD

f(ξi − ui)(ξj − uj) dξ, qi =

∫
RD

f(ξi − ui)|ξ − u|2 dξ. (4)

应力张量 σij = pij − p, 其中 p = 1
D

∑D
d=1 pdd 为气体静压强.

在 Boltzmann 方程 (1) 中, 碰撞项总是使得分布函数偏向平衡态分布. Grad 矩方法 [6] 的基本思

想是当碰撞不是很弱时, 分布函数距离平衡态不远, 故可将分布函数在平衡态附近做多项式展开, 该

展开称为 Grad 展开:

f ≈ fGrad =
∑

α∈ND

fα(t,x)H[u,θ]
α (ξ), (5)

其中 H[u,θ]
α (ξ) 为基函数, 定义为

H[u,θ]
α (ξ) = (−1)|α|

dαω[u,θ](ξ)

dξα
, ω[u,θ](ξ) =

feq
ρ

, (6)

其中 α ∈ ND 为多重指标, |α| =
∑D

d=1 αd,
dα·
dξα =

∏D
d=1

dαd ·
dξ

αd
d

. 基函数 H[u,θ]
α (ξ) 可以分解为权函数

ω[u,θ](ξ) 和 Hermite 多项式的乘积. 直接计算可得 i, j = 1, . . . , D,

f0 = ρ, fei = 0,
D∑

d=1

f2ed = 0, fei+ej =
σij

1 + δij
, qi = 2f3ei +

∑
d=1

fei+2ed , (7)

其中 ei, i = 1, . . . , D 为单位多重指标.

直接将 Grad 展开 (5) 代入 Boltzmann 方程 (1) 中, 直接计算并匹配基函数 H[u,θ]
α (ξ) 的系数便可

得到包含无数个方程的方程组. 这里仅给出结果, 详细的推导过程可参见文献 [51, 52]:

dfα
dt

+
D∑

d=1

(
θ
∂fα−ed

∂xd
+ (αd + 1)

∂fα+ed

∂xd

)
+

D∑
k=1

fα−ek

duk

dt

+
D∑

k,d=1

∂uk

∂xd
(θfα−ek−ed + (αd + 1)fα−ek+ed) +

1

2

D∑
k=1

fα−2ek

dθ

dt

+
D∑

k,d=1

1

2

∂θ

∂xd
(θfα−2ek−ed + (αd + 1)fα−2ek+ed) = Qα, α ∈ ND,

(8)
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其中 d·
dt = ∂·

∂t +
∑

d=1 ud
∂·
∂xd
为随体导数, 且若 α 存在元素为负, 则约定 fα 为 0. 这里 Qα =∫

RD Q(f, f)H[u,θ]
α /ω[u,θ] dξ, 满足 Q0 = 0, Qei = 0, i = 1, . . . , D,

∑D
d=1 Q2ed = 0.

上述方程组包含无数个方程, Grad 矩方法中仅关注前有限个矩, 对于高阶矩系数 fα, 由于基函数

H[u,θ]
α 的正交性而被令为 0.

2.1.1 Grad 13 矩方程组

Grad 13 矩方程组是 Grad 提出的第 1 个矩方程组 [6], 也是 Grad 矩方法中最出名、最具代表性

的方程组. 该方程组仅关注 D = 3 情形下的宏观密度 ρ、速度 u、温度 θ、应力张量 σij 和热通量 qi.

直接扔掉 (8)中所有关于 |α| > 4的方程组, 便获得了包含 20个方程的方程组, 此时 |α| = 3的方程中

包含 fα+ed , d = 1, 2, 3, 故该方程并不封闭. 此时由于基函数的正交性, Grad矩封闭为 fα = 0, |α| = 4.

由于该方程组包含 20 个方程, 仍含有较多的量, Grad 扔掉了 |α| = 3 这些方程中的部分, 仅保留热通

量部分对应的方程. 由于基函数的正交性, 直接取

fei+ej+ek =
δijqk + δikqj + δjkqi
5(δij + δjk + δik)

,

将其代入上述的 20 矩方程组, 便可得著名的 Grad 13 矩方程组, 具体表达式可参见文献 [6] 等, 这里

不再给出.

2.1.2 任意阶 Grad 矩方程组

正如引言中所论述, 小矩数矩方程组的应用有较大的局限性, 仅能用于气体不太稀薄的情形. 文

献 [50] 首次真正对大矩数 Grad 矩方程组进行求解. 实际上该文献中考虑了任意阶 Grad 矩方程组,

并给出了统一的数值格式. 并在文献 [52] 中给出了该方程组的详细的推导. 这里对任意阶 Grad 矩方

程组简单介绍.

由于 (8)中包含无数个方程,实际使用中需要进行截断. Grad 13矩方程组关注 13个宏观量. 类似

地,给定正整数 2 6 M ∈ N,仅关注 ρ, u, θ 和 fα, |α| 6 M ,扔掉 (8)中所有 |α| > M 的方程,这样可得

到一个包含有限个方程的方程组. 但是由于 (8) 中关于 |α| = M 的方程组里包含 fα+ed , d = 1, . . . , D,

使得方程组不封闭. 由于基函数的正交性, 直接令

fα = 0, |α| > M, (9)

便获得了封闭的 M 阶矩方程组. 为后文叙述方便, 这里列出 Grad M 阶矩方程组如下:

dfα
dt

+
D∑

d=1

(
θ
∂fα−ed

∂xd
+ (1− δM,|α|)(αd + 1)

∂fα+ed

∂xd

)
+

D∑
k=1

fα−ek

duk

dt

+
D∑

k,d=1

∂uk

∂xd
(θfα−ek−ed + (αd + 1)fα−ek+ed) +

1

2

D∑
k=1

fα−2ek

dθ

dt

+
D∑

k,d=1

1

2

∂θ

∂xd
(θfα−2ek−ed + (αd + 1)fα−2ek+ed) = Qα, |α| 6 M.

(10)

由于 M 的选取是任意的, 该方程组称为任意阶 Grad 矩方程组. 特别地, 当 D = 3, M = 2 时对

应的方程组就是著名的 10矩方程组 [53,54]. 当 D = 3, M = 3时对应的方程组为 Grad 20矩方程组 [6].
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2.1.3 碰撞项的处理

由于 Boltzmann 方程中的二元碰撞比较复杂, 直接基于二元碰撞为 Grad 矩方程组构造碰撞项

极为困难, 文献 [6] 为 Grad 13 矩方程组给出了针对 Maxwell 分子的二元碰撞项的近似模型, 对于非

Maxwell分子或为更高阶矩方程组构造碰撞模型将变得异常困难,理论分析和实际计算时也鲜有使用.

实际使用中往往使用一些近似碰撞模型来替代二元碰撞,如 BGK模型 [55]、Shakhov模型 [56]、ES-BGK

模型 [57] 和线性化的二元碰撞模型 [58].

由于 BGK 模型、Shakhov 模型和 ES-BGK 模型形式上均非常简单, 基于 Grad 展开可推导任意

阶 Grad矩方程组的碰撞模型, 详细的推导和结果见文献 [52,59,60]. 文献 [61]给出了硬球和逆幂律模

型的线性化二元碰撞模型的一组近似模型, 该模型既可看成是线性化二元碰撞的一个近似模型, 又可

直接用来构造 Grad 矩方程组的碰撞模型. 综合 Grad 矩方程组的推导过程和碰撞项的处理, 便获得

了封闭的 Grad 13 矩方程组和任意阶 Grad 矩方程组.

为了后文叙述方便, 这里给出 BGK 碰撞模型下的 Qα 如下:

Qα =

 0, |α| = 0, 1,

− 1
τ fα, |α| > 2,

(11)

其中 τ 为弛豫时间.

2.2 Grad 矩方程组的不足

Grad矩方程组自提出以来,受到广泛关注的同时也受到了各方面的质疑和指责.文献 [62]中列举

了一系列针对 Grad矩方法的指责,包括方程组过于复杂、缺少适定的边界条件、缺少全局双曲性、无

法给出光滑激波结构、不满足熵条件和逼近非平衡态效率低等. 下面对这些指责分别进行论述.

2.2.1 Grad 矩方程组过于复杂

相对于经典的流体力学方程组, 如 Euler 方程组和 Navier-Stokes-Fourier(NSF) 方程组, Grad 13

矩方程组由于有 13 个方程, 且应力张量和热通量的方程项数很多而被指责方程组过于复杂. 从 (10)

可以看到任意阶矩方程组形式上也很复杂. 这是这种指责的来源. 文献 [50] 给出了一种任意阶 Grad

矩方程组的通用数值格式, 该数值格式中并不需要显式地写出矩方程组的具体形式, 只需 Grad 展开

中基函数的一些基本性质即可. 该方法成功避开了 Grad 矩方程组的复杂带来的数值困难. 文献 [51]

对任意阶 Grad 矩方程组进行了详细分析, 研究了拟线性形式下的任意阶 Grad 矩方程组的系数矩阵,

揭示了该方程组的一些性质, 并给出了一种全局双曲正则化矩方法, 分析了特征波结构. 该双曲正则

化矩方程组可以看成是 Euler 方程组的一个推广. 所以全局双曲正则化矩方程组的性质类似于 Euler

方程组, 本质上并不复杂. 在文献 [63, 64] 中分别对全局双曲正则化矩方程组进行了分析, 可以将该方

程组写成非常简单的拟线性形式, 矩方程组的形式也变得不再复杂. 由于 Grad 矩方程组与全局正则

化矩方程组仅相差几项, 所以基于文献 [63, 64] 中分析, Grad 矩方程组可以通过较为简单的方式写出.

如今关于 Grad 矩方程组过于复杂的指责已不够客观.

2.2.2 缺少适定的边界条件

对于 Boltzmann方程, Maxwell边界条件 [65] 通常被认为能够较好地处理稀薄流体的边界效应.为

Grad 矩方程组构造边界条件的常用思路是文献 [6] 中提出的直接基于 Maxwell 边界条件为 Grad 矩
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方程组构造边界条件.在文献 [40,45]中该方法分别被推广到正则化 13矩方程组 (R13) [7, 33] 和正则化

26 矩方程组 (R26) [40] 上. 文献 [59] 中更是将该思路推广到任意阶 Grad 矩方程组上. 但是这些边界

条件是否适定依然未知. 文献 [59, 60, 66] 中的数值结果证实基于上述的边界条件, 任意阶 Grad 矩方

程组的数值结果与实验结果和 DSMC [67] 的数值结果表现一致.文献 [60]证明了对于双曲正则化矩方

程组, 上述方式给定的边界条件的个数与矩方程组需要的边界条件个数相同. 关于边界条件的适定性

的理论分析还有待进一步研究, 从现有的结果来看边界条件是否适定并不是矩方法发展的核心问题.

2.2.3 缺少全局双曲性

Grad 矩方程组缺少全局双曲性最早可追溯至 Grad 矩方程组提出的第一篇文章 [6]. 该文献中,

Grad 对 Grad 13 矩方程组的系数矩阵作了详细分析并给出了相应的特征多项式. 尽管 Grad 并未明

确指出该方程组缺少全局双曲性, 但从文献 [6]中给出的信息不难获得该结论.故通常将 Grad矩方程

组不全局双曲的发现归功于 Grad. 专著 [68] 中对一维流体情形下的 Grad 13 矩方程组的双曲性进行

了细致的研究, 并给出了相应的双曲区域, 如图 1(a) 所示. 从图中可以看出, 方程组不是全局双曲的,

但平衡态 (Maxwellian) 在双曲区域内. 在文献 [69] 中, 详细分析了 D = 1 情形下的任意阶 Grad 矩方

程组的双曲性, 指出当 M > 3 时矩方程组均不是全局双曲的. Grad 矩方程组缺少双曲性是学界的共

识. 但文献 [70] 进一步指出, 对于 Grad 13 矩方程组即使在平衡态附近都不是恒双曲的, 即平衡态在

Grad 13矩方程组双曲区域的边界上. 图 1(b)中给出了 Grad 13矩方程组双曲区域在 σ12 − q1 平面过

平衡态的截面. 因此, Grad 矩方程组不仅缺少全局双曲性, 即使在平衡态的任意小邻域内都不是恒双

曲的, Grad 矩方程组双曲性的缺失比前人的指责更严重. 在本节后面的部分将针对这项不足提出修

正方案, 本质地解决双曲性缺失这一问题.

2.2.4 无法给出光滑激波结构

Grad 在文献 [8] 中研究了 NSF 方程组和 Grad 13 矩方程组这两种模型对稳定激波结构的描述,

发现当激波的马赫数大于 1.65 时, Grad 13 矩方程组无法给出光滑的激波结构, 而会出现非物理子激

波.他在文献 [7]中论述说 Grad 13矩方程组过于保守,它拒绝给出可能不准确的预测结果.这是 Grad

本人对非物理子激波的解释. 后人通过数值手段获得了 Grad 13 矩方程组对于马赫数大于 1.65 情形

下的激波结构 [68], 确实会出现非物理子激波现象. 由于 NSF 方程组对于任意强度的激波均能给出光

滑解, 所以 Grad 建议将 Grad 13 矩方程组修正为抛物方程, 从而解决该问题. 具体的做法将在本节的

后面部分给出.

2.2.5 其他指责

除了上述几项指责外, Grad矩方程组还受到其他方面的指责,如不满足熵条件和逼近非平衡态效

率低等. 这些指责有失偏颇. 对于一般方程组来说, 满足熵条件自然是一个优良的性质, 但实际使用中

是否满足熵条件的重要性并不是本质的,何况对于 Grad矩方程组这样的模型,由于 Grad展开本身并

不能保正. 在逼近非平衡态方面, 专著 [68] 中证实当矩数足够多时能够很好地描述非平衡态.

历史上对 Grad矩方法的指责颇多,通过上述分析,真正困扰 Grad矩方法发展的指责基本只有无

法给出光滑激波结构、全局双曲性的丧失和缺少适定边界条件. 下面分这 3 个方面来论述.
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图 1 (网络版彩图) Grad 13 矩方程组的双曲区域

Figure 1 (Color online) Hyperbolicity region of Grad’s 13 moment equations. (a) Hyperbolicity region for 1D flow;
(b) the section of the hyperbolicity region by the σ12 − q1 plane crossing the Maxwellian

2.3 Grad 矩方程组的粘性正则化

针对 Grad 矩方程组对于高马赫数情形下无法给出光滑激波结构的不足, Grad 在文献 [7] 中给

出解释: Hermite 展开最可能给出的就是双曲型的微分方程组, 即传播速度有限的方程组; 相反地,

Navier-Stokes 方程组以及其他所有由规范解导出的方程组 (Euler方程组除外) 均是抛物的, 并表现出

无穷的传播速度. 为了数学上的简单以及为了易于对方程组的性质进行定性的描述, 人们常常更愿意

获得一个双曲方程组; 然而, 双曲方程组的解可能由于激波的出现而被破坏 (见第 33 节对 13 矩情形

的讨论),因而为了某种目的人们似乎更愿意使用一个合适的抛物系统.这样的系统可以通过某种插值

的方式获得, 即类似于在 Euler 方程组和 13 矩方程组之间插值出 Navier-Stokes 方程组的方法, 通过

一个平行的过程, 可从高阶矩的方程组中获得对四阶矩 (以及不含于 qi 的三阶矩) 的近似.

文献 [71]对上述表述作了详细的数学解释. 除了上述表述外, 文献 [7]中还从 13矩方程组推导出

了一个抛物型方程组. 不过 Grad 对该方程组并不看重, 在之后的很长时间里鲜有关于该方程组的任

何论述公开发表. 直到 2003 年两位德国学者重新推导这一模型 [33], 并详细研究该模型的性质. 他们

称该方法为 Grad 矩方法的正则化, 称该方法获得的方程组为正则化 13 矩方程组 (简称 R13 矩方程

组) [72] . 在文献 [35]中,作者采用一种称为 Order of Magnitude的方法给出了 R13矩方程组的另一种

推导 (所得结果形式上与原 R13 矩方程组稍有区别), 从而使之有更广泛的应用. 此后, 众多学者对这

一方程组的性质进行了深入的研究, 对于一些经典模型问题, 如激波结构、Couette 流等, 该模型表现

出了一定优越性, 尤其在对某些非平衡流体现象的定性描述上 [44, 45,72]. 不过由于 R13 矩方程组方程

个数较少,在处理较为稀薄的流体时数值表现并不好,数值结果与实验结果或 DSMC方法所得结果有

一定差距. 在文献 [52] 中作者将该方法推广到了任意阶 Grad 矩方程组上, 并获得了相应的正则化矩

方程组. 这种方法在文献 [52] 中被称为 NRxx方法.

下面以正则化任意阶矩方程组为例来说明正则化方法的思路. 由式 (7) 可知, 矩系数 fα 满足一

定约束关系, 所以可以从 u, θ 和 fα 中适当选取一组变量能表示所有 u, θ 和 fα, 并将这组变量组成
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一个向量记为 w. 记式 (8) 的左端为 Lα(w), 则式 (8) 可表示为

Lα(w) = Qα.

以 BGK 碰撞模型为例, 上式可重写为

fα = −τLα(w), |α| > 2. (12)

方程 (12) 可看成是一个迭代格式, 且该迭代不改变 w 中的 ρ, u 和 θ. 所以记迭代初值为 w(0), 第 n

次迭代后的值记为 w(n), 则有 w(n) 中的 ρ, u 和 θ 与 w(0) 中的相同. 取迭代初值为

f (0)
α = 0, |α| > 2,

且假定 τ 为小量, 则通过迭代可以获得 w(n) 中各个量的量级. 在文献 [52] 中通过分析得出

f (n)
α ∼



O(1), |α| = 0,

O(τ), |α| = 2, 3,

O(τk), |α| = 3k, 3k − 1 或 3k − 2, 2 6 k 6 n,

0, |α| = 1 或 |α| > 3n+ 1.

对于给定正整数 2 6 M ∈ N, 选取足够大的 n, 扔掉 f
(n)
α , |α| = M + 1 中的高阶项, 则可得 fα 的近似

表达式, 具体表达式从略 (详见文献 [52]). 使用该表达式替换 Grad 矩封闭 (9), 便可直接获得正则化

任意阶矩方程组. 由于 |α| = M 对应的方程中含有二阶导数,所以正则化矩方程组是一个抛物型系统.

实际的数值模拟证实,正则化后的矩方程组在计算大马赫数情形下的激波结构时依然能给出光滑

的激波结构. 文献 [73] 详细研究了 R13 矩方程组的激波结构, 该文献的图 9 给出了 Grad 13 矩方程

组的非光滑激波结构和 R13 矩方程组的光滑激波结构. 当马赫数增加时, R13 矩方程组依然可以获得

光滑的激波结构, 且与 DSMC 的结果一致, 如文献 [73] 中的图 10 所示. 文献 [52] 详细研究了 R20 矩

方程组的激波结构, 并指出 R20 矩方程组不论是在较低马赫数还是对较高马赫数情形下, 都可获得光

滑的激波结构, 且数值结果与 DSMC 和离散速度的结果均一致.

2.4 Grad 矩方程组的全局双曲正则化

本文多次强调 Grad 矩方程组缺少全局双曲性. 事实上, 正如第 2.2 小节所指出的那样, Grad 13

矩方程组即使在平衡态的任意一个小领域内都不是恒双曲的 [70], 这导致 Grad 13 矩方程组即使在平

衡态附近都不是适定的. 为弥补该缺陷,众多学者尝试了各种对矩方法的修正. 美国数学家 Levermore

总结前人的一系列工作 [18,22,74,75], 在文献 [23] 中提出了基于极大熵封闭的矩模型. 该模型性质优良,

是全局双曲的. 但由于 Junk’s line [43] 的存在, 平衡态落在解的定义域的边界上, 使得方程组弱解难以

定义. 又因为包含热通量的极大熵模型在计算通量时需要求解一个带约束的优化问题, 且该优化问题

可能是病态的, 计算量极大.这使得极大熵模型迄今鲜有成功的数值应用. 在这之后, 文献 [76]中提出

了基于 Pearson-IV 函数的矩封闭模型, 该模型在一维微观空间下是全局双曲的, 但对于三维情形还未

有全局双曲的矩模型提出. 文献 [30] 提出了极大熵 14 矩模型的一个近似模型, 该模型相比于极大熵

模型易于计算, 但却丧失了部分双曲性, 在计算强激波问题时解会跑出双曲区域 [30].

Grad 矩方程组双曲性缺失的问题困扰了学界 60 多年, 直到近年来全局双曲正则化矩方法 [51, 69]

的提出. 文献 [69] 中考察了一维微观空间下的任意阶 Grad 矩方程组, 对其拟线性形式的系数矩阵进
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图 2 无碰撞激波管问题的数值解. 其中 “Grad” 代表 Grad 矩方程组的数值解, “HME” 代表全局双曲正则化矩

方程组的数值解

Figure 2 Numerical results for shock tube problem without collision term. “Grad” represents the numerical results
of Grad’s moment equations, and “HME” represents the numerical results of the globally hyperbolic moment equations.

(a) Numerical solution of Grad moment equations; (b) numerical solution of global hyperbolic moment equations

行深入研究发现其特征多项式竟能使用非常简单的表达式写出,且该特征多项式仅依赖于平衡态变量

(密度、速度和温度) 和最后两阶矩展开系数. 通过对系数矩阵的结构进行分析, 阐释了其特征多项式

具有如此良好性质的数学原因 (详见文献 [69]). 基于该发现, 为一维微观空间下的任意阶 Grad 矩方

程组提出了一个全局双曲正则化, 该正则化在一定意义下1)是存在且唯一的, 所得的矩方程组是全局

双曲的. 文献 [77] 中从离散速度 [78] 的角度给出了双曲正则化矩方程组的一个解释, 并指出正则化矩

方程组可以看成是一种 “智能” 的离散速度方法. 在文献 [51] 中通过对于多维任意阶 Grad 矩方程组

进行研究, 将一维情形下的双曲正则化矩方法推广到了多维情形, 得到如下方程组:

dfα
dt

+
D∑

d=1

(
θ
∂fα−ed

∂xd
+ (1− δM,|α|)(αd + 1)

∂fα+ed

∂xd

)
+

D∑
k=1

fα−ek

duk

dt

+
D∑

k,d=1

∂uk

∂xd

(
θfα−ek−ed + (1− δM,|α|)(αd + 1)fα−ek+ed

)
+

1

2

D∑
k=1

fα−2ek

dθ

dt

+

D∑
k,d=1

1

2

∂θ

∂xd

(
θfα−2ek−ed + (1− δM,|α|)(αd + 1)fα−2ek+ed

)
= Qα, |α| 6 M.

(13)

该矩方程组依然是全局双曲的. 通常称该方法为全局双曲正则化矩方法, 称所得方程组为全局双曲矩

方程组. 图 2给出了无碰撞情形下 Grad矩方程组和全局双曲正则化矩方程组关于激波管问题的数值

解. 计算时间约为 t = 0.11. 可以看出 Grad 矩方程组双曲性的缺少导致当解跑出双曲区域时解不稳

定, 使得温度接近于零. 全局双曲正则化矩方程组修正了该问题, 不会出现解的不稳定.

从式 (13) 可以看出, 全局双曲正则化只对 Grad 矩方程组做了非常小的改动, 所以在文献 [51] 中

证明了, 如果随着截断阶 M 的增加, 任意阶 Grad 矩方程组对 Boltzmann 方程有逼近性, 则全局双

曲正则化矩方程组也有相应逼近性且收敛率与任意阶 Grad 矩方程组相同. 此外, 文献 [51,69] 中还分

别对一维和多维情形下全局双曲矩方程组的特征波进行了分析,所有特征波都是基本波且判定条件与

Euler方程组的特征波判定条件一致,方程组的性质也与 Euler方程组的一致,所以全局双曲正则化矩

1) 保证特征多项式仅依赖于平衡态变量, 详细讨论见文献 [69].
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图 3 一维情形下 Grad 矩方程组推导过程图示

Figure 3 Diagram for Grad’s moment equations for the 1D Boltzmann equation

方程组可以看成是 Euler 方程组的一个推广.

自此困扰学界 60 多年的 Grad 矩方程组双曲性缺失的问题得到了一个不错的解决. 此外, 受文

献 [69] 启发, 文献 [79] 中采用基于积分的思路给出了一个一维情形下的类似的正则化方法, 得到的方

程组也是全局双曲的. 文献 [80] 中给出了一种推广到多维的方式, 但所得矩方程组不满足 Galilean 变

换不变性. 在文献 [64] 中通过采用下一小节中将介绍的模型约简框架获得了既满足全局双曲又满足

Galilean 变换不变的矩方程组.

2.5 动理学方程模型约简框架

文献 [51,69]中提出的全局双曲正则化矩方法本质地解决了 Grad矩方程组双曲性缺失的问题.但

是全局双曲正则化能将 Grad 矩方程组修正为双曲的原因依然未知. 文献 [63, 64] 中分别从不同的角

度出发来探索全局双曲正则化的本质,并将其推广为了一种从动理学方程约简获得流体力学方程组的

方法.

文献 [63] 中重点研究了离散速度方法和全局双曲性正则化方法的相同点. 这两种方法都是全局

双曲的, 且乘速度算子 ξ· 和空间微分算子 ∇f 都是解耦的. 基于这种认识, 将 Boltzmann 方程推广到

了一般的动理学方程上, 将 Grad 展开拓展为一般的对分布函数的 ansatz, 通过在计算空间微分算子

后添加一次截断, 使得乘速度算子与空间微分算子解耦, 从而获得了一种从一般动理学方程获得宏观

流体力学方程组的方法. 文献 [63] 中指出通常情况下基于这种框架获得的方程组都是全局双曲的, 并

给出了双曲性的判定条件. 基于该框架, 可以直接给出 Grad 13 矩方程组的双曲正则化.

文献 [64]中重点研究了 Grad矩方法和全局双曲正则化矩方法的不同.图 3 中给出了一维情况下

Grad 矩方程组的推导过程. 分布函数所属的空间记为 H, 对分布函数的 ansatz (如 M 阶 Grad 展开)

所属的空间记为 Hsub, 这里的投影定义为

H → Hsub, P : f → fansatz.

故图 3中灰色大方框部分左侧的 Projection对应于分布函数展开, Derivative分别对应于计算时间和空

间微分, Multiply velocity 对应于将乘速度算子作用到空间微分上, 图中两部分各自右侧的 Projection

代表着仅在 Hsub 中考虑方程的发展.基于图 3的方式便可直接获得 Grad矩方程组, 因此一维情形下

Grad 矩方程组本质上在求解

P ∂Pf

∂t
+ Pξ

∂Pf

∂x
= PQ(Pf,Pf), (14)

其中这里并不关注碰撞项的处理. 但是从图 3可以看出两个灰色大方框部分并不相同,这意味着 Grad

矩方法处理时间和空间导数的方式并不相同. 若使用相同的方式处理时间和空间导数, 便可将图 3 变
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图 4 一维情形下全局双曲正则化矩方程组推导过程图示

Figure 4 Diagram for the globally hyperbolic moment equations for the 1D Boltzmann equation

Moment equations
Boundary condition for

moment equations

Distribution function
Maxwell boundary

condition

图 5 矩方程组边界条件构造思路

Figure 5 The strategy for constructing the boundary condition for moment equations

成图 4. 事实上, 图 4 给出的是一维情形下全局双曲正则化矩方程组的推导. 因此, 全局双曲正则化矩

方法和 Grad 矩方法的本质区别在于是否使用相同的方式处理时间和空间导数. 类似于 Grad 矩方法,

全局双曲正则化矩方法本质上在求解

P ∂Pf

∂t
+ PξP ∂Pf

∂x
= PQ(Pf,Pf). (15)

基于上述认识, 文献 [64] 给出了另一种从动理学方程组推导宏观流体力学方程组的一般性框架. 基于

该框架获得的方程组一般也是双曲的, 并给出了双曲性的判定条件.

上述两个框架给出了从一般动理学方程推导宏观流体力学方程组的方法. 这些框架功能强大, 已

经证实各种常见的全局双曲模型均可纳入这两个框架, 如 Levermore 的极大熵模型 [23]、离散速度方

法 [78]、全局双曲正则化矩方法 [51,69]、基于求积公式的矩方程组 [79]和辐射输运领域的 PN 模型 [81]、

MN 模型 [82] 等; 基于这些框架, 可以为不双曲的矩方程组提出正则化方案, 如 Grad 13 矩方程组等;

更进一步地, 可以基于这些框架推导新的模型, 如满足 Galilean 变换不变的多维基于积分的矩方程

组 [64]、全局双曲各向异性矩方程组 [83] 等. 这些模型约简框架为动理学方程模型约简提供了新的策

略, 对矩方法的广泛应用具有推动作用.

2.6 边界条件

气体动理学的很多问题涉及气体与固壁的相互作用, 尤其是微流领域中, 这一作用尤为重要. 对

于 Boltzmann 方程, 通常使用的固壁边界条件为 Maxwell 提出的边条件, 通常称为 Maxwell 边条件.

该边条件的思路是将气体与固壁的相互作用看成镜面反射和漫反射两种特殊情形的一个组合.

为矩方程组提供边界条件一般沿用文献 [6] 中为 Grad 13 矩方程组提供边条件的思路, 该思路如

图 5 所示. 首先基于 Grad 展开重构出相应的分布函数, 将矩方程组对应到 Boltzmann 方程, 然后使
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用 Maxwell 边条件, 从而获得边界处的分布函数, 再根据分布函数与矩之间的关系从而获得矩方程组

的边条件.

从上述构造思路可以看出矩方程组中的矩和分布函数展开本质地决定着最终的边界条件的构造,

矩方程组的矩封闭形式却并不影响边界条件的构造.这样做的优点在于为一个方程组构造的边界条件

可以直接适用于基于该方程组的正则化矩方程组上,如 Grad 13矩方程组的边界条件可应用到 R13矩

方程组上. 缺点在于不同的矩方程组的边界处理一般也不同, 尤其是对流方程, 边条件取决于波的传

播方向, 所以边界条件的适定性是无法保证的. 事实上, 由于 Grad 13 矩方程组本身不适定, 其边条件

是否适定更难以论述. 对于 R13 矩方程组, 已有的结果证实文献 [84, 85] 基于图 5 中思路构造的边界

条件在描述一些常见问题时具有不错的表现.

由于小矩数矩方程组在模拟较为稀薄的流体时效果不佳, 文献 [59] 中基于图 5 中思路为任意阶

Grad 矩方程组提出了相应的边界条件. 由于全局双曲正则化矩方程组和粘性正则化矩方程组都是对

任意阶 Grad 矩方程组进行修正获得, 所以该边界条件对于这两个方程组依然成立. 关于边界条件的

适定性, 文献 [59] 中数值验证了使用该边条件 Grad 矩方程组能够描述 Couette 流、Poiseuille 流等常

见问题. 对于全局双曲正则化矩方程组, 文献 [60, 66] 中证明了该边条件的个数与全局双曲正则化矩

方程组需要的边条件个数是相同的, 并数值验证了使用该边条件, 全局双曲矩方程组能够很好地描述

Couette 流、Poiseuille 流和二维方腔流等问题.

3 矩方法的数值方法

针对大矩数的矩方法,一个重要的突破在于快速数值方法的提出 [50]. 该方法的提出一方面使得对

于含有大矩数的矩方法的数值计算成为了可能, 另一方面, 从数值结果上, 矩方法的许多性质一目了

然, 对其研究和发展具有重大意义. 本节主要介绍这一方面的相关工作.

3.1 大矩数矩方程组快速算法的一般框架

矩方程组可以认为是对于 Boltzmann方程中的速度进行离散得到的结果,而当考虑矩方程组的数

值格式时, 则是进一步对时间和空间进行离散. 在文献 [50] 中, 作者则考虑采用了另外一种思路, 即首

先对时间和空间进行离散, 然后再对速度变量进行离散, 这样同样可以得到矩方程组的数值格式. 为

叙述方便, 假定 ξ = (ξx, ξy, ξz)
T, x = (x, y, z), 且分布函数 f(t,x, ξ) 仅与 t, x, ξ 有关, 故下文中简记为

f(t, x, ξ). 对 x 的离散, 我们假定采用网格大小为 ∆x 的均匀网格, 那么针对 Boltzmann 方程的一个

“数值格式” 为

fn+1
j (ξ) =

1

2
[fn

j−1(ξ) + fn
j+1(ξ)]−

∆t

2∆x
ξx[f

n
j+1(ξ)− fn

j−1(ξ)] + ∆t ·Q(fn
j , f

n
j )(ξ). (16)

上述格式为有限体积方法中常见的 Lax-Friedrichs 格式 (这里以此为例), 其中 ∆t 为时间步长, fn
j (ξ)

为如下函数的近似:

1

∆x

∫ (j+1/2)∆x

(j−1/2)∆x

f(tn, x, ξ) dx.

考虑 Grad 方程组, 为进一步对速度进行离散, 我们只需在式 (16) 中假定右端项中每个 fn
j (ξ) 在空间

H[un
j ,θ

n
j ]

sub = span
{
H[un

j ,θ
n
j ]

α

∣∣∣ |α| 6 M
}
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中, 同时在每个时间步后, 将得到的 fn+1
j (ξ) 投影至 H[un+1

j ,θn+1
j ]

sub 中, 从而在新的时间步上, 每个分布

函数也处于相应的有限维空间中. 上式中的 M 同式 (9) 中的 M , 因而整个过程恰好是 Grad 矩方法

在离散格式中的应用.

接下来讨论投影的实现. 由于投影算子为线性算子, 只需将其应用于式 (16) 右端中的每一项. 而

式 (16)右端中的每一项皆可较容易地使用基函数 H[un
k ,θ

n
k ]

α 进行展开,其中针对不同的项, k 可为 j−1,

j, 或 j + 1. 因而为实现这一投影过程, 只需考虑如下问题: 对于给定的 u1,u2 ∈ R3 以及 θ1, θ2 ∈ R+,

已知

f(ξ) =
∑
α∈N3

fαH[u1,θ1]
α (ξ),

求 f 在 H[u2,θ2]
sub 中的投影

g(ξ) =
∑

|α|6M

gαH[u2,θ2]
α (ξ)

中的展开系数 gα. 由基函数的正交性不难得知, f 在 H[u2,θ2]
sub 中的投影等同于 f 的截断∑

|α|6M

fαH[u1,θ1]
α (ξ)

在 H[u2,θ2]
sub 中的投影. 如果直接对上述展开式中的每一项进行投影, 则总计算量为 O(N2

M ), 其中 NM

为上述展开式中基函数的个数, 为 O(M3) 量级, 这样的计算量在 M 的值较大时难以接受. 文献 [50]

中提出了一种同伦算法, 令

F (τ, ξ) =
∑
α∈N3

Fα(τ)H[u(τ),θ(τ)]
α (ξ), τ ∈ [0, 1], (17)

其中函数 u(τ) 和 θ(τ) 为光滑函数, 且满足

u(0) = u1, u(1) = u2, θ(0) = θ1, θ(1) = θ2.

同时, 令 Fα(0) = fα 且

∂τF (τ, ξ) = 0, ∀τ ∈ (0, 1), ξ ∈ R3, (18)

不难看出 Fα(1) 即为所求的 gα. 将展开式 (17) 代入 (18) 即可获得关于系数 Fα(τ) 的常微分方程

组, 这一方程组的右端项量级为 O(|u1 − u2|+ |θ1 − θ2|), 由式 (16) 可知在解光滑时, 其大小事实上是

O(∆t +∆x), 因而采用高阶 Runge-Kutta 方法求解一步即可得到较好的近似解. 此外, 通过计算可以

得知,该方程组的右端项是一个稀疏矩阵乘向量的形式,因此这一问题求解的整体计算量仅为 O(NM ),

实现了计算效率上的巨大飞跃. 这一同伦算法由文献 [50] 提出, 而后文献 [66] 对其进行了改进, 将方

程组写为常系数线性方程组, 并提出了直接求解该方程组且计算量为 O(MNM ) 的算法, 供解有间断

之处局部使用. 在文献 [86]中,该算法进一步被推广到更加一般的展开中. 而这一系列工作之前,对大

矩数方程组的数值算法主要仅为一般的有限体积算法 [46, 87], 计算量为 O(N2
M/M).

由于各类正则化方法均可看作是 Grad 矩方法的某种修正, 因而对于不同的正则化方法, 只需对

上述算法稍加调整即可. 对于粘性正则化方法, 首先提出的是针对 R13 方程组的数值算法 [88], 其中详

细地讨论了特征速度的计算和粘性项的处理; 文献 [50, 89] 将文献 [88] 中的算法与上述同伦算法结合

在一起并运用到了大矩数粘性正则化的方程组中,同样的思路亦可应用于多原子气体中 [90]. 全局双曲
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正则化的数值方法首见于文献 [60], 其中对正则化引入的非守恒部分使用了文献 [91] 中基于 DLM 理

论 [92] 的方式进行求解. 而文献 [86] 对此做出了进一步改进, 提出了对于一般的动理学方程模型约简

框架所对应的数值方法, 并不再需要基于路径选取的 DLM 理论. 对于边界条件的处理通过 ghost 网

格方法亦可方便地进行实现 [59]. 此外, 当使用 BGK 类型的碰撞模型时, 对低维问题还可使用降维的

方式进一步减少计算量 [66].

3.2 稳态问题的数值方法

在许多情形下,求解动理学方程 (组)的主要目的是为了获得方程 (组)的稳态解. 对此, 一个常用

的方法是给定某个初值, 在此基础上使用时间向前发展的格式迭代至稳态. 然而对于一些问题, 收敛

至稳态的过程极其缓慢 (如文献 [93]), 这使得对直接求解稳态方程 (组) 数值算法的研究成为了必要.

本节将对矩方法稳态问题数值求解的相关研究工作进行回顾.

在文献 [94] 中, Weiss 较早地对于激波结构问题的稳态数值解法进行了研究. 该文献研究了矩数

为 13, 14, 20 和 21 情形下的 Grad 矩方程组. 在这些情形下, 对于平面激波结构问题, 相应的模型均

可化简为如下形式:
dF (w)

dx
= r(w), (19)

其中 w 至多含有 4个分量. 因而可使用非线性方程组的迭代算法进行求解. 类似的方法见于文献 [85]

对 Couette 流的研究. 文献 [72] 对 R13 矩方程组激波结构进行了数值模拟, 该方程组化简后得到仅包

含两个变量的方程组, 但较式 (19) 多出一粘性项. 对该方程组离散后, 亦可高效地使用拟牛顿迭代进

行求解. Emerson 及其合作者在文献 [95] 中使用 R13 矩方程组对更加复杂的问题进行了求解, 其基

本方案首先仍是将方程组写为对流项、粘性项和源项 3 部分的组合, 而对其中速度和压强的更新, 则

是假定其他物理量已知 (使用上一步迭代得到的结果), 然后使用求解 Navier-Stokes 方程组时常用的

SIMPLE 算法进行更新, 而对其他物理量的更新则可根据更新后速度和压强求解一线性方程组获得.

类似的方法在对于正则化 20 矩和 26 矩方程组中也可得到应用 [40, 42]. 文献 [45] 针对更精细的边界条

件给出了 R13 方程组的稳态求解器, 其中并未对变量区别对待, 但对于碰撞项则区分为了齐次部分与

非齐次部分, 在迭代时使用不同的方式处理. 这一算法在文献 [44] 中被推广至二维情形.

对于大矩数方程组, 由于变量个数多, 迭代不易收敛, 因而直接构造稳态求解器更加困难. 但这

方面的研究目前也获得了初步进展. 在文献 [96] 中, 作者提出了对于空间一维问题的基于非线性对称

Gauss-Seidel 和局部 Newton 迭代 (SGS-Newton) 的多重网格求解器, 大大提升了求解的效率. 对于包

含系数 fα, |α| 6 M 的矩方程组, SGS-Newton 迭代的算法求解形如

Rα(wj−1,wj ,wj+1) = 0, j = 1, . . . , N, |α| 6 M (20)

的非线性代数方程组. 不难看出式 (20) 即为矩方程组进行空间一阶离散后的形式. SGS-Newton 方法

的基本步骤如下:

(1) 给定初始猜测 w
(0)
j , 并令 m = 0.

(2) 对于 j = 1 至 N , 依次通过 Newton 迭代法求解

Rα(w
(m∗)
j−1 ,w

(m∗)
j ,w

(m)
j+1) = 0, |α| 6 M.

这一步仅求解 w
(m∗)
j , 而 w

(m∗)
j−1 和 w

(m)
j+1 已知, 当 j = 0 时使用边值条件.

1479



蔡振宁等: 矩方法在动理学中的发展与应用

Level 3

Level 2

Level 1

Level 0
(coarsest)

(finest)

l2 iterations

l3 iterations

l1 iterations

l0 iterations

Smoothing
Interpolation
Restriction
Prolongation

图 6 基于 W 型方法的 FMG 求解器示意图, lk 代表每层网格上的迭代次数, 对于不同的层数, 迭代次数可不相同

Figure 6 Diagram of the W-cycle FMG solver, lk is the number of iterations on each level

(3) 对于 j = N 至 1, 依次通过 Newton 迭代法求解

Rα(w
(m∗)
j−1 ,w

(m+1)
j ,w

(m+1)
j+1 ) = 0, |α| 6 M.

这一步仅求解 w
(m+1)
j , 而 w

(m∗)
j−1 和 w

(m+1)
j+1 已知, 当 j = N 时使用边值条件.

(4) 进行守恒量的校正.

(5) 计算残量 Rα(w
(m+1)
j−1 ,w

(m+1)
j ,w

(m+1)
j+1 ), 当残量足够小时判定收敛, 并结束迭代; 否则令 m 为

m+ 1, 并返回步骤 (2).

上述算法可以很好地与多重网格方法结合在一起, 在多重网格算法中, 上述方法作为前后光滑子,

只需在每层网格上迭代少数几步. 多重网格算法的整体框架与一般的多重网格方法相同, 值得注意的

是, 在细网格解向粗网格投影和粗网格解向细网格回代的过程中, 文献 [96] 中的算法利用矩系数表达

的是分布函数这一特殊性质, 使用上节中所介绍的同伦算法进行分布函数的投影, 从而在投影前后有

效保持了所有守恒量的守恒性.

在文献 [97]中,上述 SGS-Newton迭代被改进为 SGS-Richardson迭代 (即将上述算法中的 Newton

迭代改为 Richardson 迭代), 并应用于半导体器件的模拟中, 在多重网格算法中获得了更高的效率. 同

时, 作者发现使用完全多重网格 (FMG) 方法可以获得更好的加速效果. FMG 方法即对每一层网格上

的解都使用一个 W 型多重网格方法进行求解, 图 6 显示了一个四层网格方法的示意图. 文献 [97] 中

的算例展示了 FMG 方法在计算效率上的巨大提升.

此外,对于大矩数情形下的矩方法,还可在速度离散的方向上应用多重网格方法. 文献 [98]实现了

这一方案,即把M = ml 的情形当作细网格解,而把M = ml−1 的情形当成粗网格解,其中 ml−1 < ml.

该方法的基本思路与谱多重网格方法 [99] 类似,但实现中仍需使用同伦投影算法,这一方案在矩方法中

是极具特色的一项应用. 文献 [98]中经过大量实验,给出 ml−1 的一个较为合理的选取方式为 ⌈ml/2⌉,
图 7 显示了该方法的加速效果.

4 数值正则化矩方法的应用

如前文所述, 随着数值正则化矩方法, 对矩方法在理论、模型框架、数值算法等各方面作出的改

进, 原先制约矩方法应用的诸如全局双曲化、一般性的正则化方法和边界条件处理等问题, 有的已经

得到较为完整和系统的解决, 而有的尽管尚在继续研究探索, 但初步的结果也已经足以支持比以往更
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图 7 (网络版彩图) M = 10 时多重矩方法与单矩方法迭代效率比较, 其中 L+ 1 为总层数

Figure 7 (Color online) Efficiency comparison of the multilevel moment solver and the single level solver for M = 10,
where L+ 1 is the total levels

高矩数更大规模的矩方法计算.因此尽管数值正则化矩方法在理论和计算方法上都还有很大的提升空

间, 但它已经在稀薄流体 [52, 66]、微流 [59,60,96]、电子输运 [97,100∼104]、等离子体 [105,106]、密度泛函 [107]

等诸多领域产生了丰富的应用结果, 现一一列举如下.

4.1 稀薄流体

稀薄流体的数值模拟是矩方法最早关注的应用之一. 很多矩方法的早期工作, 如 Grad 13 矩方

法 [6] 等, 都是针对稀薄气体. 数值正则化矩方法同样也最先应用到了这个领域. 其初期的理论和计算

方法的工作如文献 [50,51,69,89]也大都用稀薄流体计算作为数值算例. 而文献 [52]在这些工作的基础

上, 通过对矩系统的正则化方法的改进, 将矩方法应用发展到了高速稀薄流体的数值计算和模拟. 文

献 [52] 首先将 Maxwell 迭代应用在无限矩系统上, 并以此来确定在具体的 Kn 数下的矩系数大小; 然

后在对矩做截断的时候用保留的低阶矩对舍弃的高阶矩的误差主项进行了估计,完成了对矩系统的封

闭; 并且,为便于在实际应用中实现, 上述较为复杂的正则化项都做了线性化处理. 文献 [90]则给出了

在多原子情形下的应用. 数值实验结果表明, 在一维激波管和激波结构的数值模拟中, 该正则化方法

对即便在马赫数高达 6.1的情况下,仅用 24矩模型即可给出令人满意的计算结果,参见文献 [90]中的

图 7 和 8.

4.2 微流

类似于稀薄流体的情形, 在微流领域, 当流体处于过渡区域 (0.1 < Kn < 10) 时, 传统的流体动力

学模型如 Euler方程组和 Navier-Stokes方程组很难准确地描述流体的状态,而矩方法作为 Boltzmann

方程的一种有效离散方式, 在微流的情形下也可以看作是一种传统流体方程组的扩展模型. 正和所有

的微流数值模型一样,有两个重要的问题必须得到解决,保双曲性和边界条件的处理. 保双曲性问题在

之前的一系列矩方法的理论和计算方法的工作 [50∼52,69,89] 中已经有较为完整的讨论,而在文献 [59,60]

中, 矩方法作为对 Shakhov 模型 Boltzmann 方程的离散方式被引入了微流计算领域, 并且较为详细地

讨论了对相应的边界条件的处理. 以上这些工作在文章 [108] 中进行了总结, 此外, 文献 [108] 在这些

工作的基础上, 提出了一个基于 Strang 分裂的二阶计算格式, 使得计算效率大大提高. 在文章 [108]

中, 对边界条件的处理也再一次被提及, 并且被重新表述为更容易理解的形式. 从文献 [108] 中的图 4
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和 5 可以看到, 随着矩阶数 M 的提高, 不论温度还是法向张力都有收敛的趋势. 而从文献 [60] 中相

同的测试可知收敛值和 DSMC 模拟的结果一致.

4.3 电子输运

描述电子在半导体材料中行为的一个重要方程是Wigner方程 [109],它可看作是 Boltzman方程的

一个推广. 由于其和 Boltzmann 方程的相似性, 将针对 Boltzman 方程求解的矩方法推广到对 Wigner

方程的求解也成为一个自然的想法. 事实上, 在矩方法建立的初期, 和矩方法的双曲正则化工作 [69]

几乎是同步的, 就已将这一结果发展到了 Wigner 方程的离散求解和双曲正则化当中 [100]. 随着矩方

法正则化研究的深入 [51], 以及受到矩方法在微流 [60]、稀薄流体 [52] 等方向上取得进展的启发, 在文

献 [60, 100] 等工作的基础上, 矩方法的研究工作在电子输运方向上也陆续有了突破. 文献 [104] 得到

了在硅纳米线材 (SNW) 的电子输运问题中的计算结果; 文献 [101] 使用正则化矩方法对 n+ − n− n+

型二极管做了数值模拟, 结果表明高阶矩模型计算方法能显著改善漂移 – 扩散模型的计算结果. 以上

结果均和 DSMC的数值结果进行了比较,并取得了一致.文献 [97]增强了高阶矩模型计算方法模拟电

子输运问题的稳定性, 并将文献 [96] 的工作推广到了电子输运领域, 提出了针对硅半导体数值模拟的

非线性多重网格求解器. 而文献 [103] 则进一步讨论了应用矩方法对一维的电子 – 光学声子散射模型

的离散. 该文分析了采用结合了矩方法的守恒型有限体积数值离散下散射矩阵的数学性质, 发现散射

矩阵的代数重数和相应的有向图的强连接个数是相同的,并给出了判断来自网格剖分的散射矩阵是否

不可约的判据, 从而为进一步理解散射算子离散开辟了新的思路.

最后, 文献 [102] 系统地提出了用于求解 Wigner 方程的矩模型数值方法, 并和传统的离散速度模

型的计算进行了比较. 其中对网格密度和矩阶数的系列数值收敛性测试,参见文献 [102]中的图 14. 该

图是分别用 5 至 15 阶矩求解带量子加速而不带散射项的一维 Wigner 方程的数值收敛性结果. 相比

经典方法, 当矩数小的时候, 我们同样能观察到数值结果的振荡, 但随着矩展开阶数的增加, 这些振荡

会渐渐消失, 并且矩模型的结果也关于矩展开阶数的增加而趋于离散速度模型得到的参考解. 这些数

值实验验证了矩方法用于数值求解 Wigner 方程的可行性和相对离散速度模型的高效性.

4.4 在等离子体和密度泛函领域的探索性工作

在等离子体计算领域, 由于 Vlasov 方程和 Boltzmann 方程具有相同的对流项, 因此当矩方法在

Boltzmann 方程的数值求解获得突破之后, 继续将其推广应用到求解 Vlasov 方程是一个自然的想法.

特别是当文献 [51, 69] 等一系列工作解决了守恒格式和全局双曲性之后, 当计算处于强列的非平衡

态时, 用充分高阶矩数进行计算也成为可能. 这一点在 Vlasov 方程的数值求解中显得格外重要. 文

献 [105]成功地将矩方法扩展到了求解 Vlasov方程,并且保证了质量和动量的守恒. 在 Vlasov-Poisson

和 Vlasov-Poisson-Boltzmann 方程的数值模拟中, 都能成功地捕捉到线性化朗道阻尼现象. 而在含碰

撞项的例子中, 更有趣的现象是当采用了不同宽度的空间网格 ∆x 之后, 计算结果得到的数值衰减率

和空间网格宽度呈几乎严格的线性关系,以至于文献能通过一系列计算结果精确地预报出和理论结果

非常吻合的衰减率.

之后的工作 [106] 进一步将基于矩方法的数值模拟扩展到了 Vlasov-Maxwell 方程, 并且在计算方

法上保证了电荷、动量和能量的守恒以及数值稳定性, 为矩方法进一步在等离子物理领域开展工作奠

定了基础.

在电子输运和半导体材料计算的工作开展的同时, 另一个研究的方向是考虑对稳态 Wigner 方程
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的数值算法, 这个问题是 DFT 和密度泛函领域的核心问题之一. 文献 [107] 在之前电子输运领域针对

带时间项 Wigner 方程矩方法离散的基础上, 完成了针对量子动理学矩系统的离散和封闭, 并且保证

了系统的全局双曲性. 在这个双曲矩系统下, Kohn-Sham 势能成为了该系统的一个非线性源项. 因此

有可能成为在 DFT 领域研究中一个代替求解 Kohn-Sham 方程的新思路.

4.5 应用领域研究的小结

总体而言,数值正则化矩方法在实际领域的应用还处于起步和初期阶段,但正如之前所述,在一些

对传统方法而言具有挑战性的重要研究问题上, 如微流、稀薄流体、半导体计算乃至等离子体和 DFT

问题上, 该方法都已经有了初步的结果, 并表现出强大的生命力. 有理由相信, 随着矩方法本身理论和

数值方法的完善, 以及各领域研究者对矩方法关注度的提高, 数值正则化矩方法作为一种全新的数值

化自动建模手段和计算方法, 势必在越来越多的实际问题和研究领域作出有意义的贡献.

5 小结与展望

如今矩方法在动理学领域不论是在模型发展上还是在数值模拟上都取得了一些进展,但距广泛的

工程应用还有较长距离. 在模型方面, 粘性正则化和全局双曲正则化分别解决了 Grad 矩方程组无光

滑激波结构的不足和双曲性缺失的不足, 但构造能同时解决这两个不足的方法有待研发2); 对于任意

阶 Grad 矩方程组及其各种正则化矩方程组, 在 Kn → 0 极限意义下的解的收敛性和在截断阶趋于无

穷向 Boltzmann 方程的逼近性都有待研究; 现有的动理学模型约简框架能保证所得方程组的双曲性,

但其他性质, 如稳定性、守恒性、熵条件等都仍缺乏有效的判定条件; 极大熵模型数学性质优良, 但数

值求解困难, 是否能构造极大熵近似模型, 在保留部分极大熵的数学性质的前提下使数值计算量可接

受, 也是一个有意义的研究方向.

在数值方法方面,已有的数值格式已经能用于模拟各类模型问题,但这些格式大都是低阶格式,如

何构造高效、可靠的高阶或高分辨率格式还是一个难题; 实际问题中不同区域流体稀薄程度可能相差

很大, 需要的矩方程组的方程个数也不相同, 构造根据流体稀薄程度自适应选择矩方程组的数值方法,

和矩方程组与其他模型,如 DSMC等耦合的数值方法在工程应用中将有实际意义;动理学模型约简框

架提供了推导双曲矩方程组的一般性方法,构造针对该框架的数值方法框架可以将模型推导和数值格

式构造一体化.

矩方法如今已在稀薄流体、微流、电子输运、等离子体和密度泛函等领域取得一定进展, 但这些

领域的进一步深入研究将是矩方法能否成功应用的关键, 如电子输运领域, 全局双曲正则化矩方法已

取得相当多的成果, 但在等离子体领域, 如何描述电磁场的作用还有待进一步的研究; 在其他领域, 如

颗粒流和量子气等领域, 矩方法都可能有广阔的应用前景.
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Abstract The moment method is not only a modeling tool that gives macroscopic fluid equations by reducing

kinetic equations, but also a numerical method for solving kinetic equations. It has been the subject of rapid

development, and in recent years has acquired widespread applications. In this paper, we review and summarize

the research development of moment methods in kinetic theory from the aspects of modeling, numerical methods,

and applications. First, we discuss the deficiencies of moment methods and summarize the remedy, where in

particular the regularized moment method and globally hyperbolic moment method are introduced, owing to the

wide interest regarding them. Subsequently, we investigate various numerical methods for solving moment equa-

tions, and highlight the numerical regularized method for moment equations of arbitrary orders. In addition, this

paper reviews the applications of moment methods in the fields of rarefied gases, microflows, electron transport,

plasma, and density functionals and presents an outlook regarding the future development of moment methods.

Keywords gas kinetic theory, moment method, hyperbolicity, regularization, model reduction, numerical sim-

ulation, application
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