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摘要 粒子群优化算法的理论分析和避免早熟一直是被重点研究的两个问题,但前者因复杂的动态

性而不得不在简化的系统条件下进行,后者因不可避免地引入形式多样的操作算子而增加了算法复

杂性,进而使得理论分析更加困难.对此,本文整理归纳出了大多数现有改进算法的位置更新方程之

间的共性规律,给出了统一形式,并由多阶随机差分方程简化为一阶随机差分方程,使得粒子搜索行

为控制和收敛性分析更为容易. 实验在具有代表性的算法上进行, 验证了对位置更新方程的统一和

简化过程的合理性,并表明本文方法性能更具有竞争力.
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1 引言

群体智能 (swarm intelligence) [1] 是人工智能中近年来发展迅速的研究方向, 其受大自然, 尤其受

生物系统的启发, 通过构建低层次的、分散的个体之间的简单交互行为而涌现出高层次的、集体的复

杂智能行为,具有高度的自组织、自适应性、非线性和涌现的系统特征,在没有集中控制且不提供全局

模型的前提下较其他方法具有明显的优势, 已被用于解决原来非常棘手的复杂问题, 包括许多 NP 难

问题. 粒子群优化 (particle swarm optimization, 简称 PSO) 算法是群体智能领域中最受瞩目的成果之

一,源于对鸟群觅食行为的模拟,由社会心理学家 Kennedy和电气工程师 Eberhart于 1995年提出 [2],

以形式简单和性能高效的特点, 赢得了研究者们的广泛关注, 涉及到数学、计算机科学、通信、自动控

制等多个领域. 其中, 有如下两方面问题被重点研究.

一方面问题是, 对 PSO 的理论分析, 如收敛性分析和工作机理研究. 对此, 自 PSO 被发明之后不

久, 就有不少研究者试图用传统数学工具定量分析粒子的运动轨迹以解释和了解粒子的搜索行为, 但

是, PSO 因存在很多变化成分以及各成员之间的相互影响而具有复杂的动态性, 使得研究者遇到了困
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难, 不得不在简化的系统条件下进行理论分析, 如: 不考虑位置更新方程中的随机数 [3, 4]; 粒子历史最

优位置和群体历史最优位置保持不变 [5∼7].

另一方面问题是, PSO 容易陷入局部最优 (或称为早熟), 尤其是对高维多极值的复杂问题. 对此,

已经有大量的研究者提出了成百上千种改进算法, 如改变参数取值 [8, 9], 改变拓扑结构 [10], 引入选择、

变异和交叉操作算子 [11], 与其他进化计算杂交 [12], 采用概率或物理现象模拟位置更新的方法 [13,14].

虽然, 其中几乎所有文献都声称其提高了 PSO 的性能, 但是, 他们不可避免地引入了新的数学或逻辑

操作算子, 增加了算法复杂性, 这使得对 PSO 的理论分析更加困难.

正如 PSO 发明人之一 Kennedy 所说的 “在粒子群研究中, 简约是一种美. 使粒子群回到其本质

并以此为出发点, 这也许将有助于我们更好地理解和改进之” [15], 本文将整理归纳出第二方面问题中

已有的大多数改进算法位置更新方程之间的共性规律,给出其统一形式,并简化之.这种统一且简化的

形式较这些改进算法不仅具有可媲美的性能表现,而且把在数学上令人费解的多阶随机差分方程简化

为一阶随机差分方程, 从而降低了第一方面问题的解决难度, 更为重要的是, 其清楚地描述了粒子的

搜索行为, 可为 PSO 进一步改进提供新的思路.

本文其余部分组织如下: 第 2 节介绍相关工作, 主要涉及到标准 PSO 和已有的改进算法的位置

更新方程, 第 3 节给出已有的大多数改进算法位置更新方程的统一形式, 第 4 节对位置更新方程的统

一形式进行了简化, 第 5 节是收敛性分析, 第 6 节是实验和讨论, 第 7 节是总结.

2 相关工作

2.1 标准 PSO 的位置更新方程

为了建立一个性能测试的基准,文献 [16]把带压缩因子 PSO [17] 规定为标准 PSO (Standard PSO,

由于其是在 Proceedings of the 2007 IEEE Swarm Intelligence Symposium 上被提出来的, 本文简称之

为 SPSO-SIS), 其速度和位置更新规则分别为式 (1) 和 (2):

Vi,d = χ ·
[
Vi,d +

φ

2
· rand1 · (Pi,d −Xi,d) +

φ

2
· rand2 · (Pn,d −Xi,d)

]
, (1)

Xi,d = Xi,d + Vi,d, (2)

其中, 下标 i 和 d 分别表示粒子和维度的序号; Vi,d 和 Xi,d 分别表示粒子 i 在 d 维上的速度和位置;

Pi,d 表示粒子 i 的历史最优位置的第 d 维; n 表示邻居中最优粒子的序号; Pn,d 表示邻居的历史最优

位置的第 d 维; χ 是压缩因子, 取近似值 0.72984; φ 是常数, 取值 4.1; rand 是服从均匀分布的范围为

[0,1]的随机数, 不同的下标表示随机数相互独立. 为了方便起见,把式 (1)和 (2)合并为一个位置更新

方程, 并去掉部分下标 i 和 d, 标上循环次数 t, 即有

X(t) = X(t− 1) + χ ·
{
V (t− 1) +

φ

2
· rand1 · [Pi −X(t− 1)] +

φ

2
· rand2 · [Pn −X(t− 1)]

}
. (3)

由于 PSO 隐喻着社会心理现象, 研究者们 [18, 19] 通常把压缩因子称为惯性因子 (记为 ω), 把式

(3) 展开后的 Pi −X(t− 1) 的系数 χ · φ
2 称为认知因子 (记为 C1), Pn −X(t− 1) 的系数 χ · φ

2 称为社

会因子 (记为 C2), 于是, 式 (3) 可改写为

X(t) = X(t− 1) + ω · V (t− 1) + C1 · rand1 · [Pi −X(t− 1)] + C2 · rand2 · [Pn −X(t− 1)]. (4)
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基于同样的目的, “Particle Swarm Central” 1) 也在 2006 年, 2007 年和 2011 年分别提供了不同版

本的标准 PSO (分别简称为 SPSO-2006, SPSO-2007 和 SPSO-2011), 由于其采用源码公开的形式, 这

为研究者们建立了更为直接和具体的测试基准. 这几种标准 PSO 各有优劣, 如 SPSO-SIS 比较简洁,

SPSO-2011 虽然在位置更新方程中处理了 “偏好” [20] 问题, 但增加了计算复杂性. 所以, 它们均被广

泛地用于 PSO 研究的对比算法中.

2.2 PSO 改进算法的位置更新方程

目前已有成百上千种 PSO 改进算法, 虽然策略多样, 但都是直接或间接地改变粒子的运动规则,

均离不开位置更新方程. 若以是否保留 SPSO-SIS中的位置更新方程 (3)或 (4)的形式为判断标准,这

些改进算法可以分为两类: 第 1 类为保持位置更新方程形式不变的算法, 第 2 类为改变位置更新方程

形式的算法.

2.2.1 保持位置更新方程形式不变

这一类算法通过改变位置更新方程中部分项的取值而改变粒子的运动,该类算法又可分为如下两

子类:

一是改变位置更新方程 (4) 的参数 ω, C1 和 C2 的取值, 例如: 采用新的参数值, 并在整个计算过

程中固定不变, 如 SPSO-2006 和 SPSO-2007; 把参数替换为随机数 [21]; 参数值随进化代数 (或适应度

评价次数) 而变化 [22]; 采用确定性判断准则或模糊逻辑, 以适应度或位置等反馈信息为条件, 适应性

地调节参数 [8, 23]; 采用优化算法对参数进行动态优化 [9].

二是在位置更新方程 (4) 执行之前或之后, 通过增加其他策略而影响式 (4) 中的 V (t − 1), Pi,

Pn, X(t), X(t−1), rand1 和 rand2 的取值,例如:修改通信拓扑,研究者们早期采用的是固定的单群体

拓扑 [24],后来吸纳了社会群体分工的思想,提出了多子群的通信拓扑 [25],并进一步采用了动态拓扑思

想, 使群体通信范围和方式动态性地变化 [10]; 采用其他进化计算中的选择、变异和交叉操作算子 [11],

甚至采用其他优化算法对粒子位置进行直接优化 [12]; 增加适应度评价策略 [26]; 改变速度或位置的边

界条件 [27]; 位置按维更新 [28].

2.2.2 改变位置更新方程形式

对很多研究者来说, 只改变 SPSO-SIS 位置更新方程中部分项的取值在大多数时候已经不能满足

他们的需求, 而且 PSO 模拟了鸟觅食行为, 具有社会心理学渊源和物理运动背景, 这也为他们改变位

置更新方程的形式提供了丰富的思想. 该类算法又可分为如下两子类, 其中的符号若未特别说明, 均

与 2.1 小节中含义相同.

第 1子类是,隐喻社会心理学中的学习思想,增、减或修改位置更新方程中的部分项.如:文献 [29]

提出了 FIPS (fully informed particle swarm) 算法, 认为粒子可以向更多的榜样学习, 位置更新方程为

X(t) = X(t− 1) + χ ·

{
V (t− 1) +

(
N∑

k=1

Wk · φk · randk

)
· [Pm −X(t− 1)]

}
, (5)

其中, Pm =
∑N

k=1 Wk·φk·randk·Pk∑N
k=1 Wk·φk·randk

, N 是当前粒子的所有邻居数, 且需要满足
∑N

k=1 Wk · φk = φ, Wk 是

其中第 k 个粒子的权重系数.

1) Particle swarm central [2016-03-14]. http://www.particleswarm.info.
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文献 [30, 31] 分别提出了 CLPSO (comprehensive learning particle swarm optimizer) 和 OLPSO

(orthogonal learning particle swarm optimization)算法,认为把邻居粒子最优位置和自身历史最优位置

按维进行组合, 可以形成更优秀的榜样 (标识为 P ), 位置更新方程为

X(t) = X(t− 1) + ω · V (t− 1) + C · rand · [P −X(t− 1)], (6)

其中, C 是系数. 在 P 的确定过程中, CLPSO 采用的是在邻域中随机择优的方式, OLPSO 采用的是

正交实验设计的方式.

文献 [32] 提出了 MLPSO (multi-layer particle swarm optimization) 算法, 认为粒子应该向各层次

粒子的历史最优学习, 位置更新方程为

X(t) = X(t− 1) + ω · V (t− 1) +
m−1∑
j=1

Nj∑
k=1

·φjk · randjk · [Pjk −X(t− 1)], (7)

其中, m 为群体的层次数, Nj 为在第 j 层次中的榜样数, Pjk 为在第 j 层次中的第 k 个榜样, 且满足

φjk = φ∑m−1
j=1 Nj

.

第 2 子类是, 抛弃或部分抛弃社会心理学中的学习思想, 采用概率或物理现象模拟位置更新的方

法. 如:文献 [33]提出了 BBPSO (bare bones particle swarm optimization)算法,采用概率模拟的方法,

位置更新方程为

X(t) = randn

(
Pi + Pn

2
, |Pi − Pn|

)
, (8)

其中, 式子右边表示满足 Gauss 分布的均值为 Pi+Pn

2 、标准差为 |Pi − Pn| 的随机数.

文献 [13, 14] 提出了 QPSO (quantum-behaved particle swarm optimization), 采用量子物理模型,

位置更新方程为

X(t) =


L+ α · |M −X(t− 1)| · ln

(
1

u

)
, k 6 0.5,

L− α · |M −X(t− 1)| · ln
(
1

u

)
, k > 0.5,

(9)

其中, L = ϕ · Pi + (1− ϕ) · Pg, g 是具有群体历史最优位置的粒子的序号, Pg 是群体历史最优位置; α

为系数; M = 1
N

∑N
j=1 Pj , N 是群体中粒子个数, Pj 是第 j 个粒子的历史最优位置; ϕ, k 和 u 表示满

足均匀分布、范围为 [0,1] 的随机数.

SPSO-2011为了克服原算法存在的坐标 “偏好” [20] 问题,通过在超球体中选取随机点的方式修改

位置更新方程为

X(t) = ω · V (t) +G+ ∥G−X(t− 1)∥ ·R, (10)

其中, G = X(t− 1) + C1·[Pi−X(t−1)]+C2·[Pn−X(t−1)]
3 , ∥ • ∥ 表示 Euclid 范数, R 表示以坐标原点为中心

的单位超球体中的随机点.

3 位置更新方程的统一形式

改进方法的千变万化说明了 PSO 具有丰富的源动力, 但这也给算法的理论分析带来了一定的难

度. 因此, 用一个统一形式描述这些算法的位置更新方程将是有益的.
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第 1 类算法虽然改变了 SPSO-SIS 位置更新方程中部分项的值, 但保留了位置更新方程的形式,

即式 (4), 展开该式右边, 可得

X(t) =
∑
j=1,2

aj ·X(t− j) +
∑
k=i,n

bk · Pk, (11)

其中, a1 = 1 + ω − C1 · rand1 − C2 · rand2, a2 = −ω, bi = C1 · rand1, bn = C2 · rand2.
第 2 类算法对 SPSO-SIS 的位置更新方程作了不同程度的修改. 从式 (5)∼(10) 中可以看出, 大多

数改进算法中新位置为 X(t− j) 和 Pk 的线性组合, 其中 X(t− j) 是当前粒子在第 t− j 次循环时的

位置, Pk 为粒子 k 的历史最优位置, 故可以改写为类似于式 (11) 的形式, 即

X(t) =
∑
j

aj ·X(t− j) +
∑
k

bk · Pk, (12)

其中, aj 和 bk 分别是 X(t− j) 和 Pk 的系数. 例如: FIPS 的位置更新方程式 (5) 可以改写为

X(t) = a1 ·X(t− 1) + a2 ·X(t− 2) +

N∑
k=1

bk · Pk, (13)

其中, a1 = 1 + χ− χ · (
∑N

i=1 Wk · φk · randk), a2 = −χ, bk = −χ ·Wk · φk · randk.
BBPSO 的位置更新方程式 (8) 可改写为

X(t) = bi · Pi + bn · Pn, (14)

其中, bi =
1
2 + randn, bn = 1

2 − randn, randn 表示满足标准 Gauss 分布的随机数.

但是,第 2类算法中也有少数因位置更新方程右边不是 X(t− j)和 Pk 的线性组合而无法写成式

(12) 的, 例如 SPSO-2011.

式 (11) 与 (12) 的区别在于后者的 j 和 k 可以取更少或更多的值, 前者是后者的一个特例, 因此

本文把式 (12) 作为大多数改进算法的位置更新方程的统一形式. 该统一形式表示了粒子的新位置是

该粒子历史位置和榜样历史最优位置的线性组合,蕴含了众 PSO的位置更新方程之间的共性规律.这

不仅为变化多样的 PSO 改进算法的理论分析和简化提供了一致的数学基础, 而且有利于促进对算法

的改进和对算法本质的研究.

4 位置更新方程的简化

虽然式 (12) 统一了大多数 PSO 改进算法的位置更新方程, 但是等式右边依然存在一些复杂因素

(如 “随机性的存在” 与 “粒子有记忆和智能” 所造成的复杂动态性), 对算法的理论分析仍然困难, 因

此有必要对式 (12) 进行简化.

从第 1 和 2 类算法的位置更新方程可以看出所有方程的右边系数之和均为 1, 即∑
j

ai +
∑
k

bk = 1. (15)

式 (15) 的成立有如下原因:

如果要使 PSO 具有较好的性能, 必须使得算法在运行末期具有如下条件: 第一, 各粒子的轨迹收

敛; 第二, 粒子群聚集; 第三, 各粒子的收敛位置是历史最优的. 前两个条件保证粒子群具有在某处集
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中搜索的能力 (即开采能力), 第 3 个条件保证粒子群是在历史最优位置开采的. 如果这 3 个条件不能

满足, 那么算法就会因无法在历史最优位置处精细搜索而不能获得较好的精度. 从上面 3 个条件容易

得到: 从轨迹收敛后的第 j 进化代数起, 总满足

X(t) = X(t− j) = Pk =常数. (16)

把式 (16) 带入式 (12) 即可以得到式 (15). 虽然式 (15) 是在粒子轨迹收敛后的情形得出的结果, 但是,

由于 aj 和 bk 与粒子的位置无关, 即它们与粒子轨迹是否已经达到收敛状态无关, 因此式 (15) 在算法

的整个运行过程中均成立. 相反地, 如果式 (15) 得不到满足, 那么算法的性能就得不到保证, 例如, 文

献 [34, 35] 因位置更新方程右边系数之和的绝对值小于 1 而具有原点 “偏好” 的缺陷.

若令

Q =

∑
k bk · Pk∑

k bk
, (17)

即 Q 为所有 Pk 的加权平均, 则式 (12) 可变为

X(t) =
∑
j

aj ·X(t− j) +

(∑
k

bk

)
·Q.

根据式 (15), 上式进一步变为

X(t) =
∑
j

aj ·X(t− j) +

1−
∑
j

aj

 ·Q = Q+
∑
j

aj · [X(t− j)−Q]. (18)

上式表明,我们可以这样得到粒子的新位置X(t): 粒子运动到 Q处,然后再从 Q处运动
∑

j aj · [X(t−
j)−Q], 其中, X(t− j)−Q 表示 Q 到 X(t− j) 的矢量.

由于在粒子的搜索过程中, 尤其是在搜索初期, 粒子的行为主要表现为探索, 其位置变化具有较

大的随机性, 因此
∑

j aj · [X(t − j) − Q] 也具有较大的随机性, 其时而为正时而为负, 可以简单地认

为,
∑

j aj · [X(t − j) −Q] 就是起一个扰动的作用. 因此, 我们可以假设粒子的新位置是以 Q 为中心

的, 即, 可把式 (18) 改写为

X(t) = Q+ rand(0), (19)

其中, rand(0) 表示均值为 0 的随机数. 因此, 粒子的搜索行为可以这样描述: 粒子以加权经验 Q 为中

心, 在其附近以一定概率随机搜索. 各 PSO 之所以不同, 就是因为它们具有不同的 Q 和概率分布. 下

面分析如何确定各 PSO 算法的 Q 和概率分布.

由于式 (17) 是 Q 的定义, 因此, Q 可以根据各 PSO 的位置更新方程来确定, 例如: 在 SPSO-SIS

中, 可根据式 (4) 或式 (11) 得到

Q =
C1 · rand1 · Pi + C2 · rand2 · Pn

C1 · rand1 + C2 · rand2
;

在 FIPS 中, 可根据式 (5) 或式 (13) 得到

Q =

∑N
k=1 χ ·Wk · φk · randk · Pk∑N

k=1 χ ·Wk · φk · randk
;

在 BBPSO 中, 可根据式 (8) 或式 (14) 得到 Q = ( 12 + randn) · Pi + ( 12 − randn) · Pn.
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下面进一步讨论该概率分布.

由于文献 [33, 36, 37] 表明 Gauss 分布在 PSO 中具有较好的寻优效果, 而且 Gauss 分布也是进化

计算中常用的变异方式, 因此, 可以把式 (19) 简化为

X(t) = Q+ randn(0), (20)

其中, randn(0) 表示满足 Gauss 分布且均值为 0 的随机数.

从式 (18) 的物理意义可以看出, 该 Gauss 分布的标准差与
∑

j aj · [X(t − j) −Q] 成正相关的关

系. 由于在粒子收敛之前, 其所有位置均是随机的, 因此可粗略地认为 Gauss 分布的标准差只与 Q 到

粒子上一次循环的位置 X(t− 1) 之差成正比, 即标准差为 C · |Q−X(t− 1)|, 其中 C 为系数. 故, 式

(20) 可进一步明确为

X(t) = Q+ randn(0, C · |Q−X(t− 1)|), (21)

其中, randn(0, C · |Q−X(t− 1)|) 表示满足 Gauss 分布的均值为 0、标准差为 C · |Q−X(t− 1)| 的随
机数. 由于在部分 PSO 算法中, 若式 (21) 中的 Q 与 X(t − 1) 相等, 则 X(t) 将直接取值为 Q, 这会

对粒子的搜索行为不利, 例如会使得 SPSO-SIS 中群体最优粒子一直停止于其历史最优位置, 直到有

其他粒子更新为群体最优粒子为止, 所以, 为了处理这种不期望的现象, 本文再作如下简单处理: 如果

Q 与 X(t− 1) 相等, 则在邻域内随机选取一个粒子的位置代入式 (21) 中的 X(t− 1).

可见, 式 (21) 较式 (12): 使粒子的运动行为更为容易理解, 即粒子以加权经验 Q 为中心、以满足

标准差正比于 C · |Q−X(t− 1)| 的 Gauss 分布进行随机搜索, 通过调节参数 C 可以方便地控制粒子

的搜索范围; 把多阶随机差分方程简化为一阶随机差分方程, 使得收敛性分析更为容易.

5 收敛性分析

已有一些文章分析了 SPSO-SIS的收敛性 [3∼7],但是由于相互作用的粒子众多和随机性强等原因,

这些文章大多数只研究了一个粒子、一维、历史最优位置不变并且没有随机数的简化系统. 而且, 虽

然 SPSO-SIS 已经有很多改进版本, 但是几乎所有的改进版本都不可避免地增加了新的策略而使算法

更为复杂, 也正是这个原因, 它们大多数没有给出算法的收敛性分析.

本文不仅就大多数 PSO 算法给出了作为进化核心规则的位置更新方程的统一形式, 而且对其进

行了简化. 因此, 本文不仅能够在上述简化系统中分析算法的收敛性, 而且将考虑随机性的影响, 即把

系统条件扩展为一个粒子、一维、加权经验 Q 不变和包含随机数. 为了讨论方便, 下面仍将去掉所有

的下标, 即粒子位置表示为 X(t).

设粒子的初始化位置为 X(0), 由式 (21) 可以递推得到粒子在第 t 代时的位置为

X(t) = Q− (−1)tCt · [Q−X(0)] ·
t∏

n=1

randn(n), (22)

其中, randn(n), n = 1, 2, 3, . . . , t,表示相互独立的满足标准 Gauss分布的随机数. 由式 (22)可知, X(t)

收敛的充分必要条件为

lim
t→+∞

(−1)tCt · [Q−X(0)] ·
t∏

n=1

randn(n) = 0,
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即

lim
t→+∞

Ct ·
t∏

n=1

randn(n) = 0.

若记

Y = Ct ·
t∏

n=1

randn(n),

则, Y 的期望值为 E(Y ) = 0, Y 的方差为

D(Y ) = E
(
[Y − E(Y )]2

)
= E(Y 2) = E

(
C2t ·

t∏
n=1

randn(n)2

)
= C2t ·

t∏
n=1

E(randn(n)2). (23)

因 randn(n)2 的概率密度函数为 f(x) = 1√
2π

x− 1
2 · e− x

2 , 故有

E(randn(n)2) =

∫ +∞

0

x · f(x)dx =

∫ +∞

0

x · 1√
2π

x− 1
2 · e− x

2 dx = 1.

把上式代入式 (23), 得到 Y 的方差为 D(Y ) = C2t. 则, 根据 Chebyshev 不等式有: 对任意一个 ε > 0,

均满足

Pr(|Y | > ε) 6 C2t

ε2
.

因此, 要使 Y 依概率收敛于 0, 需要有 limt→+∞
C2t

ε2 = 0, 即 |C| < 1.

又由于 Y 收敛是 X(t) 收敛的充分必要条件, 故有, 当 |C| < 1 时, 粒子位置 X(t) 依概率收敛到

稳定点 Q.

结合式 (21), 很容易理解粒子的轨迹为: 当满足 |C| < 1 时, 粒子会以 Q 为中心振荡, 并且其振幅

会越来越小,也就是粒子在前期会探索一个较大的区域,然后会慢慢地在 Q周围的一个较小的区域开

采, 并最终依概率收敛到 Q. 值得注意的是, 由于 Chebyshev 不等式自身是比较粗糙的, 所以 |C| < 1

只是粒子位置 X(t)依概率收敛到 Q的充分条件,但这已能够确保采用统一及简化的位置更新方程的

算法的收敛性.

上述收敛性分析的目的是发现式 (21) 中参数 C 的边界, 即如何使得参数 C 保证粒子的轨迹收

敛, 而不发散. 这种收敛性分析在部分文献中也被称为稳定性分析 [5]. 除此之外, 局部收敛性和全局

收敛性也是算法的一个重要性质, 分别描述了算法收敛到局部最优和全局最优的能力. PSO 算法除了

位置更新方程外, 还可以有很多其他策略,如重新初始化、扰动群体最优粒子等, 由于本文所研究的位

置更新方程的统一和简化, 并不涉及和限制这些策略的使用, 所以算法的局部收敛性或全局收敛性的

分析需要结合具体算法来进行. 例如, 文献 [38] 提出了一种随机 PSO 算法, 其为了保证全局收敛, 采

用了重新初始化群体历史最优粒子的策略, 并基于 Solis 和 Wets 对随机优化算法提出的全局收敛条

件 [39] 进行了理论证明; 若该随机 PSO 算法采用统一及简化的位置更新方程, 由于其已有的重新初始

化群体历史最优粒子的策略并不会受到影响,所以该策略依然会使得该算法满足文献 [39]中的全局收

敛条件, 确保该算法全局收敛.

6 实验及讨论

本文设计了两个实验,实验一旨在通过测试统一及简化的位置更新方程与原算法的位置更新方程

的相似性来验证本文统一和简化过程的合理性,实验二旨在通过比较采用统一及简化位置更新方程的

算法与原算法的性能表现来验证本文方法的实用性.
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6.1 实验一: 测试统一及简化过程的合理性

6.1.1 实验设计

在保持算法其他条件完全一样的条件下,统一及简化的位置更新方程与原算法的位置更新方程的

相似性可以通过粒子群的搜索行为的相似性来准确判断, 但是, 粒子群中复杂的动态性会使得对粒子

群搜索行为的相似性的判断非常困难. 因此, 本文将用一种简化的判断方式, 即, 把粒子群的搜索行为

近似地表示为粒子群轨迹的收敛过程,用粒子群轨迹收敛过程的相似性来近似地判断位置更新方程的

相似性. 其中, 粒子群轨迹收敛的计算将借鉴文献 [40] 中的方法, 即在进化代数 t+ 1 时, 其值为

Conv(t) =
1

N

N∑
i=1

∥Xi(t)−Xi(t− 1)∥, (24)

其中, N 为粒子数, Xi(t) 和 Xi(t− 1) 分别为粒子 i 在进化代数 t 和 t− 1 时的位置, ∥ • ∥ 表示 Euclid

范数.

为了较全面地对本文所提出的思想进行验证, 本实验选择了下面 10 种被广泛使用的或较为新颖

的算法: (1) Standard PSO from IEEE Swarm Intelligence Symposium (SPSO-SIS) [16], (2) Standard

PSO 2007 in Particle Swarm Central (SPSO-2007), (3) Cooperative PSO (CPSO) [28], (4) PSO with

general fitness evaluation strategy (PSO-GFES) [26], (5) Fully informed particle swarm (FIPS) [29], (6)

Comprehensive learning PSO (CLPSO) [30], (7) Orthogonal learning PSO (OLPSO) [31], (8) Multi-layer

particle swarm optimization (MLPSO) [32], (9) Bare bones PSO (BBPSO) [33], (10) Quantum-behaved

particle swarm optimization (QPSO) [13, 14]. 其不仅具有代表性, 而且包含了已有的改进算法的全部分

类: 算法 (1) 和 (2) 属于保持位置更新方程形式不变类的第 1 子类, 算法 (3) 和 (4) 属于保持位置更

新方程形式不变类的第 2 子类, 算法 (5)∼(8) 属于改变位置更新方程形式类的第 1 子类, 算法 (9) 和

(10) 属于改变位置更新方程形式类的第 2 子类.

为了测试的公正性, 所有算法的参数设置均同对应的参考文献, 除了需要进一步明确的如下设置

外: FIPS 的粒子数依据文献 [16] 设置为 50; MLSPO 和 QPSO 的速度限制设置为不超过 1/2 空间可

行域; SPSO-SIS, PSO-GFES, FIPS, CLPSO, OLPSO, MLPSO, BBPSO和 QPSO 允许粒子越界, 但按

维进行越界判断, 若越界则反复更新该维, 直到该维不越界为止; 因对位置越界的考虑而一般无法预

设进化代数, OLPSO和 QPSO中的原有按进化代数递减的参数修改为按适应度评价次数递减; CPSO

选取文献 [28]中表现最好的 CPSO-H; PSO-GFES选取文献 [26]中表现最好的 PSO-P5算法; FIPS选

取文献 [29] 中获得最高成功率的采用 U-Ring 拓扑的 FIPS; OLPSO 选取文献 [31] 中表现最好的采用

Ring拓扑的 OPLSO-L; MLPSO选取文献 [32]中表现最好的采用 U-Ring拓扑的 MLPSO-6L; BBPSO

选取文献 [33]中表现最好的具有交互概率和随机邻居的算法; QPSO依据文献 [14]采用线性递减的收

缩膨胀系数; 采用 Matlab 双精度浮点数运算, 计算结果若小于 1E−16, 均按 “0” 处理; 依据文献 [16],

算法停止条件设置为适应度评价 300000 次, 最终实验结果采用独立运行 30 次后的平均值.

上述算法各自对应着式 (21) 的一个具体形式. 为了方便起见, 本文在上述算法的缩写符号前加

上前缀 “US-” (即 Unified and Simplified 的缩写) 用以表示上述算法在采用式 (21) 后的算法, 如 US-

SPSO-SIS 表示采用式 (21) 的 SPSO-SIS. 为了充分观察式 (21) 中参数 C 的影响, 且考虑到参数 C 的

符号对式 (21) 的结果无影响, 本实验对参数 C 的如下 4 种取值进行了测试: 0.0, 0.5, 1.0 和 1.5. 为了

测试的公平性, 所有这些算法的其他参数设置均同对应原算法的设置.

实验采用 10 个常用于优化算法比较的基准函数 [16, 30], 其中有 2 个单峰函数、4 个多峰函数和 4
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表 1 实验中的基准函数

Table 1 Benchmark functions in the experiments

Function x∗ f(x∗) Feasible bound Initialization range

Sphere (unimodal):

f1(x) =
∑D

i=1 x
2
i 0D 0 [−100, 100]D [50, 100]D

Rosenbrock’s (unimodal):

f2(x) =
∑D−1

i=1 [100(x2
i − xi+1)

2 + (xi − 1)2] 1D 0 [−30, 30]D [15, 30]D

Ackley’s (multimodal):

f3(x) = −20exp(−0.2
√

1
D

∑D
i=1 X

2
i )

−exp( 1
D

∑D
i=1 cos (2πxi)) + 20 + e 0D 0 [−32, 32]D [16, 32]D

Griewanks’s (multimodal):

f4(x) =
∑D

i=1
x2
i

4000
−

∏D
i=1 cos (

xi√
i
) + 1 0D 0 [−600, 600]D [300, 600]D

Rastrigin’s (multimodal):

f5(x) =
∑D

i=1[x
2
i − 10 cos (2πxi) + 10] 0D 0 [−5.12, 5.12]D [2.56,5.12]D

Schwefel’s (multimodal):

f6(x) = 418.9829D −
∑D

i=1 xi sin (|xi|
1
2 ) 0D 0 [−500, 500]D [−500, −250]D

f7, f8, f9 and f10:

f7, f8 and f9 are f3, f4 and f5 under coordinate rotation using Salomon’s algorithm [37], respectively;

f10 is f6 rotated by the methods in Ref. [30].
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图 1 SPSO-SIS 与 US-SPSO-SIS 轨迹收敛过程

Figure 1 Convergence in SPSO-SIS and US-SPSO-SIS

图 2 SPSO-2007 与 US-SPSO-2007 轨迹收敛过程

Figure 2 Convergence in SPSO-2007 and US-SPSO-2007

个进行坐标旋转后的函数,函数的名称、形式、理论全局最优位置 x∗、理论极值 f(x∗)、搜索范围以及

粒子位置的初始化范围见表 1, 其中的 D 表示基准函数的维数, 在实验中取值 30.

6.1.2 实验结果及讨论

实验结果如图 1∼10 所示, 其中, 为了方便显示, 各算法的粒子群轨迹收敛过程在所有基准函数

上的测试结果按如下计算方式被综合在了一张图上: MConv = {
∏F

f=1[
1
R

∑R
r=1 Convf,r(t)]}

1
F , 其中,

Convf,r(t) 表示按式 (24) 计算得到的在第 r 次独立测试第 f 个基准函数时的第 t 进化代数时的粒子

群轨迹收敛值, R 为独立测试总次数 (即 30), F 为基准函数总数 (即 10). 下面总结该实验结果所显示

的几个现象, 并逐一讨论之.
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图 3 CPSO 与 US-CPSO 轨迹收敛过程

Figure 3 Convergence in CPSO and US-CPSO

图 4 PSO-GFES与 US-PSO-GFES 轨迹收敛过程

Figure 4 Convergence in PSO-GFES and US-PSO-GFES
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Figure 5 Convergence in FIPS and US-FIPS

图 6 CLPSO 与 US-CLPSO 轨迹收敛过程

Figure 6 Convergence in CLPSO and US-CLPSO
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图 7 OLPSO 与 US-OLPSO 轨迹收敛过程

Figure 7 Convergence in OLPSO and US-OLPSO

图 8 MLPSO 与 US-MLPSO 轨迹收敛过程

Figure 8 Convergence in MLPSO and US-MLPSO

(1) 在采用统一及简化的位置更新方程的算法中, 当 C 为 0.0, 0.5 和 1.0 时, 所有算法的粒子群轨

迹随进化而收敛, 其收敛速度随着 C 值的增加而减小. 这是因为: 正如第 5 节结论一样, |C| < 1 是粒

子位置依概率收敛的充分条件; C 值的大小控制着式 (21) 中的 Gauss 分布的标准差, 其值越大, 粒子

的新位置远离 Q 的概率越大.

(2) 有 1 对算法的收敛过程基本相同: BBPSO 与 US-BBPSO (C = 0.0). 这是因为当 C = 0.0 时,

1686



中国科学 : 信息科学 第 46 卷 第 11 期

0 5000 10000 15000

BBPSO

US-BBPSO (C=0.0)

US-BBPSO (C=0.5)

US-BBPSO (C=1.0)

US-BBPSO (C=1.5)

C
o
n

v
er

g
en

ce
 m

ea
su

re
 v

al
u
e

10−10

10−5

100

105

Evolutionary generation

0 5000 10000 15000

QPSO

US-QPSO (C=0.0)

US-QPSO (C=0.5)

US-QPSO (C=1.0)

US-QPSO (C=1.5)

C
o
n
v
er

g
en

ce
 m

ea
su

re
 v

al
u
e

10−20

10−10

100

1010

Evolutionary generation

图 9 BBPSO 与 US-BBPSO 轨迹收敛过程

Figure 9 Convergence in BBPSO and US-BBPSO

图 10 QPSO 与 US-QPSO 轨迹收敛过程

Figure 10 Convergence in QPSO and US-QPSO

US-BBPSO 与 BBPSO 具有相同的位置更新方程, 即两算法是完全一样的, 图 9 中的收敛过程的细微

差异是因为位置更新方程中的随机数在各独立测试中具有不同的值.

(3) 有 5 对算法的收敛过程相似: SPSO-SIS 与 US-SPSO-SIS (C=1.0), SPSO-2007 与 US-SPSO-

2007 (C = 1.0), PSO-GFES与 US-PSO-GFES (C = 1.0), CLPSO与 US-CLPSO (C = 1.0), MLPSO与

US-MLPSO (C = 1.0). 这是因为, 在这些算法中, 统一及简化的位置更新方程是由原位置更新方程推

理而得, 二者使粒子具有类似的位置更新行为.

(4)有 4对算法的收敛过程有较大差异,但原算法仍介于两不同 C 值的统一及简化位置更新方程

的算法之间: CPSO 介于 US-CPSO 的 C = 1.0 时与 C = 1.5 时之间; FIPS 介于 US-FIPS 的 C = 1.0

时与 C = 1.5时之间; OLPSO介于 US-OLPSO的 C = 0.0时与 C = 1.5时之间; QPSO介于 US-QPSO

的 C = 0.0时与 C = 1.0时之间. 这是因为,不同的位置更新方程应该具有不同的位置分布规律,而本

文方法均采用 Gauss 分布, 这单一的概率分布不可能正确匹配所有原算法, 而且本文简化了该 Gauss

分布的标准差, 这更是加大了本文方法和原算法之间的差异. 但是, 即便如此, 由于原算法的收敛过

程介于两不同 C 值的统一及简化位置更新方程的算法之间, 所以可以通过调节 C 值在一定程度上

减少各对算法收敛过程的差异, 例如图 11 显示了 CPSO 与 US-CPSO (C = 1.4)、FIPS 与 US-FIPS

(C = 1.15)、OLPSO 与 US-OLPSO (C 为 1.2 随适应度评价次数线性递减至 0)、QPSO 与 US-QPSO

(C 为 0.8 随适应度评价次数线性递减至 0) 相似, 这种收敛的可调节性正是采用统一及简化的位置更

新方程 (21) 所带来的益处.

综上, 本文方法可以通过调节 C 值而方便地控制粒子群轨迹的收敛过程, 使之与原算法相似; 同

时, 本文方法因采用简化的概率分布而与原算法并不具有完全相同的收敛过程, 但是, 需要注意到, 因

为粒子群具有复杂的动态性, 完全去除这种差异是非常困难的, 也是意义不大的. 因此, 本实验验证了

本文对位置更新方程的统一和简化过程的合理性, 并表明了其在调节粒子群轨迹收敛上的优势.

6.2 实验二: 性能测试

6.2.1 实验设计

本实验将把式 (21) 中参数 C 设置为较为理想的值, 对采用统一及简化位置更新方程的算法与原

算法在性能上进行比较. 本实验仍采用实验一中的算法和基准函数, 并参考实验一的结果, 为了让粒

子群在进化初期具有较慢的轨迹收敛性以利于探索, 在后期具有较快的收敛性以利于开采, C 值设置

为随适应度评价次数从 CMax 线性递减到 CMin, 其中, CMin 统一设置为 0, CMax 设置为实验一图 1∼

1687



胡建等: 粒子群优化算法位置更新方程的统一及简化

0 5000 10000 15000

CPSO
US-CPSO (C=1.4)
FIPS
US-FIPS (C=1.15)

OLPSO

US-OLPSO (C=1.2 to 0)
QPSO
US-QPSO (C=0.8 to 0)

C
o
n
v
er

g
en

ce
 m

ea
su

re
 v

al
u
e

10−10

10−15

10−5

100

105

Evolutionary generation

图 11 调节 C 值可减少各对算法轨迹收敛过程的差异

Figure 11 Reduce the difference of convergence by adjusting the value of C

10中的收敛值略大于原算法的 C 值,具体为: US-BBPSO的 CMax 分别设置为 0.5, US-QPSO的 CMax

设置为 1.0, 其余算法的 CMax 设置为 1.5.

6.2.2 实验结果及讨论

表 2显示了各算法在各基准函数上实验结果的收敛精度,并采用文献 [16]中建议的 Bonferroni方

法 [41] 就各对算法在所有测试函数上的结果进行了显著性测试, 其显著性水平设置为 0.05, 显著性测

试结果表示在 “Significance” 行中, 其中 “1” 和 “−1” 分别表示采用本文方法的结果显著性优于和差

于原算法的结果, “0” 表示二者之间不存在显著性差异.

统计表 2 中各对算法的显著性测试结果, 可以得到: US-SPSO-SIS 在 4 个函数上显著地优于

SPSO-SIS; US-SPSO-2007 在 5 个函数上显著地优于 SPSO-2007, 在 1 个函数上显著地差; US-CPSO

在 1 个函数上显著地优于 CPSO, 在 1 个函数上显著地差; US-PSO-GFES 在 1 个函数上显著地优于

PSO-GFES; US-FIPS 在 4 个函数上显著地优于 FIPS, 在 2 个函数上显著地差; US-CLPSO 在 2 个

函数上显著地优于 CLPSO, 在 1 个函数上显著地差; US-OLPSO 在 2 个函数上显著地优于 OLPSO;

US-MLPSO在 3个函数上显著地优于 MLPSO,在 2 个函数上显著地差; US-BBPSO在 1 个函数上显

著地优于 BBPSO; US-QPSO与 QPSO在所有函数上均没有显著性差异.因此,在整体上,本文方法较

原算法在性能上有所提高. 原因之一是, 正如实验一所验证的那样, 统一及简化的位置更新方程可以

让粒子具有与原位置更新方程相类似的搜索行为, 这为本文方法的性能表现提供了基础. 更为重要的

原因是, 本文方法的位置更新方程中只有一个参数 C, 较原算法更为容易控制粒子的搜索行为: C 值

随粒子群进化过程从大到小变化, 可使粒子从探索行为逐渐过渡到开采行为, 这既可避免前期的早熟,

又可提高后期的收敛精度.

7 总结

本文整理归纳了在已有的大多数 PSO 改进算法的位置更新方程之间的共性规律, 给出了统一形

式, 并对其进行了简化, 认为粒子的搜索行为是: 粒子以加权经验 Q 为中心、以满足标准差正比于

C · |Q−X(t− 1)| 的 Gauss 分布进行随机搜索. 这种统一及简化的位置更新方程通过调节参数 C 可

以方便地控制粒子的搜索范围, 同时, 把多阶随机差分方程简化为一阶随机差分方程, 使得收敛性分

析更为容易. 实验在具有代表性的算法上进行, 结果不仅验证了本文对位置更新方程的统一和简化过

程的合理性, 同时也体现了本文方法性能更有竞争力.
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表 2 30 次独立实验的平均结果

Table 2 Mean fitness for all problems after 30 trails

Algorithm f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10

SPSO-SIS 0.00E+00 9.21E+00 6.99E−15 4.93E−04 5.21E+01 3.68E+03 1.72E−01 4.93E−04 5.85E+01 5.61E+03

SU-SPSO-SIS 0.00E+00 2.49E+01 6.28E−14 5.75E−04 1.27E+01 1.27E+03 4.48E−02 2.47E−04 4.09E+01 3.94E+03

Significance 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1

SPSO-2007 0.00E+00 2.60E+00 9.65E−01 1.64E−02 4.61E+01 4.50E+03 1.31E+00 1.77E−02 5.04E+01 6.18E+03

SU-SPSO-2007 0.00E+00 7.93E+01 1.87E+01 5.00E−03 1.10E+01 2.44E+03 5.21E−15 4.51E−03 3.37E+01 3.41E+03

Significance 0 0 −1 0 1 1 1 0 1 1

CPSO 0.00E+00 1.84E+01 4.61E−14 1.67E−02 0.00E+00 3.51E+03 1.96E+01 4.42E−02 2.41E+02 7.82E+03

SU-CPSO 0.00E+00 1.42E+01 2.94E−13 3.58E−02 1.32E+01 3.11E+03 1.97E+01 5.40E−02 2.41E+02 7.08E+03

Significance 0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0

PSO-GFES 0.00E+00 3.38E+01 7.34E−15 0.00E+00 6.63E−02 1.59E+03 7.58E−15 0.00E+00 2.99E+01 3.85E+03

SU-PSO-GFES 0.00E+00 5.00E+01 1.09E−14 1.70E−07 6.89E−08 1.70E+02 1.32E+00 7.40E−04 3.33E+01 3.31E+03

Significance 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

FIPS 3.52E−15 2.42E+01 1.11E−08 3.50E−05 5.85E+01 1.40E+03 1.42E−08 2.04E−06 1.18E+02 4.08E+03

SU-FIPS 0.00E+00 2.58E+01 1.69E−13 1.32E−05 4.32E+01 5.61E+03 1.89E−13 1.23E−04 7.66E+01 3.94E+03

Significance 0 −1 1 0 1 −1 1 0 1 0

CLPSO 0.00E+00 7.79E+00 7.70E−15 0.00E+00 0.00E+00 5.49E+02 1.79E−11 4.37E−08 2.92E+01 3.46E+03

SU-CLPSO 0.00E+00 2.30E+01 8.64E−15 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.47E−15 2.16E−09 2.89E+01 2.34E+03

Significance 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 1

OLPSO 0.00E+00 7.78E+00 4.72E−11 0.00E+00 1.22E−06 1.63E+03 7.66E−10 1.16E−06 3.45E+01 5.04E+03

SU-OLPSO 0.00E+00 3.76E+00 5.16E−14 0.00E+00 6.63E−02 5.13E+01 1.20E−13 2.24E−08 3.47E+01 3.61E+03

Significance 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

MLPSO 0.00E+00 1.64E−04 3.55E−15 0.00E+00 1.47E+01 3.62E+03 3.55E−15 4.93E−04 1.53E+01 5.06E+03

SU-MLPSO 0.00E+00 2.39E+01 7.82E−15 2.47E−04 1.04E+01 7.45E+03 8.05E−15 7.39E−04 8.76E+00 3.84E+03

Significance 0 −1 0 0 1 −1 0 0 1 1

BBPSO 0.00E+00 3.05E+01 7.11E−15 0.00E+00 1.08E+01 1.12E+03 6.99E−15 1.98E−10 7.63E+01 4.13E+03

SU-BBPSO 0.00E+00 2.99E+01 6.99E−15 0.00E+00 1.12E+01 6.44E+02 7.11E−15 1.32E−09 7.53E+01 3.88E+03

Significance 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

QPSO 0.00E+00 2.76E+01 7.22E−15 2.24E−02 1.83E+01 2.04E+03 7.11E−15 9.60E−03 2.55E+01 3.63E+03

SU-QPSO 0.00E+00 2.89E+01 8.41E−15 1.09E−02 1.92E+01 3.84E+03 7.58E−15 8.36E−03 2.70E+01 3.16E+03

Significance 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

据我们所知, PSO 中位置更新方程的统一及简化在已有文献中尚未研究, 虽然本文提出了一些思

路, 但该问题仍然是开放的, 仍然还有很多方面值得研究, 如:

(1) 统一及简化位置更新方程并不影响和限制算法的其他策略的使用, 把其与一些新的智能优化

算法中的有效策略 (如文献 [42] 提出的负相关搜索策略) 进行组合研究, 算法有望获得更好的优化

性能.

(2) 从式 (21) 的形式, 可以隐约地看见进化策略 [43] 与差分进化 [44] 的 “影子”, 对其进一步研究

可能会在 PSO 与其他进化计算之间搭起一座 “桥梁”.
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Abstract Particle swarm optimization (PSO) has been a popular research area in artificial intelligence tech-

nology, where the two issues of theoretical analysis and premature convergence have been the focus of attention.

However, due to the complex dynamics of a particle swarm, the former was conducted only for simplified systems.

The latter has only been addressed by introducing some additional operations, which inevitably increases the

complexity of PSO and complicates the theoretical analysis. This paper proposes a unified and simplified rule

for position updating in the existing algorithms as an attempt to solve the above-mentioned problems. This rule

simplifies the multiple-order stochastic difference equation to a first-order stochastic difference equation, and facil-

itates the analysis of the convergence and control of the search behavior of particles. Experiments were conducted

on some representative algorithms, and the results verified the correctness of the unification and simplification of

position updating formulas, which also performed more competitively.

Keywords particle swarm optimization (PSO), swarm intelligence, artificial intelligence, evolutionary compu-

tation, convergence
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