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摘要 量子计算, 由于其在大整数分解等问题上所显示出来的强大计算能力, 被认为是一种可能对

未来产生颠覆性影响的新型计算模型, 它为一些困难的计算问题的解决提供了新的思路. 本文围绕

着量子算法、量子计算复杂性、量子程序理论、量子电路、量子密码学等研究方向, 对近 20 年来量

子计算所取得的一些重要进展进行了全面综述, 希望能够为从事相关研究工作的学者提供参考. 同

时本文还列出了上述研究方向中一些相对重要的研究问题, 抛砖引玉, 希望能够推动其中一些问题

的研究乃至解决.
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1 引言

量子计算被认为是一种可能对未来产生颠覆性影响的新型计算模型,它为一些困难的计算问题的

解决提供了一种新的思路, 同时量子密码具有不依赖问题难解性假设 (例如 P̸=NP) 的可证明安全性,

关于量子计算的研究日益得到学术界和工业界的重视.

量子计算的思想最早由 Feynman 在 20 世纪 80 年代提出, Deutsch [1] 定义并研究了量子图灵机

和量子电路模型. 1993 年 Bernstein 和 Vazirani [2] 开始考虑量子图灵机的计算复杂性问题, 同年姚期

智 [3] 证明了量子电路模型与量子图灵机在计算复杂性上等价, 从而完成了量子计算机的理论奠基. 早

期的量子算法研究包括 Deutsch-Jozsa 算法 [4], Simon 算法 [5] 等. Shor [6] 在 1994 年提出的大整数分

解的量子多项式时间算法和 Grover [7] 在 1996年提出的无序数组元素查找的快速量子算法,分别比相

应的经典算法具有指数量级和平方量级的加速,这些工作都展示出了量子计算潜在可能的超越经典计

算的能力.

为了厘清量子计算的能力到底能否真正意义上超越经典计算, 最近 20 年间学者们对量子计算展

开了更加深入和系统研究, 取得了诸多重要的进展, 例如提出并发展了基于量子随机游走 [8] 和振幅放

大 [9] 等的新型量子算法设计技术, 在求解线性方程组等多个计算问题上设计了对数量级计算复杂性

的新型量子算法 [10, 11], 使用半正定规划等工具给出了量子判定树复杂性的精确刻画 [12, 13], 证明了量

子交互式证明系统的计算能力和多项式空间的计算能力等价 [14] 等, 此外在密码学领域还提出了设备
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无关的量子密钥分发 [15,16] 等新的研究方向. 这些工作使得我们对量子计算的能力有了新的认识, 同

时也加深了我们对于经典计算的理解.

关于量子计算的很多重要的科学问题还远未解决, 对很多问题目前的研究还非常有限, 例如量子

计算机多项式时间能否解决经典计算机在多项式时间所不能求解的问题, 即 BQP 是否等于 BPP? 像

P vs. NP 问题一样, 这一问题的解决需要对量子多项式时间所能计算的问题的内部结构有充分的了

解及刻画, 这方面研究还有很长的路要走. 一些相对简单的计算模型下 (例如判定树模型、通信模型)

量子算法比经典算法的优势极限到底有多大目前也尚不清楚,此外量子计算机所需要使用的量子程序

和量子软件也还有很多核心问题没有能够解决, 目前还没有可以实用的设备无关的量子密码机制. 上

述这些问题都有待进一步探索.

量子计算是一个非常广阔的研究领域,本文限于篇幅,将集中围绕量子计算复杂性、量子算法、量

子电路、量子软件与程序理论和量子密码学等 5 个方面对量子计算近年来国内外的发展现状做系统

性的介绍, 并在此基础上提出未来五到十年一些需要重点开展研究的具体方向. 关于量子计算另外的

几个重要的研究方向,包括量子体系结构、量子通信、量子器件以及量子调控等在本文中未能涉及. 本

文的组织如下: 文章共分 4 部分, 其中第 1 节引言, 第 2 节按照量子计算复杂性、量子算法、量子电

路、量子软件与程序理论、量子密码学等 5 个方向综述近年来国内外的研究进展, 第 3 节提出未来量

子计算的一些重要研究方向和研究问题, 第 4 节将对全文进行总结.

2 国内外发展动态与现状分析

2.1 量子计算复杂性

(1) 量子多项式时间复杂性类 (bounded-error quantum polynomial-time, BQP)

多项式时间复杂性类 P 是指所有能够在经典的图灵机上在多项式时间内求解的问题所组成的集

合, 而 (有界错误的) 概率多项式时间复杂性类 BPP (bounded-error probabilistic polynomial-time) [17]

是指所有能够在经典的概率图灵机上在多项式时间内求解的问题所组成的集合,通常学术界普遍认为

BPP 代表了所有经典计算能够有效解决的问题. 与之类似, (有界错误的) 量子多项式时间复杂性类

BQP [2] 是指所有能够在量子图灵机上在多项式时间内求解的问题所组成的集合,一般认为 BQP代表

着所有可以被量子计算机有效解决的问题所组成的集合. 由于量子的测不准原理, 量子算法通常会有

一定的错误率, BQP 要求错误率必须低于某个 1/2 以下的常数 (通常取为 1/3).

BQP 复杂性类的严格定义如下 [2]: 一个问题 A ∈ BQP 当且仅当存在一个多项式时间可生成的

量子电路族 Q = {Qn|n ∈ N}, Qn 接受长度为 n的量子比特输入 x,然后输出一个量子比特,满足下面

的关系: 如果 x ∈ A, 则 Pr(Q 接受x) > 2/3; 如果 x /∈ A, 则 Pr(Q 接受x) 6 1/3.

现在已经知道 BQP 复杂性类中包含很多重要的计算问题, 例如大整数分解问题 [6]、离散对数问

题 [6]、量子系统模拟 [18] 等. 上述 3 个问题是否能够在经典计算下多项式时间内解决 (即是否在 BPP

中), 目前尚不清楚, 如果它们不在 BPP 中, 那么量子计算就比经典计算能力更强.

自从提出量子计算的模型之后,学者就一直在探讨 BQP复杂性类与经典复杂性类之间的关系.根

据定义, 显然有 P ⊆ BPP ⊆ BQP. 1997 年 Bernstein 和 Vazirani [19] 首次给了一个 BQP 复杂性类的

上界: BQP ⊆ PSPACE, 这里 PSPACE 是多项式空间复杂性类, 即经典图灵机使用多项式空间能够解

决的所有问题构成的集合, 上述各复杂性类之间的关系如图 1 所示. 随后 Adelman 等 [20] 改进了这一

上界: BQP ⊆ PP, 这里 PP 是概率多项式复杂性类, 它与 BPP 的唯一差别是 PP 不需要错误的概率
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图 1 各复杂性类之间关系

Figure 1 The relationship between P, BPP, BQP and PSPACE

有界, 即 PP 只需要错误率低于 1/2 即可.

如前所述, 学者普遍认为 BQP 中存在着不在 BPP 中的计算问题 (例如大整数分解等备选问题),

即 BPP 真包含于 BQP 1), 但这一问题目前还远未解决. 对角化技术是用来证明两个复杂性类不相等

的一种重要手段, 理论计算机科学领域在此基础上发展出了使用神谕 (oracle) 图灵机来区分复杂性类

的方法, Bernstein 和 Vazirani [2] 设计一个神谕 A, 使得 BPPA ̸= BQPA. Watrous [21] 证明了存在另外

一个神谕 B,使得 BQPB 不能被 MAB 包含. Bennett等 [22] 设计了一个神谕 A,使得 BQPA 不能包含

NPA, 此外还有一些其他关于带神谕的复杂性关系, 例如 BQPA 不能包含 SZKA [23] 等. 如果允许进

行测量后选择 (post-selection) 的话, Aaronson [24] 证明了 PostBQP 等于 PP. 完全问题是一个复杂性

类中最难的一部分问题, 像很多常见的计算问题都是非确定性多项式时间复杂性类完全的 (即 NP 完

全的), BQP 中也存在着完全问题, 例如近似计算 Jones 多项式 [25,26] 就是 BQP 完全的, 其他的一些

BQP 完全问题还包括由局部 Hamilton 量引出的局部 Hamilton 量特征值采样问题 [27], 由 Forrelation

问题自然推广而来的 k-fold Forrelation 问题 [28] 等.

(2) 量子判定树复杂性 (quantum decision tree, QDT)

由于理解和研究通用图灵机计算模型下的计算复杂性所遇到的巨大困难,学者们提出了一些数学

上相对更加简明的计算模型, 包括电路复杂性模型, 判定树复杂性模型 [29], 通信复杂性模型 [30] 等, 希

望通过对这些组合模型的研究, 能够加深对一般计算复杂性类的理解.

判定树模型的复杂度是用算法对问题输入的查询次数来衡量的. 根据所使用的计算模型不同, 判

定树可以分为:经典判定树复杂度 D(f)、(有界错误的)随机判定树复杂度 Rϵ(f),和量子判定树复杂度

Q(f)、量子判定树复杂度又可以根据模型是否允许出错分为 (有界错误的) 量子判定树复杂度 Qϵ(f)

和无差错量子判定树复杂度 QE(f). 通常错误率 ϵ 被取为 1/3 2).

1996年 Grover [7] 提出了 Grover量子搜索算法,该量子算法在一个无序的数组上查找一个元素所

需的查询时间只要 Θ(
√
n),该算法还可以用于查找最小元素. 2006年孙晓明和姚期智 [31]解决了在低维

空间中查找局部最小元素的量子下界问题.如果从判定问题 (算法输出的结果只能是 Yes或者 No)的角

度来看, Grover量子搜索算法事实上给出了一种计算有 n个输入的 “或”函数 (ORn = x1∨x2∨· · ·∨xn)

的量子判定树算法, 即 Q (ORn) = Θ(
√
n). 与之对比, 如果采用经典算法, 即使是使用随机算法, 都需

要至少 Ω(n) 的查询时间, 两者之间存在着平方量级的差别.

1) 这一问题与 BQP vs. NP并没有直接的联系,即使证明了 BPP ̸= BQP, NP仍然可能和 BQP不可比较,见图 1.

2) 在上下文明确的情况下通常错误率会省略不写.
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对于完全布尔函数 (total functions), 学者们一直猜想量子判定树复杂度与经典判定树复杂度之

间的差距最多就是平方量级的, ORn 已经是最差的例子了. 但是就在几个月前, Ambainis 等 [32] 推翻

了这一猜想, 他们构造了一组新型的布尔函数, 使得量子判定树复杂度与经典判定树复杂度之间有着

4 次方量级的差距, 即 D(f) = Ω(Q(f)4). 这一结果发表之后, 吸引了学术界重新来思考量子查询复杂

度与经典查询复杂度之间的关系. 如果将经典判定树复杂度换成更强的随机判定树复杂度, Aaronson

等 [33] 在之前 Ambainis 工作的基础上进一步提出了一族函数, 将 Q(f) 和 R(f) 之间的差距也从原来

的平方量级提升到了 2.5 次方量级, 即满足 R(f) = Ω(Q(f)2.5).

在上界方面, 学者们已经证明, 量子判定树复杂度与经典判定树复杂度之间的差距最多不超过 6

次方量级 [34], 即 D(f) = O(Q(f)6), 由于随机判定树模型比经典判定树更强, 因此同样有 R(f) =

O(Q(f)6), 如何缩小 2.5 与 6 次方之间的差距是目前量子研究领域的一个热点. 研究布尔函数的量子

查询复杂度 Q(f) 的一个重要工具是半正定规划, 学者已经证明 Q(f) 可以由一个与函数相关的半正

定规划来完全刻画 [12,13].

目前关于无差错量子判定树复杂度 QE(f)的研究相对较少,很长一段时间学者们认为无差错量子

判定树复杂度和经典的判定树复杂度之间可能是线性量级相关的, 2011年 Ambainis等 [35] 给出了第一

个函数, 使得 QE(f) 可以相比于 D(f) 达到超过线性量级的加速, 具体来说 QE(f) = O(D(f)0.8675···).

目前已知的 QE(f) 与 D(f) 之间最大的差距也是前文中提到的 Ambainis 等 [32] 的工作中得到的, 他

们使用同一个函数证明了 QE(f) = O(
√
D(f)). 此外 Ambainis 等 [36] 还证明了对于几乎所有的布尔

函数 (除了与 ORn 函数同构的函数以外), QE(f) 都严格小于 D(f), 这表明无差错的量子查询算法具

有比想象中更普遍的计算能力优势.

对于部分布尔函数 (partial functions),即定义域不是整个空间 {0, 1}n 的函数, 量子算法可以达到

比经典随机算法指数量级的加速,甚至更大. Aaronson和 Ambainis在文献 [28]中给出了 Q(f)和 R(f)

之间最大的差别, 他们使用了一类称为 Forrealtion 的问题 (判断一个 Boolean 函数是否与另一个函数

的 Fourier 变换高度相关), 该问题只需要一次量子查询即可被解决, 但随机算法却需要 Ω(
√
n/ log n)

次查询. 可以证明这里的 Q(f) 和 R(f) 是所能达到的最大差距, 因为任何 t 次查询的量子算法都可以

用 O(n1−1/2t) 次随机查询来模拟.

(3) 量子有穷自动机 (quantum finite automata, QFA)

量子有穷自动机可以看作经典有穷状态自动机的量子推广. 1971 年 Bainau [37, 38] 首先定义了

QFA 的概念. 1997 年 Kondacs 和 Watrous [39] 证明了单向的 QFA 接受的都是正则语言, 而双向的

QFA 可以接受非正则语言, 因此双向的 QFA 具有比经典有穷自动机更强的计算能力. 尽管单向的

QFA接受的都是正则语言,但 Ambainis等 [40, 41] 证明了 QFA的状态数相对于识别相同语言的经典自

动机可以是指数量级的小,具体来说,他们证明了对于语言 Ln = {ai|i能被 n整除}, Ln 能够被一个有

O(logn)个状态的 QFA识别,而识别 Ln 的经典有穷自动机需要有 n个状态. Kondacs和Watrous [39]

证明了非正则语言 L = {ambm} 能够被双向的 QFA 在线性时间识别, 但双向的确定性有穷自动机不

能识别 L. Ambainis 和 Watrous [42] 定义了 QCFA, 即头部的运动是经典的但中间的状态是量子的自

动机. QCFA 能够在多项式时间内识别语言 L = {ambm}, 在指数时间内识别回文语言, 这些都是确定

性有穷自动机所不能够识别的. 2000 年 Moore 和 Crutchfield 研究并证明量子正则语言的封闭性质和

泵引理 (pumping lemma) [43]. 2008 年邱道文等 [44] 给出了判定两个多次测量的量子有限自动机的等

价性的多项式时间算法. 2012 年邱道文和 Mateus 等 [45] 利用实数有序域上的判定性问题方面的结论

证明了量子有限自动机的状态最小化问题是可判定的, 属于指数空间复杂性类. 另外, 文献 [46] 提出

了一类带经典和量子状态的单向量子有限自动机, 并证明了该模型在状态复杂性方面的优势.
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(4) 量子证据的有效验证

在复杂性类 BQP 之上还有很多重要的计算复杂性类, 量子 Merlin-Arthur 复杂性类 (quantum

Merlin-Arthur, QMA) [47, 48], 是指所有存在着 “量子证明” 的问题所组成的集合. 这里的 “量子证明”

类似于经典的 NP 问题的证据, 它是指一个由量子态组成的证据, 可以被一台量子计算机有效的验证.

就像一般认为 BQP 是所有能够被量子计算机有效解决的问题一样, QMA 一般被认为是所有可以被

量子计算机有效验证的问题.

QMA 的形式化定义如下: 一个问题 L ∈ QMA 当且仅当存在一个多项式时间可生成的量子电路

族 Q = {Qn : n ∈ N} 以及一个多项式有界函数 p(x), Qn 接收一个长度是 (n+ p(n)) 量子比特的输入,

输出一个量子比特, 满足下面的条件.

完备性: 如果 x ∈ A, 则存在一个长度是 p(|x|) 量子比特的量子态 ρ 使得 Pr(Q 接受(x, ρ)) > 2/3;

合理性: 如果 x /∈ A, 则对于任意长度是 p(|x|) 量子比特的量子态 ρ 都有 Pr(Q 接受(x, ρ)) 6 1/3.

前文中提到的局部 Hamilton 量问题 (local Hamiltonian problem) 是第一个被证明的 QMA 完全

问题 [47], 它可以看成 MAX-k-SAT 的量子版本, 它的完全性证明也可以被认为是关于 NP 完全问题的

Cook-Levin定理的量子版本. 除此之外还有很多 QMA完全问题,例如 2-local Hamiltonian problem [49],

density matrix consistency problem [50], group non-membership problem [51] 等. 已知的 QMA 复杂性类

和一些经典复杂性类的关系如下: MA ⊆ QMA⊆ PP [52]. 关于 QMA 复杂性的一个非常重要问题是:

多个互相不纠缠的量子证明者是否严格比一个量子证明者强, 即 QMA(k) 是否等于 QMA? 2013 年

Harrow和 Montanaro [53] 证明了多个量子证明者的能力和两个量子证明者的能力是一样的,即对于任

意的 k > 3, 都有 QMA(k) = QMA(2). 关于其他一些 QMA(2) 复杂性类的变种也有类似的结果 [54].

目前最好的关于 QMA(2) 的经典复杂性类上界是由 Schwarz [55] 在 2015 年证明的 QMA(2) ⊆EXP.

(5) 量子交互证明系统 (quantum interactive proofs, QIP)

量子交互证明系统 QIP 由 Watrous [56] 提出, 它是经典交互证明系统模型在量子计算模型上的自

然推广. QIP(k)是指包含 k轮信息交互的量子交互证明系统, QIP(0)即 BQP, QIP(1)即 QMA, Kitaev

和 Watrous [57] 在 2000年证明了 QIP(3) =QIP. 2010年 Jain等 [14] 证明了 QIP = PSPACE,这说明了

利用量子机制并不会提升交互证明系统的计算能力. 关于多证明者交互式证明系统, Ito 等 [58] 证明了

NEXP⊆ MIP∗
1,1−1/poly(3, 1), 这里 MIP* 是一种多证明者交互式证明系统, 在这个模型中, 证明者之间

允许共享量子纠缠态, 但不允许通信. 2012 年 Ito 等 [59] 中证明了 NEXP⊆MIP*. 2014 年 Fitzsimons

和 Vidick [60] 给出了局部 Hamilton 量问题的一个 MIP* 系统下的证明协议, 这个结论暗示着允许证

明者之间共享纠缠态的交互证明系统很可能比不允许共享纠缠态的交互证明系统更为强大. 2015 年

Natarajan 和 Vidick [61] 又设计了一个解决局部 Hamilton 量的两轮的量子交互证明系统, 该系统的证

明者数量、证明者的证明长度都为常数. 2016 年季铮锋 [62] 设计了一个经典的交互协议用于验证局部

Hamilton 量的量子证据状态的有效性, 通过这个协议可以证明以倒多项式的精度 (1/poly) 来近似多

人一轮游戏的非定域值是 QMA 难的.

2.2 量子算法

除了量子大整数分解算法 (Shor 算法) 和量子搜索算法 (Grover 搜索算法) 两个最重要的量子算

法以外, 近年来学者们在量子随机游走、量子模拟、求解线性方程组等多个方面的量子算法研究也取

得了显著的进展.

(1) 量子随机游走 (quantum random walk)
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随机游走以及马氏链是一种非常强大的经典算法设计技术, 被广泛的应用到搜索问题、采样问题

以及近似估计. 同样地, 量子随机游走也为量子算法设计提供了一种一般化的框架. 与经典的随机游

走不同,给定了一个图结构,量子随机游走算法按照量子的机制 (酉变换)在图结构上模拟粒子的行为.

相比于经典随机游走, 量子随机游走一般具有更快的首达时间 (从源点出发到达目标点所需的期望时

间). 对于一些特殊的图, 量子随机游走的首达时间可以比经典随机游走的首达时间指数量级的小. 另

外量子随机游走有着更快的混合时间 (从源点出发到达所有顶点所需的期望时间). 存在着一些图结

构, 使得量子随机游走的混合时间可以达到经典随机游走的混合时间开平方根量级, 并且可以证明平

方量级的差距也是最大可能的差距.

Ambainis等 [63] 提出了一种利用量子随机游走技术来计算布尔公式值的算法,可以在 O(n0.5+o(1))

时间内计算任何一个长度是 n 的布尔公式的值. 特别地, 使用该算法可以更快地计算 AND-OR 树的

值,也就是说可以更快地计算一个两人博弈中哪一方有必胜策略.与之对比,学者已经证明存在一大类

布尔表达式, 任何经典 (随机) 算法在最坏情况下都需要 Ω(n0.753···) 的时间 [64].

基于经典随机游走的搜索算法设计一般可以抽象成如下形式: 构建关于状态空间的一个马氏链并

模拟在上面的随机游走,经过特定步数的随机游走后,检查状态是否转移到了需要的状态. 这类算法都

可以通过量子随机游走来进行加速. 决定此类算法效率的一个关键指标是马氏链的谱隙 (状态转移矩

阵的最大特征值和第 2大特征值之间的差异),量子游走可以平方量级地提高计算时间对谱隙的依赖关

系,即从 δ−1 提高到 δ−1/2. 量子随机游走的一个重要应用是 “判定一个图中是否存在三角形”问题,直

接应用 Grover搜索可以给出一个查询复杂度为 O(n1.5)的量子算法, Buhrman等 [65] 利用振幅放大技

术设计了一个复杂度为 O(n+
√
mn)的量子算法. 结合振幅放大技术与组合技巧, 2007 年 Szegedy [66]

设计了一个复杂度为 O(n10/7) 的量子算法, 关于 “查找三角形” 的量子算法竞赛就此展开. 利用量子

游走技术, 2007年 Magniez等 [67] 把复杂度降低到 O(n1.3), 2012年 Belovs [68] 提出了一种基于量子张

成方案 (quantum span program) 的 “学习图” (learning graph) 量子算法设计技术, 并利用这种技术设

计了一个复杂度为 O(n35/27) 的量子三角形查找算法. Lee 等 [69] 应用改进后的 “学习图” 技术得到了

一个复杂度为 O(n9/7) 的量子算法, Jeffery 等 [70] 直接利用量子随机游走也得到了具有相同复杂度的

量子算法. 另一方面, 孙晓明等 [71] 证明了任何图性质函数的量子算法复杂度至少是 Ω(N1/4) 的, 这

里 N 是图中边的数目. Belovs 等 [72] 证明了对于边有权重的寻找三角形问题, 上述 O(n9/7) 的量子算

法是最优的 (至多相差一个对数因子). 对于无权的三角形查找问题, Le Gall [73] 将复杂度进一步提升

到 O(n5/4). 此外应用改进后的 “学习图” 技术, Belovs 还改进了 “相异元素问题”(k-distinctness, 判定

是否有 k 个元素相同) 的量子算法 [74, 75].

(2) 振幅放大 (amplitude amplification)

给定一个启发式搜索问题, 假设存在一个算法 A以及一个 “检查” 函数 f , 满足每次 A “猜中” 的

概率等于 ϵ, 即 Pr(A 输出 w 满足 f(w) = 1) = ϵ. 如果不断重复运行算法 A, 并且每次都用 f 来检查

A 的输出, 那么将可以把成功找到 w 的概率提高, 这种技术被称为概率放大技术. 具体来说, 如果单

次成功的概率是 ϵ, 那么平均需要 ϵ−1 次就能够找到一个满足 f(w) = 1 的 w. 2002 年 Brassard 等 [76]

提出了一种量子算法来加速这一搜索过程, 以很高的概率只运行 O(ϵ−1/2) 次算法 A, 就可以找到一个

w 使得 f(w) = 1, 该技术被称为振幅放大技术, 与经典的概率放大技术对应.

应用振幅放大技术可以对很多计算问题进行量子加速, 例如 3-SAT 问题, 目前解决 3-SAT 问

题最快的经典随机算法的运行时间约为 O((43 )
n) [77], 应用振幅放大技术将可以得到一个运行时间为

O((43 )
n
2 ) 的量子算法. 除此之外, 应用 Grover 搜索算法或者振幅放大还可以加速查找最小数问题, 该

问题经典算法需要 Ω(n) 的时间, 而量子算法的运行时间只要 O(
√
n) [78], 相比于经典算法达到了平方
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量级的加速. 同样的图连通性问题的量子算法的运行时间只要 O(n1.5) [79]. 模式匹配问题是生物信息

学和文本处理领域内的一个基本问题, 目标是在一个长度是 N 的文本中找到一个长度为 M 的模式

P . 该问题的经典算法复杂度为 O(M +N), 2003 年 Ramesh 和 Vinay [80] 使用振幅放大技术设计了一

个时间复杂度为 Õ(
√
N +

√
M) 的量子算法.

(3) 求解线性方程组的量子算法

解线性方程组是一个基本的数学问题, 在工程等领域有着重要应用. 给定一个 N ×N 的矩阵 A,

以及一个 N 维向量 b, 算法需要输出一个向量 x 使得 Ax = b. 众所周知 Gauss 消元法可以在 O(N3)

的时间内计算 x. 2008 年 Harrow 等 [81] 提出了一种可以在对数时间内求解线性方程组的量子算法

(HHL 算法): 输入一个 log2 n 位的量子态 |b⟩ =
∑

bi|i⟩, 如果可以在常数时间内实现酉变换 e−iAt, 则

算法可以在 O(log2 n) 的时间内近似得到一个量子态 |x⟩ =
∑

xi|i⟩ 满足线性方程 Ax = b. 由于写下 x

都需要 N 的时间, 所以在经典情形下不可能存在比 N 更快的算法.

在实际应用 HHL 算法时需要有一些限制: 1) 由向量 b = (b1, . . . , bn) 需要能快速制备量子态 |b⟩;
2) 需要能够高效地实现酉变换 e−iAt; 3) 算法的运行时间随矩阵的条件数 κ = ∥λmax(A)/λmin(A)∥ 线
性增长, 因此 κ 不能很大; 4) 该量子算法最终输出一个量子态 |x⟩, 如果需要 x 某一比特的信息, 需要

再对 |x⟩ 进行测量, 而由于量子的测不准原理, 测量后将会破坏掉该状态. 尽管 HHL 算法有上述的这

些限制, 但是在一些特定的应用场景下上述限制可以被满足, HHL 算法可以实现 O(log2 n) 时间求解.

学者们已经将 HHL 算法推广到机器学习领域, 比如 k-means 聚类 [82], 支持向量机 [83], 数据拟

合 [84],以及计算 Pagerank向量 [85] 的某些性质等. 但上述的应用仍需要满足对 HHL算法的 4点限制,

例如 2013年 Lloyd等 [82] 提出了一种进行二分类的量子算法: 给定一个 log2 n比特的向量 |u⟩,以及两
组向量 |v1⟩, . . . , |vm⟩ 和 |w1⟩, . . . , |wm⟩, 该算法可以在 O(log2 mn/ϵ) 时间内判定 |u⟩ 与 |v⟩ =

∑
|vi⟩/m

和 |w⟩ =
∑

|wi⟩/m 哪个距离更近, 从而判定 |u⟩ 应该属于哪一个聚类, 这里 ϵ 表示算法精度. 这里的

一个问题在于如何快速制备出状态 |u⟩, |vk⟩ 和 |wk⟩, 一种方案是利用量子 RAM, 要想利用量子 RAM

的直接制备方案就需要向量 u, v, w 是相对一致的 (relatively uniform),然而如果增加相对一致的限定,

那么经典的随机采样算法也可以以 ϵ 的精度在 O(log2 mn/ϵ2) 的时间内估计出 ⟨u|v⟩ 和 ⟨u|w⟩, 也就是
说量子算法重新回到平方量级加速, 而非指数量级. 另外 HHL 算法还可应用于有限元方法, 2013 年

Clader 等提出了一种利用 HHL 算法解决电磁散射问题的有限元方法 [86].

(4) 绝热优化算法

绝热优化是指采用绝热计算的方法来求解最大约束满足问题. 最大约束满足问题 (constraint sat-

isfaction problem, CSP) 是指给定变量的一系列约束, 求出对变量的一个赋值, 使得能够满足尽可能多

的约束, 包括 MAX-SAT, 最大子团问题等组合优化问题都可以看作是 CSP 问题的特例. Farhi 等 [87]

提出了使用绝热计算来求解 CSP 问题的算法: 系统先制备一个简单的 Hamilton 量并使其处于基态,

然后缓慢地让系统进行绝热演化, 使其演化为一个复杂的 Hamilton 量, 这个 Hamilton 量的基态编码

了 CSP 问题的解. 如果这个演化过程进行得足够慢, 那么量子绝热定理就能保证系统一直处于基态,

最后的状态也一定就是优化问题的解. 这里需要该过程 “足够慢”, 学者已经证明对于某些问题实例,

该过程需要指数时间 [88]. 加拿大 D-wave 公司所采用的技术就是绝热优化算法, 据报道对于一些特定

的优化问题, D-wave II 的求解速度远超标准计算机上的经典算法 [89], 尽管上述结论比较非常依赖于

问题的实例、选取的经典算法, 以及比较的度量方式等.

(5) 量子模拟及波色子采样

最早 Feynman 提出量子计算概念的初衷主要是用来模拟量子化学、超导、高能物理等量子系统,

帮助人们更好地理解复杂量子系统的演化 [90]. 具体来说, 假设输入一个系统的初始状态以及系统的
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Hamilton 量, 通过求解 Schrodinger 方程来输出给定时刻的系统状态. 由于描述系统状态的复杂度通

常是指数量级的, 经典计算机很难进行快速的模拟. 然而利用量子的叠加和纠缠等特性, 通过量子计

算机却可以快速地模拟很多现实中的量子系统,例如只具有局部交互作用的系统 [91],显示出了量子计

算的威力. 此外 Berry 和 Childs [92] 还提出了使用量子随机游走来模拟 Hamilton 量的演化的方法.

2010 年 Aaronson 和 Arkhipov [93] 提出了量子波色采样的设想: 它主要由一组简单的交错导波管

构成, 导波管的入口和出口数量相同, 我们从导波管入口处向光子回路注入大量相同的光子 (波色子),

那么通过采样光子从哪个出口离开, 就可以得到一个概率分布. 基于一定的计算复杂性假设, 这个概

率分布是不能用经典计算机去快速产生的, 甚至是不能快速近似计算的. 另一方面, 作为一种专用的

量子计算装置, 量子波色采样机只需要单光子源、线性的态演化和探测, 因而更容易在更大尺度上进

行实验实现和实际应用. 目前在实验实现方面, 物理学家已经取得了初步的进展 [94∼97].

2.3 量子软件与程序理论

由于量子不可克隆原理等量子特性, 经典的软件与程序理论、方法和技术在很大程度上不能直接

适用于量子软件和程序, 这就使得量子软件理论与方法成为一个十分困难而富有挑战性的课题. 1996

年 Knill [98] 最先开展了关于量子软件理论的研究,他提出了将量子算法转为量子伪代码的一系列基本

原则, 这些原则对于后来量子程序语言的设计有很大的影响.

1998年 Omer [99] 提出了第一个量子程序设计语言 QCL,它的语法和数据结构都类似于经典 C语

言的语法和数据结构,同时又具有许多重要的高层量子特征. 2000年 Sanders与 Zuliani [100] 提出了一

种与 QCL 完全不同的量子程序设计语言 qGCL, 它本质上可以看作是 Dijkstra 的 Guarded-command

语言的扩展. qGCL 的语法中包含高层的数学符号, 并具有逐步精化的机制. 2001 年 Bettelli 等 [101]

在 Omer 的工作基础上提出了 C++ 的量子扩展, 同时该语言也具有一系列基于量子 RAM 的低层次

操作.

与上述命令式的量子程序设计语言不同, 2004 年 Selinger [102] 提出了第一个函数式量子程序设计

语言 QFC. 在 QFC 中, 函数不能作为数据处理, 因此尚缺乏像 ML 与 Haskell 等典型的函数式程序设

计语言所具有的高层特征. 与此相关,但不属于函数式量子程序设计语言研究的一个工作是 Sabry [103]

于 2003 年用 Haskell 实现了对量子计算的模拟.

在上面提到的量子程序设计语言中, 遵循的都是 “量子数据、经典控制” 的原则, 即数据是以量子

态形式表现的量子信息,对数据的处理采用量子操作,但是基本的程序控制是经典的,这类工作还包括

文献 [104]. 2005 年 Altenkirch 与 Grattage [105] 提出了一种有限类型的函数式量子程序语言 QMC, 其

中引入了高阶的量子控制结构, 但其关于量子化的程序控制仍然只是一种想法. 最近应明生 [106] 提出

了二次量子化实现带量子控制的量子递归的思想, 真正的实现了量子化的程序控制.

2016 年 3 月微软公司发布了其最新的量子软件架构和工具包 Language-Integrated Quantum Op-

erations: LIQUi|⟩. 通过 LIQUi|⟩ 可以将用户用高级语言所编写的量子程序转化成为可以在硬件上运
行的机器语言. 另外由 Selinger 小组开发的 Quipper 量子编程语言 [107] 实现了多个重要的量子算法,

包括量子表达式求值算法 [63]、量子三角形查找算法 [67] 等.

近年来关于量子软件理论的更加高层的研究工作也逐渐开展起来. Abramsky 和 Coecke [108,109]

致力于量子系统 (特别是量子纠缠) 的范畴论语义的研究. 2004 年 Tonder [110] 利用一个基于线性逻

辑的类型系统建立了一种包括操作语义等的量子 Lambda 演算, 并证明了其计算能力与量子图灵机

等价. 这些工作有望应用于克服量子不可克隆原理在量子软件中引起的本质困难. 2003 年 Oskin 和

Petersen [111] 提出了描述量子系统的量子代数, 试图为量子程序设计语言提供一个代数基础. 2004 年
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Girard [112] 提出的量子相干空间有可能用于建立高层量子计算的形式语义. 同年 Jorrand 和 Lalire 提

出了量子进程代数, 2005 年 Gay 和 Nagarajan [113] 提出了量子进程演算, Labire [114] 定义了量子进程

代数的概率互模拟. 2011 年应明生 [115] 建立了第一个成熟的量子 Floyd-Hoare 逻辑并证明了它的完

备性. Floyd-Hoare 逻辑是由图灵奖得主 Floyd 和 Hoare 提出并由 Cook 证明其完备性的形式逻辑系

统, 该系统的用途是使用严格的数理逻辑推理来为计算机程序的正确性验证提供一组逻辑规则. 2012

年冯元等 [116] 定义了一种新型的量子进程的互模拟, 可以允许同时包含量子通信和经典通信. 应明生

和冯元 [117] 给出了量子程序在有限状态的 Hilbert 空间上停机的充分必要条件.

2.4 量子密码

Bennett 和 Brassard [118] 提出的 BB84 量子密钥分配协议从理论上被证明是绝对安全的 [119,120],

然而在实际中量子密钥分配所采用的具体实现方案, 以及所采用的量子器件的非理想性, 给窃听者带

来了新的攻击手段 [121]. 是否能够从理论上排除掉所有可能的攻击手段? Mayers 和姚期智 [122] 最先

提出了现在被称作 “设备无关”的思想:是否有可能仅对设备做最基本的空间上需要分离的假定,除此

以外对设备不做任何限制, 其安全性完全由对设备本身的测试来完成. 这一思想突破了安全性对系统

设备的依赖性, 成为最近十几年量子密码学界研究的重点.

2006年 Colbeck在其博士论文 [123]中提出了使用 Bell测试来检查设备的安全性的设想, 2014年

Vazirani 和 Vidick [15] 给出了首个完全安全的设备无关的量子密钥分发协议, 该协议不需要假设设备

的独立性, 以及信道的噪声为零, 即使窃听者在设备与自身之间建立了某些量子纠缠, 使用者仍然能

够成功地制备密钥或者识别出攻击.经过仔细分析, Lo等 [124] 发现量子密钥分配系统的侧信道大多出

现在测量端, 他们于 2012 年提出了测量端设备无关协议, 该协议不仅能抵抗所有针对测量端的攻击,

而且对于探测器的要求也可降低到目前技术条件可实现的水平, 并很快就在实验上演示成功 [125]. 实

验表明, 测量仪器无关量子密钥分配方案原则上是可行的. 但是, 实际系统需要两个单光子探测器同

时响应, 因此其安全密钥生成效率十分低下, 目前离实际可用还有一定距离. 2014 年 Sasaki 等 [126] 提

出了 Round-Robin 差分相位量子密钥分配协议, 受到了学术界的高度重视, 该协议不需要顾及光源的

抖动, 且容忍的误码率很高, 这在环境干扰特别大的特殊环境下, 或许具有优势. 在空间量子密钥分配

实验方面, 2013 年 Weinfurter 小组 [127] 利用飞机运动平台, 实现了 20 km 的量子密钥分发实验, 验证

了星地系统之间相对运动情况下的 QKD 可行性.

2014年 Sasaki等提出了 Round-Robin差分相位量子密钥分配协议 [128] (RRDPS). 2015年潘建伟

等 [129] 率先完成了改造的 RRDPS方案的实验验证,该实验系统在 50 km距离,误码率为 29%的情况

下仍能够生成安全的密钥. 随后韩正甫团队 [130] 等按照原 RRDPS 协议完成了实验, 验证了 RRDPS

协议的实际可行性和未来的可用性. 在针对量子协议的安全性分析和攻击方法方面, 温巧燕、高飞团

队做了大量的工作, 包括对德国、瑞典、新加坡等学者联合提出并实验实现的量子拜占庭协议给出了

一种截获 – 重发攻击, 证明了其协议是不安全的 [131], 以及利用量子隐形传态 (quantum teleportation)

进行攻击 [132].

2.5 量子电路

本节的讨论主要集中在量子门、量子线路、电路集成等, 而不涉及任何具体的量子器件. 1985 年

Deutsch [1] 首次提出了量子图灵机的概念, 并引进了量子电路模型和通用量子逻辑门组, 将经典的转

移函数扩展到了量子酉变换. 1993 年姚期智 [3] 证明了量子电路模型与量子图灵机在计算复杂性意义
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上等价. 1995 年 Barenco 等 [133] 证明了 CNOT 门和单量子比特门对量子计算而言是通用的. 1996 年

Shor 等 [134] 提出了量子纠错编码, 为量子电路模型在编码和容错方面提供了完善的理论保证.

量子电路的设计既不等同于经典的逻辑电路设计, 也不等同于传统的可逆逻辑电路的设计. 量子

逻辑门的搜索空间远超经典电路, 用 2- 比特量子电路实现一个一般的 n × n 酉变换需要 Ω(4n) 个

门 [135]. 目前只针对一些量子比特和门数目很少的可逆函数找到了其相应的最优电路. Shende 等 [136]

设计了一个迭代加深的 A* 算法, 给出了所有三输入的可逆函数的最优电路. 杨国武等 [137] 在最多只

使用 12 个非门, CNOT 门和 Peres 门的限定下, 给出了部分四输入可逆函数的最优电路. Golubitsky

等 [138] 观察到部分可逆函数的最优电路可以从其他函数的最优电路得到 (例如通过反转 f 的最优电

路就可以得到 f−1 的最优电路), 利用这种电路之间的对称性和 Hash 的技巧, 给出了所有四输入的可

逆函数的最优电路. 对于输入个数大于 4 的可逆函数的最优电路, 学者们利用了形式证明领域里的一

些技巧, 如 Hung 等 [139] 使用的符号可达性分析, Grosse 等 [140] 使用的布尔可满足性等.

2004 年 Aaronson 和 Gottesman [141] 证明了任意的稳定电路能够被重构成一个由 Hadamard 门、

相位门和线性可逆电路构成的 11 级的电路. 2008 年 Patel 等 [142] 提出了一种针对线性电路的综合算

法, 在最坏的情况下使用 Θ(n2/ logn) 个 CNOT 门, 在渐近的意义上达到最优. 2007 年, Maslov [143]

提出了一种在渐近的意义上深度最优的针对稳定电路的算法, 电路由 90+ 个阶段拼接而成, 每一个阶

段都只包含一类门.

学术界还提出了很多启发式算法来搜索最优电路, 根据编码模式的不同可以分为基于变型的方

法 [144,145],基于搜索的方法 [146,147],基于循环的方法 [148] 等. 另外彭斐和解光军 [149] 提出一种新的一

维编码模式, 利用遗传算法优化了量子隐形传态的电路. 杨国武等 [150] 利用抽象群论的方法进行了电

路的综合.

对实现标准门的高效电路的研究也是一个重要的方向. DiVincenzo 和 Smolin [151] 给出了需要 5

个两比特量子门才可以实现 Toffoli 门的数值证据, 2013 年俞能昆等 [152] 从理论上证明了 4 个两比特

量子门不可能计算 Toffoli 门, 即 5 个量子门实现 Toffoli 门是最优的. Margolus 3)提出了一种只用 3

个 CNOT门实现一个增加了相位变化后的 Toffoli门、Song和 Klappenecker [153] 证明了这一实现是最

优的. 遗憾的是只对很少的一些情况, Margolus 门可以代替 Toffoli 门. 2009 年 Shende 和 Markov [154]

证明了无论是否使用辅助系统, 至少需要 6 个 CNOT 门才能完全实现 Toffoli 门.

在单量子比特优化方面, 微软研究院的量子体系结构和计算小组做出了很多重要结果. 2012 年,

Bocharov 和 Svore [155] 考虑了如何高效地把一个单量子比特门分解成一系列容错的量子操作. 对一

个给定的单量子比特电路, 他们可以构造一个最优的由容错 Hadamard 门和 π/8 旋转门构成的门电

路序列. 2013 年, Bocharov 等 [156] 首次提出了一个用于把单量子比特酉正门编译成通用 V 基 (the

universal V basis) 上的电路的构造性算法. 2015 年 Bocharov 等 [157] 提出了一个概率多项式时间的算

法来综合 RUS (repeat-until-success) 电路, 以一定的精度在 Clifford+T 基上近似任何单比特幺正门.

此外 Selinger 的小组也深入研究了 Clifford 门以及与其他量子门电路的关系 [158∼160].

为了验证量子电路综合算法的性能,已经有很多可用的标注集函数. MasLov [161] 开发和维护了一

个可逆逻辑综合标注集网站, 网站上提供了广泛使用的标注集函数, 以及它们目前已知的最优电路实

现. RevLib 数据库 [162] 中不仅包含一些函数已知最优的电路实现, 还包含一些次优的电路实现. 开源

工具箱 RevKit [163] 中包含了一些可逆电路综合算法的实现. 用经典电路模拟量子电路可以用来帮助

评价量子电路的性能,为了减少时间和内存消耗,施尧耘等 [164] 提出了一些高效的量子电路模拟算法.

3) Margolus N. Simple quantum gates, Unpublished manuscript (circa 1994).
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3 需重点开展研究的科学问题

量子计算是一个广阔的领域, 众多问题都有待解决, 在这里抛砖引玉, 列出一些我们认为相对重

要、值得优先研究的问题, 其中与量子算法相关的几个问题 (问题 3, 4, 8 和 9) 很有希望在 5 年内取

得突破, 与量子软件、量子复杂性、量子电路、量子密码等相关的问题 (问题 2, 5, 6 和 7), 极有可能在

五至十年内取得重要的进展, 关于量子计算能力的问题 (问题 1) 则需要进行更长时间的探索研究. 但

这只是一个粗略的判断, 并非绝对, 期待更多研究结果的出现.

3.1 图灵机模型下量子计算的优势极限

在量子计算领域最重要的研究问题无疑是去搞清楚量子计算的能力, 也就是说, 在最一般的图灵

机计算模型下, 采用量子算法到底能够比经典算法量级上有多少提升? 特别是是否有可能有指数量级

的提升? 用计算复杂性的语言来说, 即需要搞清楚量子多项式时间复杂性类 (BQP) 与经典概率多项

式时间复杂性类 (BPP) 之间的关系, 以及 BQP 与 NP 之间的关系.

目前只知道 BPP⊆BQP⊆PSPACE, 这里 PSPACE 是多项式空间复杂性类. 一个重要的研究问题

是能否进一步改进这里的上下界. Adelman 等 [20] 已经证明 BQP⊆PP, 这里 PP 是概率多项式时间

复杂性类, 它与 BPP 的差别是不需要算法的错误率有界. 能否把上述上界替换成多项式层次复杂性

类 PH? Aaronson [24] 给出了一些证据显示很可能 BQP*PH, 如果这一论断成立的话, 那么立即就能

推出 BQP*NP,也就是说量子图灵机在多项式时间内可以计算某些不在 NP类里的问题.另外还将推

出 P̸=PSPACE, 这些对我们理解经典计算复杂性也有着巨大的帮助.

经典计算复杂性理论中的 PCP 定理指出, 任何 NP 问题的实例, 例如可满足性, 都可以被适当地

编码, 使得仅通过随机探查其中的 3 个比特, 就可以判断该实例是否可满足. 该定理不但加深了学术

界对于 NP 问题的理解, 还给出了证明计算问题不可近似性的新方法. 建立量子版本的 PCP 定理是

目前量子复杂性的一个重要研究课题.

在量子交互式证明系统方面, Jain 等 [14] 证明了量子交互式证明系统 QIP 的计算能力等价于多

项式空间 PSPACE, 但是关于有多个证明者的量子交互证明系统 QMIP 的计算能力, 甚至是只能够采

用量子纠缠的经典多证明者的交互式证明系统 MIP* 的计算能力都还没有搞清楚. 另外量子 Merlin-

Arthur 复杂性类 QMA 的计算能力有多强? 如果有多项式个 Merlin, 即 QMA (poly), 是否一定比

QMA 本身要强?

3.2 其他计算模型下量子计算的优势极限

为了全面搞清楚量子计算的能力 (极限), 除了在最一般的图灵机模型下进行研究外, 还需要在特

定的计算模型下去研究采用量子算法到底比经典算法在量级上能够有多少提升. 姚期智 [3] 已经证明,

在电路模型下量子计算复杂性与量子图灵机等价, 其他的一些重要的计算模型包括: 判定树复杂性模

型, 通信复杂性模型, 量子自动机等.

在判定树模型下, Buhrman 等 [34] 已经证明量子判定树比经典判定树至多有开 6 次方量级的加

速, 另一方面 Ambainis 等 [32] 最新构造的函数使用量子判定树可以达到比经典判定树开 4 次方量级

的加速. 如何进一步缩小甚至关闭两者之间的差距是目前判定树领域研究的一个重点. 想要解决这一

问题不光需要对量子判定树继续进行深入研究, 同时需要对经典判定树复杂度有更加深刻的认识. 经

典判定树研究领域中一个 20 多年没有解决的重要的猜想 – 敏感度复杂性猜想断言说, 敏感度复杂性

s(f) 与判定树复杂性 D(f) 之间是多项式量级相关的, 目前还没有例子能够给出 s(f) 与 D(f) 之间

992



中国科学 : 信息科学 第 46 卷 第 8 期

超过平方量级的差距. 如果两者的差距真的只有平方量级, 即 s(f)2 > D(f), 那么结合之前 Buhrman

等 [34] 已经证明的 Q(f)2 > s(f), 就可以得到 Q(f)4 > D(f), 也就是说两者的差距就是 4 次方量级的,

目前的例子已经是紧的了. 此外关于随机判定树复杂度与量子判定树复杂度之间的关系也还没有完全

搞清楚, 目前最好的上下界分别是 2.5 次方和 6 次方.

在通信复杂度模型下, 学者们猜想采用量子通信不能够比经典的随机通信有指数量级的提升, 但

是该问题还远未解决, 即使针对一些限制更强的模型, 例如单向量子通信模型, 以及采用 XOR 函数方

式的双方通信模型. 后者与通信复杂性中长期悬而未决的 log-rank 猜想有关.

3.3 经典难解问题的量子算法

在 Shor 提出大整数分解问题和离散对数问题的量子多项式时间算法之后, 20 年来学者们一直致

力于寻找其他重要的计算问题,能够在量子计算机上获得高效的解决, 而 (目前为止)不存在任何有效

的经典算法,图同构问题是其中一个备受学者们关注的备选问题.图同构问题,即判定两个图之间是否

存在一个顶点间的 1-1 映射, 使得第 1 个图经过映射后变为第 2 个图. 该问题本身是计算复杂性领域

中非常重要的一个未解问题,关于它的经典算法的研究已经进行了 30多年, 最近 Babai [165] 在此问题

的经典算法上取得了重要突破, 给出了准多项式时间的算法.

图同构问题是非 Abel 群上的隐子群问题的一个特例, 隐子群问题 (hidden subgroup problems,

HSP) 一般性的描述如下: 已知某个黑盒函数 f : G → X 将群 G 映射到集合 X, 并且满足: 存在 G 的

某个子群 K 6 G, 使得任给 a, b ∈ G, f(a) = f(b) 当且仅当 a+K = b+K, 也就是说函数 f 在 K 的

任何一个陪集上的函数值都相同,而在 K 的不同的陪集上函数值不同.问题的目标是设计出一个有效

的 (即多项式时间的) 量子算法来确定子群 K. 这里所谓黑盒函数是指, 我们唯一可以访问函数 f 的

方式是选取群元素 a ∈ G, 并查询 f(a) =? 除此之外不可以对函数 f 进行其他的操作.

当 G 是 Abel 群时, 此问题称为 Abel 群上的隐子群问题, 很多非常著名的问题, 例如大整数分解

问题等都属于此类. 对于 Abel 群上的隐子群问题, 借助量子 Fourier 变换可以给出一个多项式时间的

量子算法 [166]. 当 G 是非 Abel 群时, 此问题称为非 Abel 群上的隐子群问题. 图同构问题, 以及某种

形式的最短向量问题都属于此类. 目前非 Abel 群上的隐子群问题尚无多项式时间的量子算法, 仅对

一些特殊的非 Abel 群, 例如二面体群有部分结果. 而且学者已经证明, 仿照 Shor 算法简单的使用量

子 Fourier 变换对该问题无效.

3.4 面向特定领域的新型量子算法

通用的量子计算机在较短的时期内可能还不能够很快地被制造出来, 但是针对某些特定领域、特

定问题的特定算法的专用量子计算设备则有可能先于通用量子计算机问世.

Harrow 等 [81] 提出的 HHL 量子算法能够在 O(κ2 logN) 的时间求解线性方程组, 但其算法复杂

度与矩阵 A 的条件数 κ 之间是平方量级相关的, 如果 A 的条件数很大, 那么算法就会很慢, 甚至

可能比经典的算法 (例如共轭梯度下降法) 要慢. Ambianis [167] 提出了一个新的量子算法, 复杂度为

O(κ log3 κ logN), 改进了算法对条件数 κ 的依赖. 是否能够进一步的改进算法与条件数之间的关系是

目前的一个研究热点, 另外能否给出一个用条件数表示的求解线性方程组的量子算法的下界? 事实上

如何使用条件数给出一个经典算法的下界也是一个重要的研究问题.

Lloyd等在求解线性方程组的基础上还提出了包括聚类 [82],支持向量机分类 [83] 等一些量子算法,

对于更加复杂的机器学习问题是否能够有量子算法进行加速? 例如神经元网络的参数训练问题, 甚至
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深度机器学习中的参数训练问题等 (例如像 AlphaGo这种下棋的深度学习算法). 在另一个方向上,与

求解线性方程组类似的一些问题,像矩阵 SVD分解, PCA等是否可以有更好的量子算法,甚至包括矩

阵相乘最好的量子算法能够有多大幅度的提升? Le Gall 等 [168] 关于矩阵相乘有一些初步的结果.

针对目前大数据领域涌现出的一些新的计算问题, 量子算法能否提供新的解决思路? 例如在社会

网络上的社区发现问题, 在大图中找三角形、四边形等都可以看作是该问题的特例. 目前关于在图中

找三角形问题的量子算法, 学术界研究的最多 [67∼70,72], 关于 K4 和更大的图, 也有一些部分结果 [74],

但上下界之间还有很大的差距.

3.5 量子软件和程序理论

量子程序设计早期的研究主要包括量子随机存储模型的提出,以及经典程序设计语言的量子扩充

等, 这类语言虽然数据是量子的, 但是其程序控制还是经典的, 真正意义上的量子程序应当是 “量子数

据”+“量子控制”. 经过近十多年的研究,带经典控制流的量子程序理论已经基本成型, 包括操作语义、

指称语义、最弱前置条件以及范畴论语义等都已建立起来.

递归是程序设计中最重要的技术之一, 例如分治算法、深度优先搜索等都需要用到递归. 带有量

子控制流的递归程序,包括其操作语义、指称语义等该如何定义?更简单的像量子循环程序,特别是有

嵌套的循环程序的定义以及程序的终止问题等, 都是目前研究的热点. 另外一些重要的研究方向还包

括: 能否建立一套量子递归的 Floyd-Hoare 逻辑? 如何从物理上来实现带量子控制流的量子递归? 能

否借助带量子控制的量子程序更好地解决现有的一些问题等. 这些都需要对于相关问题的物理本质有

更加深刻的理解.

量子模型检测和量子程序的自动验证是发展量子软件理论不可或缺的重要基石,目前这方面的研

究工作才刚刚起步, 一些重要的进展包括应明生等提出的量子 Hoare 逻辑以及在其上完成的对 Shor

算法和 Grover 算法的验证工作等, 这一方向还需要更加深入的进行研究. 此外并发量子程序、分布式

的量子程序、量子通信协议等的自动验证, 以及量子程序的自动生成等也都是未来重要的研究方向.

3.6 设备无关的量子密码

密码协议的安全性除了依赖于所选取的困难问题的计算复杂性假设外,还要依赖于随机数的选取,

随机数质量的好坏直接关系到密码协议的安全性,如果每次都使用相同的随机数那么密码协议也是不

安全的. 目前大多数的随机数产生方案都依赖于随机数产生器的特殊结构, 或者需要假设两个以上随

机源的独立性. 这两个假设都无法进行验证, 在实际中也很难加以保证, 如何用最低的要求来保证产

生的 “随机数” 的随机性是一个具有重要现实意义的问题.

由于量子力学的测不准原理使得量子机制具有天然的随机性,因此通过量子机制来产生随机数得

到了学者们越来越多的关注. 2006 年 Colkbeck [123] 在其博士论文中最先提出了通过检查是否违背贝

尔不等式来生成可信的随机数. 在 Colkbeck 提出的协议中, 通信双方在一个不可信的量子设备上反

复运行非定域的贝尔测试, 如果该设备能够超过经典的上界, 即违背贝尔不等式, 则证明了该设备一

定是量子机制的, 因此可以相信该设备制备的随机数是按照量子测不准原理得到的.

2014年施尧耘等 [16] 给出了一种只需要极少的理论假设的量子随机数产生方案,该方案只需要假

设初始有一个弱随机源, 设备之间不能通信, 以及基本量子力学定律的正确性, 就能保证从一个不可

信的量子设备中抽取出任意长的随机数. 这里弱随机源只需对量子设备随机, 甚至不需要对窃听者随

机 (即可以和窃听者的随机数正相关). 但该方案所需要的量子测量精度等技术指标仍旧过高, 无法应
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用于实际中像量子密钥分发等商用量子设备, 甚至目前在实验室中都还不能够进行实验的验证. 如何

进一步降低在不可信量子设备上产生安全的量子随机数的实验要求是目前这一方向研究的重点.

3.7 量子电路优化

要想构建出实用的量子计算机, 量子电路的设计和优化必不可少. 近些年量子电路优化和综合

领域取得了很多进展, 但依然还有很多重要的问题需要解决. 在构建任意 n 输入量子门的研究方面,

2003 年 Shende 等 [136] 构造性地证明了任何偶排列能够在不使用辅助系统的条件下由非门、CNOT

门和 Toffoli 门实现. 另一方面存在一个 n 输入的可逆函数, 实现这个函数需要使用 Ω(n2n/ logn) 个

量子门. 2010 年 Saeedi 等 [148] 改进了 Shende 等的构造, 将门电路的规模降至 8.5n2n + o(2n), 这与

Ω(n2n/ log n) 的下界还存在不小的差距, 如何改进实现可逆函数需要的量子门电路数目的上界和下界

有重要理论和实际意义.

在构建一些特殊的量子门电路方面, 1995 年 Barenco 等 [133] 用 CNOT 门实现了 Toffoli 门, 在不

使用辅助系统时 Barenco 等的构造一共使用了 Θ(n2) 个 CNOT 门, 如果允许使用辅助系统, 则只需

要 Θ(n) 个 CNOT 门即足够. 实现一个 n 比特输入的 Toffoli 门所需要的最少的 CNOT 门的数目到

底是多少? Barenco 的设计是否已经达到最优? 另外其他重要的量子门, 例如 Fredkin 门等所需要的

CNOT 数目也尚未完全搞清楚.

在量子电路构建方面,一些特殊的量子电路,例如稳定电路 (stabilizer circuit), GF(2)线性电路等,

由于其自身的特性, 在量子信息领域发挥着重要的作用, 关于构建特殊量子电路的最小规模、最优深

度等优化问题目前还有待解决. 这里稳定电路是指由 Hadamard 门、相位门、CNOT 门和测量操作构

成的量子电路 [141], 稳定电路在量子纠错、量子编码和量子传输等领域有重要的作用.

3.8 无差错量子算法

常见的量子算法,像 Shor大整数分解算法 [6]、Grover搜索算法 [7] 等, 算法都是可能出错的, 量子

多项式时间复杂性类 BQP 在定义的时候也允许以小概率出错 (错误率小于 1/3). 但是最早的两个量

子算法, Deutsh-Jozsa 算法 [4] 和 Simon 算法 [5], 都是百分之百正确的. 因此一个重要的研究方向是无

差错的量子算法到底能够对哪些计算问题带来加速?其最多能在量级上带来多少提升? 如果只是采用

类似 Simon 算法的思想, 将可以把算法复杂度从 n 加速到 n/2, 最近 Ambainis [35] 设计了一个新的无

差错量子算法, 在一个复合型的布尔函数上可以把计算复杂度从 n 加速到 QE(f) = O(n0.8675···), 2015

年 Ambainis 等 [32] 再次提出一个新的函数, 其无差错量子算法复杂度可以到 O(n0.5), 而经典的随机

算法复杂度也要 Ω(n), 即量子无差错算法可以达到平方量级的加速. 另一方面, 目前已知的 QE(f) 最

好的下界是 QE(f) > D(f)1/3, 上下界之间还有 1/6 的差距. 最近邱道文等 [169] 研究了一次量子无错

查询复杂性的对称部分布尔函数. 一个自然的问题是, 如何刻画具有 k 次量子无错查询复杂性的对称

部分布尔函数?

另外一个重要的研究方向是确定无差错的量子算法的计算能力到底有多强, 即研究无差错的量

子多项式时间复杂性类 ZQP (zero-error quantum polynomial time), 显然 ZQP 包含于 BQP 内, 同时

ZQP 包含无差错概率多项式时间复杂性类 ZPP, 即 ZPP⊆ZQP⊆BQP, 但是目前还不清楚这两边是否

是紧的, 包括是否可以使用神谕来区分开它们, 即是否存在神谕 A, 使得 ZPPA (ZQPA.
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3.9 量子模拟及波色采样算法

构建大规模的量子系统以模型量子化学、高温超导, 以及高能物理中的真实量子系统, 其中一个

关键问题是如何克服退相干性等环境噪声影响, 制备高质量的多光子纠缠态, 潘建伟教授领导的团队

在这方面的研究处于世界领先地位.

多光子纠缠态还可以用来进行波色采样, 目前还不清楚经典计算能否对波色采样的分布进行模

拟, 该问题与经典复杂性理论中如何计算一个矩阵的积和式 (permanent) 有着直接的联系, 2011 年

Aaronson 和 Arkhipov [93] 基于 “近似一个 Gauss 矩阵的积和式是 #P 困难的” 等复杂性假设证明了

近似波色采样概率问题不在多项式层次复杂性类 (PH) 中. 能否移除这一假设前提? 或者证明这一假

设前提是正确的? 这样将会给出量子算法比经典算法有指数量级能力提升的直接证据.

在实际中, 如何验证一个波色子采样的正确性? 具体来说, 能否向一个只有经典计算能力的验证

者 (BPP) 证明波色采样的正确性? 能不能对波色采样给出容错的机制? 特别是只利用线性光子的容

错方案, 因为目前的波色采样方案都是基于光子的. 能否找到更多可以借助波色采样的技术来解决的

经典计算问题, 特别是一些经典计算中的难解问题, 也是一个重要的研究方向.

4 结论

在过去 20年间,量子计算得到了快速的发展,取得了一系列重要的研究成果.但在很多方面,研究

才刚刚起步, 显露出来的问题仅仅是冰山一角, 需要学者们付出更大的努力. 未来五到十年, 将是量子

计算发展至关重要的阶段, 我们预计在求解困难问题的量子算法、面向特定领域的新型量子算法、无

差错量子算法和量子波色采样等方面的研究中可能会取得突破, 在量子程序理论、量子复杂性、量子

密码和量子电路等方面的研究工作会取得一些重要的进展, 对量子计算的能力会有更加全面的认识.
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Abstract On the basis of its unrivalled potential to solve factorization problems and further application in cryp-

tography, quantum computing is considered as one of the most promising computational models for the future. It

provides a new angle for thinking of computation and a new approach for attack various computationally difficult

problems. In this article, we give a comprehensive survey of developments in the last twenty years on quantum

algorithms, quantum complexity, quantum programming theory, quantum circuits, and quantum cryptography

that we hope will serve as references for researchers in related fields. We also outline various research directions

and open problems in this area, with the hope of prompting further progress or even solutions.
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