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摘要 第一原理计算是研究物质微观结构不可或缺的手段与工具, 但鲜有成熟的实空间离散软件.

基于我们小组长期以来的研究成果以及 PHG 平台, 研制成了一套第一原理实空间并行自适应计算

程序包 RealSPACES. 该程序计算精度高、可扩展性好. 本文将扼要但系统地介绍 RealSPACES 的设

计原理及其主要算法.
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1 引言

Schrödinger 方程是描述微观物质世界的典型的第一原理数学模型. 第一原理计算指的是不用任

何经验参数和实验数据来求解这类方程或其等价模型. 通过第一原理计算, 我们可以探索物质的现象

和规律, 预测材料的结构和物性, 进而为新材料的开发和应用提供科学的依据. 第一原理计算已广泛

应用于物理学、化学、材料科学、生物医学、药物设计等领域并取得了巨大成功.

由于 (定态的) Schrödinger 方程是一高维特征值方程, 难以直接求解, 人们须寻求其简化或等价

模型. 电子密度泛函理论则是其中最成功的代表. 通过密度泛函理论 [1], 人们将高维 Schrödinger 方程

转化为三维空间上的 Kohn-Sham 方程 [2]. 这样, 基于密度泛函理论的第一原理电子结构计算的核心

就转化为求解 Kohn-Sham 方程.

尽管相比于定义在 R3N 上的 Schrödinger 方程, 定义在 R3 上的 Kohn-Sham 方程求解的难度有

所降低,但由于 Kohn-Sham方程是一含奇性且具有非局域性的非线性算子的特征值问题,所求特征对

个数会随着体系增大而增多, 且特征值重、特征值间间隙多尺度, 其数值求解仍然充满困难和挑战 [3].

现有的 Kohn-Sham 方程的离散格式大体上可分为 3 类: 倒空间方法、局部基集法以及实空间方

法. 这些方法各有其优势和不足,其中倒空间方法和局部基集法研究相对成熟,目前材料物理或量子化

学计算中使用的软件绝大多数都是基于这两类离散格式. 如凝聚态物理中常用的商业软件 Vasp1)、开

1) VASP. http://www.vasp.at.
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源软件 Abinit2)及 Quantum Espresso3)等, 都是采用平面波离散. 而量子化学计算中广泛使用的 Gaus-

sian4)则采用局部基集法离散. 相对而言, 实空间方法则尚处于发展阶段, 相应软件非常少. 但是近年

来, 实空间方法由于具有更好的物理真实性而受到越来越多的关注 [4∼6].

我们课题组从 2000 年就开始致力于第一原理计算的实空间离散与程序实现相关研究, 包括有限

元离散、有限体离散及相应自适应计算 [7∼17]. 基于我们小组长期的研究成果以及科学与工程计算

国家重点实验室开发的并行自适应网格平台 PHG (parallel hierarchical grid)5), 我们研制了一套第一

原理实空间并行自适应计算程序 RealSPACES (real space parallel adaptive calculation of electronic

structure). 经过十几年的发展和完善, 我们的程序功能在逐步健全, 计算效率也在逐步提高. 特别要

指出的是, 现有的第一原理计算商业或开源软件由于受基函数影响, 通常要么只能进行赝势计算 (如

基于平面波离散的软件),要么只能进行全势计算 (如基于原子轨道基函数方法离散的软件).与之不同

的是, RealSPACES 没有这方面的限制. 我们的程序既能进行赝势计算, 也能方便地进行全势计算.

本文将程序 RealSPACES 背后的设计原理以及使用的一些关键的算法作一较全面的介绍. 鉴于

篇幅以及侧重点,对于模型层面的内容我们不做深入探讨,只选取我们程序中涉及部分做简单介绍,包

括不同交换关联泛函的适应范围及精度, 不同赝势的特点及适应范围等. 其次, 对于程序实现的具体

细节, 我们亦不打算涉及. 关于程序实现技巧及细节, 待时机成熟, 我们会再专门介绍.

2 Kohn-Sham 方程

描述非相对论多电子体系电子结构的基本的数学模型是如下的 Schrödinger 方程 [18]:

(Te + Vne + Vee)ψ = Eψ, 在 R3N 上, (1)

其中

Te = −
N∑
i=1

~2

2me
∇2

ri , Vee =
1

2

N∑
i,j=1,i ̸=j

e2

|ri − rj |
, Vne =

N∑
i=1

M∑
I=1

ZIe
2

|RI − ri|
,

Te 是电子的动能算符, Vne 是核与电子相互作用算符 , Vee 是电子间相互作用算符, M 为原子个数, N

为电子个数, ZI 是第 I 个原子的原子序数, RI 是第 I 个原子的位置.

方程 (1)是一定义在 R3N 上的高维特征值问题.除了极少数体系外,无法直接求解. 因此,人们需

要寻找其等价或简化的可计算模型. 其中最成功的可计算模型包括波函数类方法及密度泛函理论, 前

者的核心是求解 Hartree-Fock 方程, 后者的核心则是求解 Kohn-Sham 方程. 我们的 RealSPACES 目

前重点关注的是基于密度泛函理论的计算.

密度泛函理论的核心思想是用电子密度而不是电子波函数作为体系的 “基本量”. 与波函数不同,

密度只是空间位置的函数. 于是,原本的高维问题变成了 3维问题,其计算复杂度降低了. 电子密度泛

函的思想最早可追溯到 1927年 Thomas和 Fermi提出的 Thomas-Fermi理论 [19∼21],但直到 1964年密

度泛函理论才有了理论基础. 这一理论基础就是 Hohenberg 和 Kohn [1] 提出著名的 Hohenberg-Kohn

定理和 Hohenberg-Kohn 变分定理. 对包括 Coulomb 势在内的一类外势, 周爱辉在文献 [22] 中给出了

2) ABINIT. http://www.abinit.org.

3) Quantum Espresso. http://www.quantum-espresso.org.

4) Gaussian. http://www.gaussian.com/.

5) PHG. http://lsec.cc.ac.cn/phg/.
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Hohenberg-Kohn 定理严格的数学证明 (也参见文献 [23]). 基于 Hohenberg-Kohn 定理和 Hohenberg-

Kohn 变分定理, Kohn 和 Sham 于 1965 年将原本的多体 Schrödinger 方程转化为一个有效单体问题

—— Kohn-Sham 方程 [2]. 现今, Kohn-Sham 方法已成为绝大多数第一原理电子结构计算的基础, 被

广泛应用于凝聚态和大分子体系的模拟. Kohn 也由于在密度泛函理论上的贡献与 Pople 共同获得了

1998 年的诺贝尔化学奖.

Kohn-Sham 方程是如下的非线性特征值问题:
(
− 1

2∆+ Veff(ρ(r))
)
ui = λiui, 在 R3 上,∫

R3 ui(r)uj(r)dr = δij , i, j = 1, 2, . . . , Ns,

(2)

其中

ρ =

Ns∑
i=1

fi|ui|2, Veff(ρ) = Vne(ρ) + VH(ρ) + Vxc(ρ),

Vne(x) = −
Natom∑
j=1

Zj

|x− rj |
, VH(ρ) =

∫
R3

ρ(r′)

|r − r′|
dr, Vxc(ρ) =

δExc

δρ
,

ui 为 Kohn-Sham 轨道, ρ 为电荷密度, Ns 为占据态的个数, fi 为第 i 个态的占据数, Natom 为原子个

数, Zj 为第 j 个原子的原子序数, 而 rj 为第 j 个原子的位置.

尽管相比于定义在 R3N 上的 Schrödinger 方程, 定义在 R3 上的 Kohn-Sham 方程求解的难度降

低, 但它仍然充满许多困难与挑战. 如 Kohn-Sham 方程相应的非线性算子含奇性且具有非局域性, 所

求特征对多、特征值重或间隙小且多尺度等 [5].

3 有限维离散

Kohn-Sham 方程 (2) 是一个定义在空间 R3 上的一个非线性特征值问题. 注意到, 对孤立体系来

说,基态电荷密度 ρ是指数衰减的 (参见文献 [16,24∼27]),因此求解区域 R3可用某一有界区域 Ω ⊂ R3

来近似, 即需要求解如下的非线性特征值问题: 求 (λ, u) ∈ R×H1
0 (Ω) 使得 ∥u∥0,Ω = 1 且 (−1

2∆+ Veff(ρ))u = λu, 在 Ω 内,

u = 0, 在 ∂Ω 上.
(3)

设 Ω 为 R3 中的有界连通开集, ∂Ω 是其边界. 我们使用 Sobolev 空间中的标准记号 Hs(Ω) 及其

相应的范数及半范数 [28, 29], 而 H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v|∂Ω = 0}, 这里 v|∂Ω = 0 为迹意义下的.

Kohn-Sham方程相应的变分形式为:求 (λi, ui) ∈ R×H1
0 (Ω)使得 (ui, uj) = δij(i, j = 1, 2, . . . , Ns)

并且

a(ρ;ui, v) = λi(ui, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω), (4)

这里

a(ρ;u, v) =
1

2
(∇u,∇v) + (Veff(ρ)u, v).

1423



戴小英等: 第一原理实空间并行自适应计算程序设计原理

问题 (4) 定义在无穷维空间 H1
0 (Ω) 上, 通常我们需要对其作有限维逼近. 具体地, 构造 H1

0 (Ω) 的

有限维子空间 Vh ⊂ H1
0 (Ω), 并考虑如下有限维问题 (或称离散问题): 求 (λh,i, uh,i) ∈ R × Vh 使得

(uh,i, uh,j) = δij(i, j = 1, 2, . . . , Ns) 且

a(ρh;uh,i, vh) = λh,i(uh,i, vh), ∀vh ∈ Vh, (5)

这里 ρh =
∑Ns

i=1 fi|uh,i|2.
根据离散基函数类型的不同, Kohn-Sham 方程的离散方法或 Vh 的构造方法可分为 3 类: 倒空间

(reciprocal space)方法 (针对周期体系)、原子轨道线性组合方法 (linear combination of atomic orbitals)

(有时也称局部基集方法) 和实空间 (real space) 方法. 这些方法各有优势和不足, 具体可参考文献 [5],

这里不一一详述.

有限元离散就是一类典型的实空间离散.记 Th(Ω)为 Ω的一个正则协调的有限元网格剖分, 即网

格是非退化的且没有悬挂点. 相应网格尺度函数记为 h(x). h(x) 的值为 x 所在单元 T 的直径 hT . 定

义 Sh,r(Ω) 为 Ω 上相应于剖分 Th(Ω) 的一连续函数空间, 它满足对任一函数 v ∈ Sh,r(Ω), v 限制到每

一个单元 T 上是一个次数不超过 r 的多项式, 即

Sh,r(Ω) = {v ∈ C((Ω)) : v|T ∈ P r
T , ∀T ∈ Th(Ω)}, (6)

其中 P r
T 是单元 T 上的 r 次多项式空间. 为简单, 记 Sh,r(Ω) 为 Sh(Ω). 选 Sh(Ω) 为标准的 Lagrange

有限元空间, 其基本性质可参见文献 [29]. 令 Sh
0 (Ω) = Sh(Ω)

∩
H1

0 (Ω).

Kohn-Sham方程 (4)的有限元离散格式为:求 (λh,i, uh,i) ∈ R×Sh
0 (Ω)使得 (uh,i, uh,j) = δij(i, j =

1, 2, . . . , Ns) 且

a(ρh;uh,i, vh) = λh,i(uh,i, vh), ∀vh ∈ Sh
0 (Ω). (7)

记 {φ1(x), φ2(x), . . . , φNg(x)} 为 Sh
0 (Ω) 的基函数集合. 以下主要是基于有限元离散来介绍相关内容.

4 有效势处理与计算

本节介绍如何处理与计算 Kohn-Sham 方程中的有效势 Veff .

4.1 Hartree 势计算

电子间的静电作用 Hartree 势形式如下:

VH(ρ) =

∫
R3

ρ(r′)

|r − r′|
dr′, (8)

通常不直接按上式求解 VH, 而是通过求解方程

−∆VH = 4πρ (9)

来得到.

在实际计算 Hartree 势时, 涉及到求解区域的选取问题. 由于波函数 ψ 在无穷远处以指数速度趋

近于 0 [30], 因此常采取近似的方法, 即如前所述在某有限的区域 Ω 内求解 Kohn-Sham 方程, 而在求

解区域以外, 波函数值取为 0. 但对于 Hartree 势 VH(ρ), 由于它以 O( 1r ) 的速度趋于 0, 因此如果把它
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看作和波函数一样, 只在 Ω 内求解, 那么要很慎重地选择边界条件, 而 Hartree 势在边界上的值是不

知道的. 若仍象波函数求解那样取为 0, 则求得的 Hartree 势显然是不够精确的. 为此, 实际计算时常

会引入一个正电荷背景 ρc(r)
[31], 它满足∫

Ω

(ρ(r) + ρc(r))dr = 0, (10)

ρc(r) 产生的势场为 Vc. 从而原来的方程 (9) 的求解转化为求解下面的等价方程:

−∆Ṽ = 4π(ρ+ ρc), (11)

而 VH = Ṽ − Vc. ρc(r) 的选取除了满足上面电中性条件外, 还应满足如下两个条件: 一是 Vc 易求, 最

好是有解析表达式; 二是 Ṽ 较 VH 以更快的速度趋于 0. 这样, 可以在不扩大求解区域 Ω 的情况下采

用零边值条件就能得到比较精确的结果.

ρc(r) 的选取有很多不同的方式. 下面介绍一下 RealSPACES 程序中的两种处理办法.

我们程序提供的方法一为选取正电荷密度 ρc(r) 为如下定义的电荷密度 ρI(r) 的和 [8]:

ρI(r) =


Zv,I

( 43πr
3
c,I)

, 如果 |r −RI | < rc,I ,

0, 如果 |r −RI | > rc,I ,

其中 rc,I 是一个给定的半径, RI 为第 I 个原子核的位置, Zv,I 为第 I 个原子的电子数 (全势计算) 或

价电子数 (赝势计算). 电荷密度 ρI(r) 产生的 Coulomb 势场为

VI(r) =


Zv,I

|r −RI |
, 如果 |r −RI | > rc,I ,

3r2c,I − |r −RI |2

2r3c,I
Ne, 如果 |r −RI | < rc,I ,

即

ρc(r) =
M∑
I=1

ρI(r), Vc(r) =
M∑
I=1

VI(r).

我们程序还提供了如下的选取办法 [31,32]: 相应于每一个原子 I,

ρI(r) = − Zv,I

(
√
πrc,I)3

exp

(
−|r −RI |2

r2c,I

)
,

相应的正电势场为

VI(r) = − Zv,I

|r −RI |
erf

(
|r −RI |
rc,I

)
,

这里 erf(x) 为误差函数, 其定义如下:

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt. (12)

总的电荷密度及势场为

ρc(r) =

M∑
I=1

ρI(r), Vc(r) =

M∑
I=1

VI(r).

还有很多其他处理办法, 如多极展开等. 我们的程序中也有多极展开处理 [9], 这里就不做具体介

绍了.
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4.2 交换关联泛函选取

在前面的 Kohn-Sham 方程中, 交换关联能 Exc(ρ) 十分复杂, 没有解析表达式. 在实际计算中, 我

们常采用某种近似. 如何选取有效的 Exc(ρ)的近似表达式对整个 Kohn-Sham方程的求解起着重要作

用. 常见的近似有 Xα 近似, 局域密度近似 (local density approximation,简称 LDA)、局域自旋密度近

似 (local spin density approximation, 简称 LSDA)、广义梯度近似 (generalized gradient approximation,

简称 GGA)等,具体可见文献 [33,34]. 关于不同交换关联泛函的精度及适应范围,属于模型问题,不是

本文的重点, 这里不做具体介绍, 详细可见文献 [35]. 这里只介绍我们程序中目前使用的两种, 即 Xα

近似以及局域密度近似 (LDA). 下一步计划将 Libxc 接入我们的程序, 从而使得我们的程序可以使用

更多种类的交换关联泛函.

(1) Xα 近似. 早在 Kohn-Sham 方程提出之前, Slater [36] 就针对 Hartree-Fock 方法提出了一种

交换势的 Xα 逼近.其基本想法是用简单的局域算子来近似复杂的非局域 Fock算子,用均匀电子气模

型来进行简化, 得到交换势的如下近似:

Vxc(ρ) =
3

2
α

(
3

π
ρ

)1/3

, (13)

其中 α ∈ [23 , 1]. Xα 方法没有考虑关联作用, 因此精度不高.

(2)局域密度近似 (LDA). 对交换关联能的最简单的处理方法就是局域密度近似方法,它是 Kohn

和 Sham 于 1965 年提出的 [2]. 其基本思想是在局域密度近似中, 可利用均匀电子气密度函数 ρ(r) 来

得到非均匀电子气的交换关联泛函. 具体就是假设系统的电荷密度是均匀分布的, 用均匀电子气的交

换关联能密度来代替非均匀电子气的交换关联能密度:

ELDA
xc (ρ) =

∫
ρ(r)ϵhomxc (ρ(r), r)dr, (14)

其中 ϵhomxc (ρ(r), r) 表示电荷密度为 ρ 的均匀电子气的交换关联能密度. 相应的交换关联势变为

V LDA
xc (ρ)(r) =

δELDA
xc (ρ)

δρ
(r) = ϵhomxc (ρ(r), r) + ρ(r)

δϵhomxc (ρ(r), r)

δρ
. (15)

于是 Kohn-Sham 方程可写为(
−1

2
∆ + V (r) +

∫
ρ(r′)

|r − r′|
dr′ + V LDA

xc (ρ)(r)

)
ui = ϵiui. (16)

称方程 (16) 为 Kohn-Sham 局域密度近似 (KS-LDA), 通常叫作 LDA 方法. 对均匀电子气, 交换能密

度函数

ϵhomx (ρ) = −cxρ1/3,

这里 cx = 3
4 (

3
π
)1/3. 关联部分则由 Ceperley和 Alder在 1980年进行的自由电子气的量子 Monte-Carlo

模拟 [37] 给出, 并得到了比较精确的关联能的参数化曲线形式 [38∼40].

我们的程序中使用的 LDA, 其交换能密度取为

ϵx(ρ) = −3

4

(
3

π

)1/3

ρ1/3.
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关联能密度则用 Perdew 和 Zunger [39] 给出的参数化形式:

ϵc(rs) =

−0.1423/(1 + 1.0529
√
rs + 0.3334rs), 如果 rs > 1,

0.0311 ln rs − 0.048 + 0.0020rs ln rs − 0.0116rs, 如果 rs < 1,

这里 rs = ( 3
4πρ )

1/3. 相应的交换关联势密度则可通过

Vxc(ρ) = ϵxc(ρ) + ρ
dϵxc(ρ)

dρ

得到.

4.3 Coulomb 势处理

Kohn-Sham 方程中核与电子间相互作用势 Vne (即 Coulomb 势) 表达式如下:

Vne(x) = −
Natom∑
j=1

Zj

|x− rj |
. (17)

它是一个奇异算子, 导致波函数在离子实内部区域变化剧烈, 从而使得离散时需要在离子实内部需要

用大量函数去逼近.

然而, 在很多情况下, 人们最关心的是价电子, 在原子结合成固体的过程中, 价电子的运动状态发

生了很大的变化, 而恰恰是在价电子所在的离子实之间的区域, 波函数变换平滑, 与自由电子的平面

波很相近. 由此人们提出赝势的概念, 即在离子实内部, 用假想的势能取代真实的势能.

根据是否用赝势替换真实的 Coulomb 势 Vne, 第一原理计算又分全势计算和赝势计算. 通常基于

平面波离散的都是进行赝势计算, 如 Vasp, Abinit 及 Quantum Espresso. 而基于原子轨道基函数方法

离散的都是全势计算, 如 Gauss. 我们的程序则既能方便地进行赝势计算, 也能方便地进行全势计算.

下面分别做简单介绍.

进行全势计算时, 即直接处理 Coulomb 势 Vne, 通过自适应网格离散来处理 Vne 的奇性, 从而达

到用较少自由度得到高精度离散结果的目的. 关于自适应网格离散方法, 后面的第 7.1 小节将要具体

介绍, 这里不再详述. 本小节重点介绍赝势处理.

赝势不是唯一的,它可以有多种具体形式. 目前,在第一原理计算中最常用的是 Hamann等 [41] 提

出后又经 Troullier和 Martins [42] 进一步发展的模守恒赝势. 此外, 还有超软赝势 (ultrasoft pseudopo-

tential) [43,44]),以及一些经验赝势和半经验赝势 [34]. 我们程序中使用的是模守恒赝势 [41, 42],关于赝势

更详细的讨论参见文献 [33].

模守恒赝势的形式如下:

V ps
ion = Vloc(r) +

∑
l,m

|Ylm(θ, ϕ)⟩∆V ion
l (r)⟨Ylm(θ, ϕ)|. (18)

这里 l 求和一般取到 0 ∼ 2 或 3, |Ylm(θ, ϕ) 为球谐函数,

Vloc(r) = −Zv

r

2∑
i=1

ccorei erf((αcore
i )

1
2 r), (19)

∆V ion
l (r) =

3∑
i=1

(Al
i + r2Al

i+3)e
−αir

2

, (20)
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其中 erf(x) 为误差函数, 其定义见式 (12).

通常称 (18) 为模守恒赝势的非分离形式. 模守恒赝势还可表示成如下的分离形式 [45]:

V ps
ion = Vloc(r) +

∞∑
l=0

l∑
m=−l

|ψps
lm(r, θ, ϕ)∆V ion

l (r)⟩⟨∆V ion
l (r)ψps

lm(r, θ, ϕ)|
⟨ψps

lm(r, θ, ϕ)|∆V ion
l (r)|ψps

lm(r, θ, ϕ)⟩
,

其中 ψps
lm(r, θ, ϕ) 为赝波函数.

由于式 (18)右端第 2项是非局域项,用有限元离散时,它会导致刚度矩阵的稀疏性遭到破坏从而

导致矩阵存储量达到 O((Ng)
2),这里, Ng 是有限元基函数个数. 我们的程序基于上述两种形式提供了

模守恒赝势的两种实现方式. 在这两种实现中, 我们均通过细致分析, 将一个原本可能稠密的矩阵写

成了若干个向量 (低阶长方阵)的乘积形式,这些长方阵的存储量为 O(Ng),从而避免了出现 O((Ng)
2)

的存储量. 详细可参考文献 [8, 13,15].

4.4 电荷密度的表示及其相关积分处理

电荷密度 ρ 是整个电子结构计算中最重要的量, 几乎所有其他的物理量都可表示成它的泛函. 根

据密度泛函理论, 电荷密度可根据下式由波函数求得

ρ =

Ns∑
k=1

fk|uk|2 =

Ns∑
k=1

fk

∣∣∣∣ Ng∑
i=1

uk(zi)φi

∣∣∣∣2

=

Ns∑
k=1

fk

Ng∑
i,j=1

uk(zi)uk(zj)φiφj

=

Ng∑
i,j=1

( Ns∑
k=1

fkuk(zi)uk(zj)

)
φiφj ,

即

ρ =

Ng∑
i,j=1

ρijφiφj , (21)

其中 Ng 为基函数个数, Ns 为占据态的个数, fk 为第 k 个态的占据数. 由于有限元基函数的紧支性,

仅当节点 i, j 在同一个单元 e 内 φiφj ̸= 0, 故有

ρij =


∑Ns

k=1 fkuk(zi)uk(zj), zi, zj 在同一个单元内,

0, zi, zj 不在同一个单元内.
(22)

记 ρ̃ = (ρij)Ng×Ng , 这样 ρ̃ 的计算及存储犹如计算质量矩阵一样简单方便.

有了 ρ̃, 就容易知道 ρ 在每一点的值了, 从而可以很方便地计算与 ρ 相关的所有积分.

5 自洽场迭代

Kohn-Sham 方程是一个定义在空间 R3 上的非线性特征值问题, 需要通过线性化迭代求解. 这在

物理上称为自洽迭代算法. 自洽迭代通常通过密度或有效势迭代来实现. 这里, 只介绍基于密度的自

洽迭代. 基于密度的自洽迭代求解步骤一般过程如下:
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(1) 选取初始电荷密度 ρin(r);

(2) 根据 ρin(r) 计算有效势 Veff(ρin);

(3) 求解线性特征值问题(
−1

2
∆ + Veff(ρin)

)
ψi = Eiψi, i = 1, . . . , Ns, (23)

并计算新的电荷密度 ρout;

(4)比较 ρin 和 ρout, 如果不收敛, 则用某种方法混合 ρin 和 ρout, 得到新的电荷密度 ρin, 回到第 2

步; 否则计算总能和误差, 并计算其他的物理量.

实际计算中常用电荷密度的变化来作为自洽场收敛的判据. 定义

F (ρin) = ρout − ρin, (24)

如果 F (ρin) = 0, 那么说明迭代精确自洽. 实际上, 严格自洽是很难做到的. 一般通过判断 F (ρin) 是否

小于某个事先给定的阈值判断是否自洽.

为了方便后面的叙述,先把问题抽象成一个数学问题.定义输入电荷密度 ρin 和输出电荷密度 ρout

的距离如下:

D(ρout, ρin) = ⟨F (ρin)|F (ρin)⟩1/2 = ⟨ρout − ρin|ρout − ρin⟩1/2. (25)

要使自洽收敛, 即尽量让 D → 0. 这样, 自洽迭代最终归结为一个形如下式的优化问题: 求 ρin 使

D(ρout, ρin) 达到极小, 即

min
ρin

D(ρout, ρin). (26)

自洽迭代方法有多种, 我们程序中提供了如下几种. 它们有各自的优点, 但又都有一定的局限性.

目前, 还没有一种迭代方法能保证对任何系统都是收敛的. 在我们的程序中, 实现了下述所有自洽迭

代法. 实际计算中我们发现使用 Pulay 方法收敛性最好.

5.1 简单混合 (simple mixing)

最简单的改进办法是简单混合, 也称阻尼法 [46]. 简单混合只考虑当前的输入电荷密度 ρmin , 即令

下一步的输入电荷密度 ρmin 为

ρm+1
in = ρmin + αF (ρmin),

其中 α ∈ [0, 1] 为一权因子, 它可以为一常数, 也可随迭代过程而变化. 该方法的好处是简单, 而且对

一些情形, 只要 α 选取合理 (一般 α < 0.1) , 一般都会收敛; 但在更多情况下, 即使 α 很小, 迭代也收

敛很慢, 或根本就不收敛.

5.2 Pulay 混合法 (Pulay’s mixing)

该法又称 Anderson 混合法 (Anderson’s mixing), 它是 Anderson [47] 与 Pulay [48, 49] 分别独立提出

的, 也称为 DIIS (direct inversion iterative subspace). 该方法利用当前迭代步及其前面多步的信息来

构造新的输入. 具体做法如下: 设

ρoptin =

s∑
i=0

βiρ
m−i
in .
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同样, 设 ρout 关于 ρin 是线性的, 即

ρoptout =
s∑

i=0

βiρ
m−i
out .

这里 βi 满足
∑s

i=0 βi = 1. 下面就是如何选取 βi 使得 D(ρoptin , ρoptout) 达到极小.

通过简单计算, 有

βi =

∑s
j=0A

−1
ji∑s

k,j=0A
−1
kj

,

其中 Aij = (Fm−i, Fm−j). 求得 βj 后, 令下一步的输入电荷密度为

ρm+1
in = ρoptin + αF (ρoptin ),

其中 α ∈ [0, 1] 为混合参数, 同样, 它一般根据经验来选取.

也可将前面的 Pulay 混合格式表示成下面的形式, 它具有更好的数值稳定性. 记

∆ρi = ρm−i+1
in − ρm−i

in , Fm = F (ρmin), ρm = ρmin ,

∆F i = F (ρm−i+1
in )− F (ρm−i

in ),

并令

ρoptin = ρm +

s−1∑
i=0

β̄i∆ρ
i,

这里 β̄i 与 βi 有一一对应关系. 通过前面类似的分析, 可得到

β̄i = −
s−1∑
j=0

Ā−1
ji (∆F

j , Fm),

其中 Āji = (∆F j ,∆F i).

而下一迭代步的输入电荷密度为

ρm+1
in = ρoptin + αF (ρoptin ) = ρm + αFm +

s−1∑
i=0

β̄i(∆ρ
i + α∆F i). (27)

5.3 拟 Newton 方法

我们知道, 自洽迭代最终归为求解问题 (26), 对于这类形如:

min
x∈Rn

f(x) (28)

的极小问题, 优化中有很多方法专门来求解它, 比如拟 Newton 方法 [50].

用拟 Newton 方法求解问题 (28) 的一般过程如下:

(1) 给出 x0 ∈ Rn,H0 ∈ Rn×n, 0 6 ε < 1, k = 0;

(2) 如果 ∥gk∥ 6 ε, 则停止; 否则计算 dk = −Hkgk;

(3) 沿方向 dk 作线性搜索: 求 αk > 0, 并令 xk+1 = xk + αkdk;
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(4) 校正 Hk 产生 Hk+1, 使得拟 Newton 条件 Hk+1yk = sk 成立;

(5) k = k + 1, 转第 2 步.

这里 gk 为 f(x) 在 xk 处的梯度, yk = gk+1 − gk, sk = xk+1 − xk, Hk 为 f(x) 在 xk 处的 Hessen

阵逆的近似. 不同的拟 Newton 法的差别就是如何由 Hk 产生 Hk+1, 其余步骤完全一样. 常见的拟

Newton 方法有对称秩一 (SR1) 校正、DFP 校正、BFGS 校正、PSB 校正等, 具体可参见文献 [50]. 因

此, 对于问题 (26), 也可将上述拟 Newton 法搬过来, 只要把前面的 xk 换成 ρkin 即可, 物理上常说的

Broyden 方法 [51, 52] 就是这类方法.

一般来说, Broyden 迭代比简单迭代收敛得要快. 但是, 它还是有它的缺陷, 并不是对所有的系统

都能收敛, 比如如果初始 ρ0in 给得不是太好的话则很难收敛.

6 代数求解器

通过有限元离散与自洽场迭代, Kohn-Sham 方程的求解最终归结为一些代数问题的反复求解, 包

括线性代数 (边值) 问题和代数特征值问题.

前面讲过, Hartree 势一般通过求解方程 (9) 得到. 通过有限元离散, 式 (9) 最终化为形如:

Ax = f (29)

的代数方程, 其中 A 对称正定. 在我们的并行轨道更新算法中, 主要计算量也是一些形如式 (29) 的

问题的求解. 对于上述系数矩阵对称正定的大规模线性代数问题, 有很多有效的代数求解器, 常见的

有 GMRES 方法 [53]、预条件共轭梯度法 (PCG) [50]、多重网格方法 [54,55] 等. 关于线性代数问题

的求解器的更详细更全面的介绍参见文献 [53]. 基于这些解法器, 也发展出了很多相应的软件包, 如

Hypre6)、PETSc7)等,涵盖了绝大多数常用的代数解法器. PHG平台提供了很多现有代数解法器接口,

我们的程序通过 PHG 平台的接口可以很方便地调用现有的绝大多数代数解法器, 但是从我们目前的

测试情况来看, 最有效的还是 PCG 方法.

线性化后的 Kohn-Shan 方程经过有限元离散后最终化为如下代数特征值问题

Au = λBu (30)

的求解, 这里的 A 对称, B 对称正定, 且 A 和 B 均为大规模稀疏矩阵. 对于大规模广义特征值问

题 (30), 目前有很多求解办法 (详细参见文献 [56]), 如 Lanczos 方法 [57]、LOBPCG 方法 [58]、Jacobi-

Davidson 方法 [59, 60] 等以及由这些方法加以改进得到的方法, 如显式重开始 Lanczos 方法、隐式重开

始 Lanczos 方法、块 Jacobi-Davidson 等. 这些方法各有优缺点.

对应于上述求解特征值问题的各种方法, 已发展了相应的软件包, 如: ARPACK8)及其并行版

PARPACK, 它含用来求解大规模对称矩阵特征值问题或广义特征值问题的隐式重开始 Lanczos 方

法; JDBSYM9),它所使用的方法是 Jacobi-Davidson方法, 该软件已发布的目前只有串行版本, 我们已

将其进行了并行化; BLOPEX10),所使用的是 LOBPCG方法;此外还有 PRIMME11),它包含了几乎所

6) Hypre. http://acts.nersc.gov/hypre/.

7) PETSc. http://www.mcs.anl.gov/petsc/.

8) ARPACK. http://www.caam.rice.edu/software/ARPACK/.

9) JDBSYM. http://www.win.tue.nl/casa/research/topics/jd/software.html.

10) BLOPEX. http://www-math.cudenver.edu/ aknyazev/software/BLOPEX/.

11) Primme. http://www.cs.wm.edu/ andreas/software/.
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有现有的特征值问题求解器. 这些软件包都已被接入 PHG, 从而为我们的调用提供了很多方便. 从我

们的实际经验来看, 目前最稳健的还是 PARPACK.

7 高效离散方法

以上对 Kohn-Sham 方程求解的一些通用处理技术作了简单而系统的介绍. 本节将重点介绍我们

程序中使用的一些有别于其他第一原理计算程序的部分, 即高效离散方法. 包括 Kohn-Sham 方程的

自适应有限元离散 [8, 10,13∼15,61∼65]、有限体离散 [14, 66,67]、基于对称性的两层并行离散 [9, 68]、并行轨

道更新 [17, 69,70] 与优化算法 [16,17,70∼72] 等. 下面将一一介绍. 此外, 我们的程序中还使用了我们曾经

提出的局部与并行离散格式, 包括局部高阶有限元离散、双尺度与三尺度局部离散 [8, 73,74], 以及基于

六面体网格的双尺度有限元离散 [7, 9, 10,75,76] 等. 具体可见相关文献, 这里不再详述.

7.1 自适应有限元离散

不管是全势计算还是采用赝势计算, Kohn-Sham 轨道在离子实内部剧烈振荡, 而在远离离子实的

区域则变化缓慢. Kohn-Sham 方程解的这一特点使得采用多分辨离散或自适应离散非常自然也非常

必要.

基于网格加密的有限元自适应方法的基本过程如下 [61, 77∼79]:

求解 → 估计 → 标记 → 加密.

• 求解. 在给定网格上求出原问题的有限元逼近解.

• 估计. 对给定网格剖分 Th, 根据 “求解” 步求解出来的有限元逼近解, 构造有限元后验误差估计

子, 对解逼近的好坏作一个评估.

• 标记. 根据计算得到的有限元后验误差估计子, 根据某种策略挑选出需要加密的单元, 也就是逼

近得不好的单元. 常见的策略包括 Dörfler 加密策略 [80]、最大加密策略 [81, 82] 等.

• 加密. 给定剖分 Tk 和标记待加密的集合 Mk, 将 Mk 中的单元至少加密一次得到一个新的协调

网格剖分 Tk+1.

也就是说, 在某一给定网格上求出有限元逼近解, 由这些有限元解计算后验误差估计子, 根据某

种标记策略及所得后验误差估计子找出需要加密的单元,再根据某种加密方法加密这些单元得到新的

网格, 然后在新的网格上再求出有限元逼近解; 重复前面的过程, 直到达到某一事先给定的精度.

将有限元自适应方法的基本思想应用到电子结构计算, 可设计如下的 Kohn-Sham 方程的自适应

有限元算法.

• 给定初始网格 T0, 并置 k = 0.

• 在 Tk 上求解 Kohn-Sham 方程 (33).

• 通过逼近解 uh 的信息计算后验误差指示子.

• 由后验误差指示子及某一标记策略构造子集Mk ⊂ Tk.
• 加密 Tk 得到新的协调网格 Tk+1.

• 令 k = k + 1, 回到第 2 步.

相关研究与探索详见文献 [7, 8, 10,11,13∼15,17,61,64,66,74].

自适应是否有效关键在于是否有一个好的后验误差估计子. 所谓好的后验误差估计子指的是正

确反映了逼近解的质量 (误差) 分布情况的后验误差估计子. 我们的程序提供了 3 种后验误差估计子,
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包括常见的后验误差估计子 —— 平均型后验误差估计子和残量型后验误差估计子, 以及我们特别提

出的基于物理电荷密度的误差估计子.

7.1.1 平均型后验误差估计子

平均型后验误差估计子又称梯度重构型后验误差估计子. 关于特征值问题的平均型后验误差估计

工作, 文献 [83] 给出了一种特征值和特征函数的局部平均型后验误差估计, 而文献 [64] 又给出了另一

种局部平均型后验误差估计. 这里仅介绍文献 [83] 中的后验误差估计子, 它定义如下:

ηT = ηT,G = ∥A− 1
2 (Ghuh −A∇uh)∥20,T , T ∈ Th,

这里 A = diag(12 ,
1
2 ,

1
2 ), 局部平均算子 Gh : Sh

0 (Ω) → Sh(Ω)× Sh(Ω) 定义如下 (参见文献 [84, 85]):

Ghv =
∑

z∈∂2Th

(A∇v)zϕz, (A∇v)z =

Jz∑
j=1

αj
z(A(z)∇v)T j

z
, ∀v ∈ Sh

0 (Ω),

其中
∪Jz

j=1 T
j
z = ωz,

∑Jz

j=1 α
j
z = 1, ωz =

∪
z∈T̄ ,T∈Th(Ω) T, α

j
z > 0 (例如, αj

z = 1
Jz

αj
z =

|T j
z |

|ωz| ), Jz 为包含

点 z 的单元的个数 (参见文献 [83]).

7.1.2 残量型后验误差估计子

针对 Kohn-Sham方程设计了如下残量型后验误差估计子 [8, 11,61]. 对每个特征对 (λh, uh),定义单

元残量及单元跳量

RT (uh) = Hρh
uh − λhϕh, T ∈ Th,

JE(uh) =

(
1

2
∇uh|T+ · ν+ +

1

2
∇uh|T− · ν−

)
=

(
1

2
[[∇uh]]E · νE

)
, E ∈ Eh,

这里 E 为单元 T+ 和 T− 的公共面, ν+ 和 ν− 分别为 T+ 和 T− 的外法向, 且有 νE = ν−.

定义单元误差指示子如下:

η2h(uh, T ) := h2T ∥RT (uh)∥20,T +
∑

E⊂∂T

hE∥JE(uh)∥20,E ,

从而定义误差估计子 ηh(uh,Ω) 为

ηh(uh,Ω) :=

 ∑
T∈Th,T⊂Ω

η2h(uh, T )

1/2

.

以上定义了单个特征对相应的后验误差指示子. 在我们的电子结构计算中, 求解 Kohn-Sham 方

程时, 所需的特征对个数与系统原子个数成正比, 当系统原子个数达到数百上千个时, 所需的特征对

数也将达到成千上万个. 这就提出了下面的问题: 求解多个特征对时如何设计后验误差估计子.

对此, 给出了如下定义方法. 计算每一个特征对相应的后验误差估计子, 用所有特征对的残量型

后验误差估计子的和作为新的后验误差估计子, 即

η2h(Uh, T ) :=
N∑

k=1

η2h(uk,h, T ). (31)
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对于该后验误差估计子, 我们从理论上证明了其有效性和可靠性 [61]. 而对于基于该后验误差估计子

得到的 Kohn-Sham 方程自适应有限元算法, 我们也证明了其具有最优收敛阶和拟最优复杂度 [61].

此外, 本文还给出了另外的后验误差估计子方法. 计算每一个特征对相应的后验误差估计子, 用

所有特征对的残量型后验误差指示子中最大的一个作为新的后验误差指示子, 即

ηh(Uh, T ) := max
k=1,...,N

ηh(uk,h, T ). (32)

该误差指示子与前面定义的误差指示子 (31) 等价, 因此相应的理论分析结果亦成立.

本文还给出了其他由单个特征对相应的后验误差指示子信息来进行网格加密的方法, 具体如下:

计算每一个特征对相应的后验误差估计子, 标记单元时, 循环每一个特征对.

(1) 对每一个特征对:

(a) 计算后验误差估计子;

(b) 根据某一标记策略标记将要被加密的单元;

(2) 加密网格得到新的网格.

对于上面的方法, 我们没给出严格分析. 但实际计算中其效果与前面介绍的两种类似.

7.1.3 基于电荷密度的误差估计子

需要指出的是, 以上方法都不能避免要计算所有特征对的后验误差估计子. 这样, 有限元网格就

会过度加密, 并导致计算规模过大. 同时, 当特征对数非常多时, 计算后验误差估计子的计算量也是不

可忽略的. RealSPACES 中还用了一种新的处理办法. 考虑到在整个计算中, 电荷密度是关键, 其他的

一切物理量都是它的泛函, 因此一个好的网格应该是根据电荷密度 ρ 的变化来设计的. 鉴于此, 我们

用电荷密度 ρ 的梯度信息来设计后验误差估计子 [8, 14,66]. 具体如下:

(1) 计算电荷密度 ρ 在每一个单元的梯度, 以此作为后验误差估计子,

ηh(uh, T ) = hT ∥∇ρ∥0,T .

同样, 全局误差估计子定义如下:

ηh(uh, ω) :=

 ∑
T∈Th,T⊂ω

η2h(uh, T )

 1
2

;

(2) 根据某一标记策略标记将要被加密的单元;

(3) 加密网格得到新的网格.

虽然我们还没有从理论上给出证明, 但从实际使用的情况来看, 这样的后验误差估计子效果很好.

而且这样做也有物理意义. 比起前面的办法, 它还有如下的优点: 易于实现, 同时节省了计算量和存储

量. 推荐使用该误差估计子.

7.2 对称有限体离散

由有限元方法离散得到的是一个广义特征值问题, 也就是说质量矩阵是非对角的. 我们知道, 广

义特征值问题的计算量要远远大于标准特征值问题 (质量矩阵为对角矩阵). 由此, 将针对一类一般二

阶椭圆特征值问题的对称有限体积离散格式应用到电子结构计算中. 下面以一般二阶椭圆特征值问题

为例简单介绍下该格式, 详细可参见文献 [14, 66,67].
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设 Ω 为空间 Rd 中的凸多边形区域. 考虑如下对称二阶椭圆特征值问题: 找 (λ, u) ∈ (R×H1
0 (Ω)),

满足 ∥u∥0,Ω = 1 及  (−∇(A(x)∇u(x)) + α(x)u(x) = λu(x), 在 Ω 内,

u(x) = 0, 在 ∂Ω 上.
(33)

这里 A(x) = (aij(x))d×d 为对称正定矩阵, 其元素 aij(x) ∈W 1,∞(Ω), i, j = 1, 2, . . . , d. α(x) ∈W 1,∞(Ω)

且 α(x) 满足一定条件.

设 T (Ω) 为区域 Ω 的正则单纯形剖分, Bh(Ω) 为其对应的形心对偶网格. 这里考虑线性有限元空

间, 仍记为 Sh
0 (Ω). 定义 T 上的双线性型 ah(u, v) 如下:

ah(u, v) =

∫
Ω

(∇u)TA∇vdx+

∫
Ω

Ih(αu)Ihvdx,

这里 Ih 为对偶网格 Bh(Ω) 上的分片常数插值算子.

求解 (33) 的对称有限体格式可表示如下: 找 (λh, uh) ∈ (R×H1
0 (Ω)), 满足 ∥uh∥0,Ω = 1 及

ah(u
h, vh) = λh(Ihu

h, Ihv
h), ∀vh ∈ Sh

0 (Ω). (34)

格式 (34) 得到如下代数特征值问题:

Au = λBu, (35)

其中 B = (bij) = (Ihϕi, Ihϕj) 为对角矩阵. 因此其计算量远远低于有限元离散得到的广义特征值问题

所需的计算量.

同时,对于该格式,还严格证明了其与标准线性有限元有相同的逼近精度,具体可参见文献 [66,67].

7.3 基于对称性的两层并行离散

当体系或问题具有某种特性, 还可利用这些性质设计高效算法. 我们利用特征值问题的对称性设

计分解方法, 将原特征值问题分解为一组特征值子问题 [9, 68].

以模型问题来简要描述我们的算法. 考虑如下的特征值问题:Lu = λu, 在 Ω 内,

u = 0, 在 ∂Ω 上.
(36)

假设阶为 k 的有限群 G = {R} 是上面特征值问题的一相应的对称群. 记 G 的所有不等价、不可约的

酉表示为: Γν : ν = 1, 2, . . . , n, 其中 n 为 G 中类的个数, Γν 的维数为 dν . 那么特征值 (36) 可被分解

为
∑n

ν=1 dν 个子特征值问题. 记 nsub =
∑n

ν=1 dν . 对于任一 ν, 相应的 dν 个子问题可表示如下:
Luνl = λνl u

ν
l , 在 Ω 内,

uνl = 0, 在 ∂Ω 上, l = 1, 2, . . . , dν .

uνl (Rx) =
∑dν

m=1 Γ
ν(R)∗lmu

ν
m(x), 在 Ω 内,∀R ∈ G,

(37)

假设对式 (36) 需要求解其最小的 N 个特征值及相应特征函数, 离散 (36) 所需自由度数为 Ng.

转化为子问题后, 对每个子问题 (37), 则只需计算其最小的 N/nsub 个特征值及相应特征函数, 且每个
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子问题只需存储和计算约化区域中的自由度. 这样描述子问题所需自由度数为 Ng/k, 其中 k 为对称

操作数. 通过简单分析我们可知道, 通过将问题 (36) 化为 nsub 个子问题 (37) 的求解后, 所需计算量

大大降低. 更为重要的是, 我们的算法具有天然两层并行特性: 由于 nsub 个子问题相互独立, 可以本

质并行求解; 对每个子问题, 我们仍然可采用传统并行方法来并行计算. 这一特性使得我们的算法在

大规模并行计算机上具有更好的表现.

7.4 并行轨道更新算法

最近我们提出了第一原理电子结构计算的并行轨道更新算法 [17,69]. 该算法避免了传统离散 Kohn-

Sham 方程所不可避免的大规模代数特征值问题的求解, 转而求解一系列相互独立的源问题以及一个

小规模的特征值问题. 算法大致如下, 具体见文献 [69]:

(1) 给定初始轨道猜测及初始有限维空间;

(2) 基于自适应网格加密扩充有限维空间;

(3) 在扩充后的有限维空间中求解一系列相互独立的源问题以更新每个轨道;

(4) 在这些更新后的轨道张成的子空间中求解 Kohn-Sham 方程;

(5) 收敛性检测: 如未收敛则回到第 2 步, 否则结束.

上述算法因为避免了大规模特征值问题的计算, 大大降低了计算量. 更重要的是各个相互独立的

边值问题的求解使得算法天然具有两层并行特点. 这一算法大大提高了我们程序的并行可扩展性, 使

得我们的程序能更充分利用高性能计算机的计算潜力, 从而使得快速计算更大规模体系成为可能.

该轨道更新方法提供了一多层自洽迭代与并行计算框架. 数值试验表明, 该并行轨道更新方法是

值得推荐的电子结构计算模式.

7.5 优化算法

基态电子结构既可通过基于 Galerkin 原理 —— 求解 Kohn-Sham 方程来获得, 也可通过其能量

泛函的基于 Ritz 原理计算得到. 我们知道, 基态电子结构的极小化问题为

inf

{
EKS(U) : U = {u1, . . . , uN} ∈ (H1(R3))N ,

∫
R3

uiuj = δij , i, j = 1, 2, . . . , N

}
, (38)

其中能量泛函

EKS({ui}) =
1

2

N∑
i=1

∫
R3

|∇ui(x)|dx+

∫
R3

Vne(x)ρ(x)dx

+
1

2

∫
R3

∫
R3

ρ(x)ρ(y)

|x− y|
dxdy +

∫
R3

E(ρ(x))dx.

从上述带约束极小化问题出发, 我们还设计了几类优化算法 [16,17,70∼72]. 尤其是, 我们借鉴并行轨道

更新算法的思想,提出了电子结构计算的基于 Ritz原理的并行轨道优化算法. 该算法主要想法是将原

来的多变量优化问题化为多个相互独立的单变量优化子问题的求解,从而使得大多数计算量是本质并

行的. 实际计算也显示了我们新的优化方法在电子结构计算中的优势.
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8 程序实现概况

实空间离散是基于实空间网格来进行的. 因此,在实空间计算中,网格的剖分、网格上有限元基函

数的定义、相关矩阵与向量的生成与存储是非常重要且非常基础的. 实空间计算的并行化本质上也是

网格生成、矩阵与向量的存储及运算并行化. 自适应计算中则牵涉到更多更复杂的网格相关操作, 如:

网格的自适应加密时带来负载不平衡. 为提高并行效率, 如何重新负载平衡、并行加密网格上刚度矩

阵如何存储、单元刚度矩阵如何合成总刚度矩阵,等等. 这些问题我们没有直接涉及,而是交由平台来

做. 事实上, 我们的程序是在科学与工程计算国家重点实验室开发的并行自适应网格平台 PHG 上开

发的, 包括四面体和六面体有限元.

PHG 是科学与工程计算国家重点实验室张林波研究员领导的小组专门为三维自适应有限元设计

的并行程序开发平台, 其核心是分布式的层次网格结构. 目前, PHG 处理的网格对象是三维四面体协

调网格及三维六面体网格. PHG 采用 C 语言开发, 基于 MPI 消息传递通信实现并行. PHG 通过面向

对象的数据结构以及用户接口实现了带动态负载平衡的并行网格剖分与存储、有限元基函数及并行

的矩阵与向量操作等底层支持. 我们则把主要精力集中在对 Kohn-Sham 方程计算的高效离散格式构

造, Kohn-Sham 算子的高效实现等方面. 鉴于篇幅, 程序具体实现细节我们不在这里详述.

9 总结与展望

基于小组长期以来的研究成果以及 PHG平台我们研制和发展了第一原理电子结构实空间计算程

序 RealSPACES. 该程序现已具备多个功能模块: 利用赝势能有效地计算数千个原子的体系的电子结

构和基态总能、利用全势能有效地计算数百个原子的体系、结构优化等.

相比其他电子结构计算软件, RealSPACES 不是现有方法的简单实现. 基于我们自己多年的研究

成果, 且随着研究的推进, 不断有更高效的算法补充进来. 我们的程序具有自己显著的特点 —— 计算

精度高、可扩展性好. 我们采用自适应有限元方法来离散 Kohn-Sham 方程, 这样能用较少的自由度

便能得到高的计算精度, 且精度随着网格加密而系统提高. 有限元基函数的局部性使得 RealSPACES

的可扩展性优于使用非局域基函数离散的程序. 最近我们提出的电子结构并行轨道更新算法, 避免

了大型特征值问题的求解, 并具有天然的两层并行结构, 从而又大大提高了程序的可扩展性. 目前

RealSPACES在天河 2号上初步测试已成功扩展到数万个处理器核.这些特点使得 RealSPACES在大

型体系并行全势计算中的优势尤为突出.

需要指出的是, 由于代码优化问题, 我们算法的优势还没有完全在程序中反映出来. 另外, 我们最

近的并行轨道更新算法优势的最大程度发挥还有赖于代数问题解法器的进一步发展.如何将代码不断

优化, 如何设计新的满足我们需求的代数求解器都是我们下一步要考虑的问题.

程序目前仅局限于基于密度泛函理论的第一原理计算,而在量子化学中广泛使用的波函数类方法,

如基于 Hartree-Fock 方程 [33] 及后 Hartree-Fock 方程 [33] 的方法, 我们之前关注较少. 目前我们正着

手研究基于波函数实空间并行自适应计算. 此外, 第一原理计算的量子 Monte-Carlo 方法中亦有很多

还未解决的问题, 也值得我们去研究.

致谢 我们的第一原理电子结构计算研究先后得到国家重点基础研究发展计划、国家高技术研究

发展计划、国家自然科学基金委员会 (包括国家杰出青年科学基金、创新群体基金以及重大研究计划

等)、中国科学院科学与工程计算国家重点实验室以及中国科学院国家数学与交叉科学中心等多方面
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资助.本文部分内容得益于我们小组的多篇博士论文 (如文献 [8,13,14]). 作者感谢合作者长期的合作,

特别是与复旦大学的龚新高教授以及周爱辉过去和现在的学生的共同探讨.
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The design principle for the programming of real space parallel
adaptive calculations for electronic structure

Xiaoying DAI & Aihui ZHOU*

State Key Laboratory of Scientific and Engineering Computing (LSEC), Institute of Computational Mathematics

and Scientific/Engineering Computing, Academy of Mathematics and Systems Science, Chinese Academy of Sci-

ences, Beijing 100190, China
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Abstract First principles calculations are the primary tool in investigating the micro-structure of matter.

However, there exists little mature code based on real space discretizations. Through long-term investigations

regarding the PHG platform, our group have developed a first principles real space parallel adaptive computation

code, named RealSPACES (real space parallel adaptive calculation of electronic structure), whose calculations

can be highly accurate, and which exhibits very good scalability. In this paper, we systematically but briefly

introduce the main principles and algorithms in the design and implementation of RealSPACES.
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