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摘要 时间相关偏微分方程隐式离散后, 通常需要求解一个稀疏线性代数方程组序列. 利用序列中

相邻方程组性质的差异性与相似性,自适应地选取预条件子,提升方程组序列的并行求解效率,从而

缩短总体求解时间, 是一个值得研究的问题. 本文针对科学与工程计算中广泛使用的代数多重网格

(AMG)预条件子,设计了方程组序列相关的自适应预条件策略.通过惯性约束聚变 (ICF)的辐射流体

力学数值模拟典型应用, 验证了该策略的有效性. 测试结果表明, 在某高性能计算机的 3125 个 CPU

核上,自适应预条件策略可将并行效率从 47%提升到 61%,将模拟总时间从 19.7 h降为 14.5 h.

关键词 稀疏线性解法器 迭代方法 预条件子 代数多重网格算法 (AMG) 并行计算

1 引言

在基于时间相关的偏微分方程 (PDE)数值模拟中, 如果时间方向采用隐格式离散,随着时间步进

以及非线性迭代向前推进, 需要求解一个稀疏线性代数方程组序列:

{Aixi = bi, i = 1, . . . , neq}, (1)

其中 Ai, xi, bi 分别为第 i 个方程组的稀疏矩阵、未知向量和右端向量, neq 为该序列中方程组数目.

在很多数值模拟中, 典型应用的一次完整模拟所需求解的方程组数目高达数万、数十万, 甚至数百万,

求解该方程组序列的 CPU 时间占总时间的 80% 以上, 是主要性能瓶颈.

受计算和存储复杂度的限制, 迭代方法是当前大规模计算中求解该类方程组的主流方法. 迭代方

法的收敛速度往往受限于问题规模和应用特征,需要采用预条件技术 (preconditioning)加速迭代收敛.

对于由偏微分方程离散得到的稀疏线性代数方程组,代数多重网格 (AMG)算法 [1∼3] 是目前实际大规

模计算中最有效的预条件技术之一. 传统的 AMG 算法包括两个步骤: 启动阶段 (setup) 和求解阶段.
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启动阶段基于稀疏矩阵信息,构造多重网格算法组件,包括: 粗网格层及粗网格矩阵、网格层间转移算

子等. 求解阶段基于这些算法组件, 在网格层之间反复迭代, 执行多重网格循环 (cycle). 在每个网格

层, 通过光滑子 (smoother) 将迭代误差的高频分量 (震荡部分) 消除, 将剩下的低频分量 (光滑部分)

由粗网格校正消除. 通过光滑过程与粗网格校正过程的互补, 基于 AMG 预条件的迭代方法在很多情

形下具有最优或近似最优的计算复杂度, 迭代次数与问题规模无关.

尽管如此, AMG 算法的并行可扩展性是一个公开的困难问题 [4∼7], 主要瓶颈在于启动阶段的粗

网格矩阵构造. 在现有 AMG 算法中, 粗网格矩阵主要采用 Galerkin 方法通过 3 个稀疏矩阵的乘积来

实现 (Ac = RAP , 其中 A 为细网格层矩阵, R 和 P 分别为细网格层与粗网格层之间的限制和插值算

子, Ac 是粗网格矩阵). 相对于细网格矩阵, 虽然粗网格矩阵的规模变小, 但由 RAP 计算的粗网格矩

阵无法保持细网格矩阵的稀疏结构, 随着网格不断粗化, 粗网格矩阵越来越稠密, 通信模式变得越来

越复杂. 随着 CPU 核数增加, 启动阶段时间甚至可能超过求解时间, 成为性能瓶颈. 尽管近年来从不

同角度提出一些优化策略 [8∼10], 最近的研究表明 [11], 随着 CPU 核数不断增加, 相对于求解阶段, 启

动阶段的可扩展性越来越具有挑战性, 仍然是当前 AMG 算法大规模计算最主要的瓶颈之一.

现有 AMG 算法隐含着一个假设, 即: 求解对象是单个方程组, 而且该方程组是一个病态系统. 而

在实际应用中, 需要求解的是一个包含很多方程组的序列. 受应用特征的影响, 一方面序列内每个方

程的性质各不相同, 另一方面, 某些局部子序列的方程组具有相似性. 本文针对方程组序列的求解, 利

用序列内方程组性质的差异和相似性, 设计了基于自适应启动策略的 AMG 预条件子. 该策略通过设

计启动条件, 使得序列中的每个方程自适应地执行启动过程, 尽可能减少序列求解中的启动次数, 从

而减少启动开销, 以提高并行可扩展性能. 惯性约束聚变 (ICF) 中辐射流体力学数值模拟的典型应用

验证了该自适应策略的有效性.

本文安排如下: 第 2 节简单介绍 AMG 算法, 第 3 节介绍自适应 AMG 预条件子策略, 第 4 节给

出在 ICF 数值模拟中的应用效果, 第 5 节总结.

2 AMG 算法

忽略序号, 考虑方程组序列 (1) 的单个方程 Ax = b. 记 Ω = {x1, x2, . . . , xn} 为该方程对应的自由
度集合, 并将其视为最细网格层. 以两层网格为例, 算法 1 给出了 AMG 求解该方程的流程 [3].

算法 1 AMG 算法 (两层网格情形)

1. 启动阶段 (setup): 构造多重网格算法组件.

1.1 选取粗网格 Ωc: 在细网格 Ω 中选取一个子集 Ωc ⊆ Ω, 并将其视为粗网格;

1.2 构造粗网格与细网格的层间插值算子 P 和限制算子 R: P : Ωc → Ω, R : Ω → Ωc

1.3 构造粗网格矩阵: Ac = RAP (Galerkin 方法);

2. 求解阶段 (solve): 反复执行如下多重网格循环 (cycle), 直到收敛.

2.1 前光滑: 在细网格层, 采用光滑子对 Ax = b 执行 µ1 次光滑迭代, 得到近似解 xf ;

2.2 计算残差并限制到粗网格: bc = R(b−Axf);

2.3 求解粗网格方程: Acxc = bc;

2.4 插值并校正细网格近似解: xf = xf + Pxc;

2.5 后光滑: 在细网格层, 采用光滑子对 Ax = b 执行 µ2 次光滑迭代, 更新近似解 xf ;
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表 1 AMG 并行可扩展性, 三维 Poisson 方程, 网格规模 15 亿

Table 1 Parallel scalability of AMG, 3D Poisson equation with 1.5 billion mesh size

Numbers of CPU cores 3000 6000 12000 24000

CPU time of setup phase (s) 17.6 8.4 6.9 15.5

CPU time of solve phase (s) 35.3 16.6 8.8 5.5

Total CPU time (s) 52.9 25.0 15.7 21.0

从算法 1 可知, AMG 算法通过构造一个比原矩阵 (细网格矩阵) 规模小的粗网格矩阵, 将粗网格

的解校正到细网格上. 递归地执行此过程,可进一步构造规模更小的粗网格,直到某个网格层的规模足

够小为止, 即可得到多层情形的 AMG 算法. 在求解阶段, 前后光滑通常采用 Jacobi 或近似块 Jacobi

迭代, 光滑次数 µ1, µ2 通常取为常数, 例如 1 或 2.

实际应用中, AMG 算法并不单独使用, 而是作为预条件技术来加速通用迭代方法的收敛速

度 [12, 13], 如 CG, GMRES, BiCGSTAB 等 Krylov 子空间方法 [14]. 预条件 Krylov 子空间方法的本

质是将 Krylov 子空间方法求解原方程转为求解等价方程 M−1Ax = M−1b (以左预条件为例), 其中

M−1 称为预条件子. 一个好的预条件子需要尽可能逼近 A−1, 同时要求构造简单. 常用的预条件子包

括不完全 LU 分解 (ILU) [15]、多重网格 (MG) [16]、区域分解 (DDM) [17] 等. 除了少数简单情形之外,

例如对角逆预条件子 M−1 = D−1 (D 为 A 的对角部分), M−1 的构造通常并不显式计算, 而是通过某

种迭代实现. 对于 AMG 预条件子, M−1 即是通过若干次多重网格循环 (cycle) 来实现. 因此, AMG

作为预条件子时, 对每个方程仍然需要执行算法 1 所示的启动和求解两个阶段.

AMG 算法的主要性能瓶颈在于启动阶段的构造. 表 1 给出了在某高性能计算机上 AMG 算法求

解三维 Poisson方程的并行可扩展性能测试结果.该算例基于结构网格上的 7点格式离散,采用 AMG

算法单独求解, 固定 50 次迭代 (cycle). 测试时, 固定网格规模为 15 亿, CPU 核数从 3000 增加到

24000. 可以看到, 随着 CPU 核数增加, 启动阶段的可扩展性远不如求解阶段, 启动时间占总时间的比

例由 3000 核的 33.3% 增加到 24000 核的 73.8%, 逐渐占主导, 成为性能瓶颈. 实际上, CPU 核数从

12000 增加到 24000 时, 启动阶段并没有获得加速.

导致启动阶段并行效率下降的主要原因是粗网格矩阵的构造. 如算法 1 所示, 粗网格矩阵采用

Galerkin 方法构造, 涉及 3 个稀疏矩阵的乘积运算 (算法 1 第 1.3 步, 记为 RAP). RAP 计算将改变各

网格层矩阵的稀疏结构. 在表 1 的算例中, 网格层数为 12, 每个网格层均涉及 RAP 运算, 随着网格从

最细层到最粗层, 矩阵变得越来越稠密、规模不断减小且稀疏结构越来越复杂, 导致粗网格层上 RAP

运算的通信模式不断复杂、通信与计算比例越来越大, 由此影响了大规模计算的并行可扩展性. 在文

献 [8] 中, 作者详细分析了各网格层的通信模式.

3 自适应 AMG 预条件子

第 2 节的分析和测试表明, 降低启动阶段的开销是提高 AMG 并行可扩展性的关键. 对典型的非

线性多物理耦合问题, 每个时间步涉及多个物理过程, 每个物理过程基于不同的 PDE 方程离散, 不同

物理过程导出的矩阵规模和性质各不相同. 在同一物理过程, 物理现象随时间步进发生变化, 由于非

线性的影响, 离散矩阵的性质也随之发生变化. 例如, 在 ICF 的辐射流体力学计算中, 一个典型的模

拟需要数千至数万个时间步, 每个时间步涉及辐射扩散、电子和离子热传导过程的求解, 每个过程需

进行非线性迭代,一次完整模拟需要求解的方程组数目达数万至数百万,这些方程的性质各不相同,甚
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至相差很大.

现有 AMG 预条件策略忽略了序列内方程组性质差异这一特征, 对所有方程均执行启动过程. 然

而, 不同性质的方程应该采用不同的启动策略, 对某些方程组, 启动甚至是没有必要的. 例如, 对具有

很强对角占优性质的系统, 基于简单迭代的光滑子作为预条件子即可快速收敛, 而无需启动过程, 但

在现有策略中, 在迭代求解之前启动已经完成, 启动浪费已经造成.

基于上述分析, 本文提出自适应 AMG 预条件策略. 首先, 在待求解的方程组序列中, 我们把来源

于同一个物理过程 (同一组 PDE) 的线性系统构成一个子序列, 称之为同类子序列. 对于同类子序列

中的每个方程组, 其自适应 AMG 预条件策略按如下 3 个阶段执行:

1. 单层光滑. 在最细网格层, 采用光滑子作为预条件子进行迭代, 直到满足启动条件, 转向第 2

步. 否则, 执行迭代直到收敛.

2. 多层重用. 重用序列中前一次启动过程所构造的 AMG 预条件子进行迭代, 直到再次满足启动

条件, 转向第 3 步. 否则, 执行迭代直到收敛.

3. 多层更新. 基于当前矩阵构造新的 AMG 预条件子并保存, 采用新预条件子进行迭代, 直到

收敛.

在上述自适应策略中, 首先, 启动阶段并不事先构造, 而是尽可能地发挥最细网格层光滑子的潜

力, 尽量避免启动阶段的构造. 理想情况下, 如果达不到启动条件, 则意味着单层迭代即可收敛, 无需

启动过程. 其次, 如果最细网格上的光滑子作为预条件子无法有效求解方程组, 则利用同类子序列方

程组的相似性, 尽可能重用序列中前一个已经构造的预条件子, 尽量减少启动次数. 该策略的关键是

启动条件的设计, 下面详细介绍.

3.1 启动条件

启动条件的设计原则是希望恰到好处地退出单层光滑阶段或多层重用阶段的预条件迭代求解. 我

们提出一种基于当前阶段预条件子收敛行为的自适应启动条件, 即

∥ ri ∥
∥ ri−1 ∥

> δ, (2)

其中 ∥ ri ∥ 是当前阶段预条件子第 i 次迭代的残差范数, δ 是残差下降因子的允许上界. 在每个迭代

步, 启动条件自动地监控当前预条件子的收敛行为, 如果当前迭代的残差下降量大于给定的允许上界

δ, 则进行预条件子的切换, 重用或更新 AMG 预条件的启动.

启动条件 (2) 的关键是确定允许上界 δ, 我们提出一种自适应计算方法. 记 ε 是迭代收敛阈值. 对

当前预条件子, 假设最大允许迭代次数为 m, 当前处于第 i 次迭代, τ =∥ ri ∥ / ∥ r0 ∥ 是前 i 次迭代残

差下降的总量, 则允许上界 δ 按如下计算:

δm−i =
ε

τ
. (3)

上式表明, 允许上界即为能够在剩余 m − i 次迭代达到收敛的残差下降平均因子, 反映了当前预条件

在允许的迭代次数内达到收敛的潜力. 给定 m,随着迭代进行,残差下降因子允许上界 δ 动态变化. 特

别地, 对具有残差单调下降性质的迭代方法 (预条件 Krylov 子空间方法通常具有该性质), δ 会随着迭

代的进行而逐渐放大,使得启动条件变弱,从而允许当前预条件尽可能地多做有效迭代,降低 AMG启

动的可能性, 达到降低启动次数的目的.
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剩下的一个问题是需要确定当前预条件子的最大迭代次数 m. 这取决于 AMG 预条件子的启动

代价, 为此, 引入两个参数 α 和 β, 分别刻画启动开销与单层光滑迭代开销之比, 以及启动开销与单次

多层迭代 (单次 Cycle) 开销之比, 具体如下:

α =
Tsetup

Tsl
, β =

Tsetup

Tcycle
, (4)

其中 Tsetup 是 AMG 预条件的启动 CPU 时间, Tsl 和 Tcycle 分别是 AMG 求解阶段单层光滑和单次

Cycle 的 CPU 时间. 一方面, 对于容易求解的方程, 期望在前两个阶段即可成功求解, 另一方面, 对于

前两个阶段无法成功求解的病态方程, 则希望尽快转到第 3 个阶段, 减少前两个阶段低效率迭代引入

的冗余开销. 在此启发下, 将单层光滑阶段和多层重用阶段预条件的最大迭代次数 msl 和 mreuse 分别

设为

msl = α, mreuse = β. (5)

注意到, 启动条件 (2)∼(5) 是一组启发式条件. 在式 (4) 中, 参数 α 和 β 定义为 CPU 时间比值.

对于给定的光滑子和 AMG 算法, α 和 β 仅与矩阵的稀疏模式和通信模式有关. 给定离散网格 (包括

网格类型和规模)、网格剖分和 CPU 核数, 矩阵的稀疏模式和通信模式即可确定, 且在模拟过程保持

不变. 因此, 这两个参数可在模拟初始时刻通过实际测试得到, 在模拟过程视为常数.

3.2 基于自适应启动的 AMG 预条件子 (αSetup-AMG)

基于上述启动条件的自适应 AMG 策略记为 αSetup-AMG. 记同类子序列矩阵为 {Ai, i = 1, . . . ,

neq}, neq 为该序列中方程数目, 算法 2 给出了 αSetup-AMG 的具体描述.

算法 2 自适应 AMG 预条件子 (αSetup-AMG)

初始化: nsl = 0, nreuse = 0, 当前最新的预条件子 M∗={NULL}.
FOR(i = 1, 2, . . . , neq) {

1. (单层光滑) 在最细网格层, 采用光滑子作为预条件子进行迭代, 直到收敛或满足启动条件.

1.1 如果收敛: nsl = nsl + 1, 转为下一个方程求解;

1.2 如果满足启动条件: 转为第 2 步;

2. (多层重用) 如果 M∗ ̸= NULL, 即上一个 AMG 预条件子存在, 则采用 M∗ 作为 Ai 的预条件子, 直到收敛或满足

启动条件.

1.1 如果收敛: nreuse = nreuse + 1, 转为下一个方程求解;

1.2 如果满足启动条件或 M∗ == NULL, 转为第 3 步;

3. (多层更新) 构造 Ai 的 AMG 预条件子 Mi, 并存储于 M∗ = Mi, 采用 Mi 作为预条件子, 直到收敛.

}

在算法 2 中, nsl 和 nreuse 分别为该序列在单层光滑阶段和多层重用阶段成功收敛的次数. 自适

应预条件策略的目的是期望 nsl 和 nreuse 尽可能大, 这样实际启动次数就少. 具体地, 记 Rsl = nsl/neq

和 Rre = nreuse/neq 分别为该序列中单层光滑阶段和多层重用阶段的成功率, 则该序列求解中自适应

策略导致启动次数减少的比例为

Rsetup = Rsl +Rre, (6)

Rsetup 可用于评估自适应预条件策略的加速效果.
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算法 2的自适应 AMG预条件策略已集成到 JASMIN框架 [18] 线性解法器中,目前单层光滑子取

为混合松弛迭代 [4] (进程内用 Gauss-Seidel, 进程间采用 Jacobi 迭代).

在算法 2 中, 启动条件作用于两个阶段, 其中第一阶段的启动条件目前仅针对最细网格层. 一个

自然的想法是将其推广至多层情形, 即在每层的粗网格构造中采用启动条件, 由此 AMG 的层数也可

以自适应地确定,可以尽可能减少 AMG的网格层数,从而减小由粗网格带来的并行效率的损失.这是

下一步工作.

4 在 ICF 数值模拟中的应用

本节, 将本文提出的自适应 AMG 预条件子应用于惯性约束聚变 (ICF) 数值模拟 [19, 20]. ICF 是

一类典型的多物理耦合计算问题, 其核心是求解辐射流体力学方程组 (RHD). 该方程是一组流体力学

与辐射能量输运组成的非线性偏微分方程组, 描述 ICF中流体运动与能量传输过程. 在单群扩散近似

下, 能量传输过程可通过如下时间相关的扩散方程组描述:

∂Er

∂t
= ∇ ·

(
cλ(Er)

κR
∇Er

)
+ κP(4σT

4
e − cEr) + Sr, (7)

ρce∂Te

∂t
= ∇ · (De(Te)∇Te)− κP(4σT

4
e − cEr) + ωie(Ti − Te), (8)

ρci∂Ti

∂t
= ∇ · (Di(Ti)∇Ti)− ωie(Ti − Te), (9)

其中辐射能量密度 Er、电子温度 Te 和离子温度 Ti 是上述方程待求解的物理量. 流体密度 ρ 在流体

运动过程更新. 在方程 (7)中, λ(Er)是非线性限流因子, κP 和 κR 分别为 Planck和 Rosseland平均吸

收系数, σ 是吸收平均自由程, Sr 是辐射源项, c是光速.在方程 (8)和 (9)中, De(Te)和 Di(Ti)分别为

电子和离子非线性热传导系数, ce 和 ci 分别是电子和离子的比热, ωie 是电子与离子的能量交换系数.

由于辐射能量密度 Er 与辐射温度 Tr 具有关系 Er = aT 4
r , 因此, 耦合方程 (7)∼(9) 也称为三温方

程. 时间方向隐式离散后,由于该方程是非线性方程,在 ICF程序中,在每个时间步,通过 Picard迭代

或 Newton 迭代进行线性化 [21], 每个非线性迭代求解一个线性代数方程组, 随着时间步推进, 需要求

解一个方程组序列. 针对三温方程,现有工作主要集中于改善 AMG算法的收敛性 [22∼25],没有考虑启

动阶段的并行可扩展性.

4.1 测试模型

所有测试基于三维辐射流体界面不稳定性程序 LARED-S [26] 进行1), 该程序是一个基于 Euler 方

法的结构网格程序, 用于模拟辐射驱动下靶丸内爆过程中流体界面不稳定性现象 [27]. 在该程序中, 三

温耦合方程 (7)∼(9) 采用算子分裂方法进行求解, 每个 Picard 非线性迭代需要分别求解辐射、电子和

离子方程, 形成 3 个待求解的同类方程组序列.

测试模型是某个内爆过程减速阶段界面不稳定性模拟 [28], 网格规模 500×500×500 (1.25 亿), 全

过程需 2778 个时间步, 分别求解 12879 个辐射、电子和离子方程, 形成 3 个方程组序列.

我们将 αSetup-AMG 与传统 AMG 预条件子进行对比, 其中传统 AMG 预条件子采用目前国际

上广泛使用的 Hypre2)预条件库中的 BoomerAMG 解法器 [29], 这是目前国际上公认最好的 AMG 解

1) LARED-S 程序: http://www.iapcm.ac.cn/jasmin/index.php?page=lareds.

2) Hypre software: High performance preconditioners, http://www.llnl.gov/CASC/hypre/.
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表 2 两个算法性能比较: ICF 三维三温模型, 每个序列方程组数目 12879, 3125 个 CPU 核

Table 2 Performance comparison: 3D-3T model of ICF, neq = 12879, 3125 cores

AMG solver part
Overall simulation

Setup phase Solve phase Setup+solve

CPU time of BoomerAMG (h) 19.7 8.3 7.1 15.4

CPU time of αSetup-AMG (h) 14.5 4.2 6.0 10.2

Improvement of αSetup-AMG (%) 26.4 49.4 15.5 33.8

表 3 αSetup-AMG 策略统计信息: ICF 三维三温模型, 每个序列方程组数目 12879

Table 3 Statistic information of αSetup-AMG: 3D-3T model of ICF, neq = 12879

Rsl (%) Rre (%) Rsetup (%)

Radiation equation series 3 9 12

Electron equations series 6 18 24

Ion equation series 10 63 73

Average 9 30 39

法器之一. 测试中, BoomerAMG 和 αSetup-AMG 均作为 GMRES(20) 的预条件子. 除了启动阶段之

外, 两个算法的其他所有参数, 包括粗化策略、插值算子、光滑子等都取为相同, 其中, 光滑子采用目

前实际应用中普遍使用的前后 1 次混合松弛迭代. 经测试, 对该模型, αSetup-AMG 预条件子中启动

条件的两个参数分别取为 α=20, β=5.

4.2 测试结果

所有测试在某高性能计算机上进行. 首先, 测试全过程模拟的总体计算效率, 采用 3125 个 CPU

核,表 2给出测试结果.结果表明, 相对于 BoomerAMG,自适应策略 αSetup-AMG将全过程模拟时间

从 19.7 h降为 14.5 h,性能提升 26.4%,其中解法器总时间从 15.4 h降到 10.2 h,性能提升 33.8%. 可以

看到, 计算效率的提高主要来源于启动阶段, 该阶段 CPU 时间从 8.3 h 下降到 4.2 h, 性能提升 49.4%,

表明 αSetup-AMG 显著降低了启动开销.

根据 αSetup-AMG 的算法流程, 自适应启动策略的加速效果可以通过求解序列中启动次数减少

比例 Rsetup 来衡量, 包括单层光滑阶段预条件迭代成功率 Rsl 和多层重用阶段预条件迭代成功率 Rre

两个方面, 见式 (6). 具体地, 针对模拟过程的 3 个方程组序列, 表 3 给出了 αSetup-AMG 策略中这些

参数的统计.

从表 3 可知, 对不同的方程组序列, αSetup-AMG 策略的性能行为各不相同, 即: 前两个阶段的收

敛成功率和启动次数下降比例均不相同, 这反映了在多物理计算中, 不同物理过程之间方程性质的差

异. 对辐射、电子、离子方程, αSetup-AMG 策略启动次数减少比例分别为 12%, 24% 和 73%, 这表明,

这 3 个方程序列的求解难度依次增加. 总体上, 3 个序列平均减少启动次数 39%. 比较表 2 的测试结

果, 与 BoomerAMG 预条件相比, αSetup-AMG 在 3125 个 CPU 核上将启动时间减少了 49.4%, 高于

表 3 中的启动次数平均减少比例 39%, 这隐含着 αSetup-AMG 具有更好的并行可扩展性.

具体地, CPU 核数从 625 增加到 6250, 表 4 给出了前 100 个时间步两个算法的解法器并行效率

测试结果. 可以看到, 相对于 625 个 CPU 核, 在 3125 核和 6250 核上, αSetup-AMG 将并行效率分别

从 47% 和 25% 提高到 61% 和 41%, 解法器时间分别减少 35.2% 和 47.5%, 表明 αSetup-AMG 对并行
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表 4 两个算法并行效率比较: ICF 三维三温模型 (100 个时间步)

Table 4 Parallel efficiency comparison: 3D-3T of ICF (100 steps)

Numbers of CPU cores 625 1250 3125 6250

CPU time (min) 80.1 45.0 34.1 31.4
BoomerAMG

Parallel efficiency (%) 100 89 47 25

CPU time (min) 67.9 37.3 22.1 16.5
αSetup-AMG

Parallel efficiency (%) 100 91 61 41

可扩展性能有明显改善.

5 总结

AMG 预条件技术普遍应用于很多实际数值模拟中, 启动阶段是其固有的不可扩展因素, 严重影

响大规模计算下并行可扩展性, 随着 CPU 核数增加, AMG 并行效率显著下降. 本文针对实际应用中

方程组序列的求解, 根据序列中方程性质的差异性和相似性, 提出基于自适应启动策略的 AMG 预条

件 αSetup-AMG, 其目的是尽可能减少启动次数, 提高并行可扩展性. 应用于 ICF 数值模拟的实际模

型计算表明了 αSetup-AMG 的有效性.

现有的通用迭代方法通常具有较高的通信与计算比 [30],随着高性能计算机规模不断增加,迭代方

法的通信开销越来越成为性能瓶颈, 预条件子为缓解这一瓶颈提供了新的机会, 其中利用应用特征充

分挖掘现有预条件算法的潜力是一个重要问题. 本文的动机主要针对 AMG 算法, 但所提出的自适应

策略是一个具有普适性的预条件自适应调优策略. 基于该策略, 下一步我们将尝试在多个预条件子之

间进行多级自适应,尽可能减小在大规模计算下现有预条件算法中固有的不可扩展因素对数值模拟并

行性能的影响.
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An adaptive AMG preconditioning strategy for solving large-
scale sparse linear systems
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Abstract A series of sparse linear systems must be solved in applications that are based on the implicit solution

of time-dependent partial differential equations (PDEs). Preconditioned iterative methods are usually employed

to solve such sparse linear systems. AMG is one of the most popular preconditioners in real applications. How-

ever, it results in poor parallel scalability, owing to its setup phase. In this paper, by utilizing the differences and

similarities in property among the systems in series, an adaptive AMG preconditioning strategy is presented to

improve the parallel scalability. The results obtained for a radiation hydrodynamics computation within an ICF

simulation demonstrate the efficiency and improvement of the adaptive strategy. For a typical model, the new

strategy improves the parallel efficiency from 47% to 61%, and reduces the CPU time from 19.7 h to 14.5 h.

Keywords sparse linear solver, iterative methods, preconditioner, algebraic multigrid (AMG), parallel comput-

ing
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