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摘要 反应堆临界计算的核心问题是计算系统的裂变源分布, 有了裂变源分布以后, 就能够很方便

地得到有效增殖因子、系统的功率分布和反应率等物理量. 在反应堆计算和分析中, Monte Carlo 方

法在处理复杂几何和中子参数等方面具有独特的优势. 随着计算机软硬件能力的不断发展, Monte

Carlo 临界计算已经逐步应用于实际反应堆的全堆芯模拟, 同时有关这方面的研究已经发展成一个

热点. Monte Carlo 临界计算全堆芯模拟面临几个颇具挑战性的困难, 其中包括收敛速度慢、缺乏有

效的收敛性判据和计算结果的不确定度被低估等几个方面. 本文介绍了 Monte Carlo 临界计算的过

程和特点、存在的困难以及研究现状,综述了最新的加速收敛方法和降方差技巧.

关键词 反应堆分析 临界计算 裂变源分布 Monte Carlo 中子输运方程

1 引言

中子与物质相互作用及输运过程是核能开发利用和核武器物理研究中的重要课题,其核心任务是

有效地预测系统内的中子分布. 中子输运过程的复杂性, 导致了实际问题的研究往往需要借助数值模

拟技术来数值求解中子输运方程. 中子输运数值计算方法及程序是开展核反应堆和核武器物理问题研

究的基础之一.

众所周知,中子输运数值计算方法可分为确定论方法 (比如 SN)和 Monte Carlo (MC)方法. 确定

论方法具有较高的计算效率, 但在面临以核反应堆为代表的具有复杂结构的工程问题时, 确定论方法

存在因均匀化处理、分群近似、数值离散等引起的计算精度和普适性方面的问题; MC 方法可实现精

确的几何建模和采用连续能量点截面, 克服了确定论方法在计算精度和普适性方面存在的问题, 但存

在计算效率较低的缺陷.

计算机性能的不断提升以及大规模并行计算技术的发展无形中弱化了 MC 方法计算效率较低的

缺陷, 使得该方法所具有的精确物理建模的能力受到了更广泛的关注. 近些年大型核反应堆全堆芯

的 MC 临界计算已经发展成中子输运数值模拟中的一个热点. 很多 Monte Carlo 程序实现了全堆芯

pin-by-pin 建模的临界计算, 并在工程问题上获得了初步应用. 其中的典型代表有: 美国 Los Alamos
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实验室的 MCNP 程序 [1]、美国海军实验室的 MC21 程序 [2]、美国 MIT 的 OpenMC 程序 [3]、芬兰的

Serpent 程序 [4], 以及国内的 RMC 程序 [5]、JMCT 程序 [6] 和 SuperMC 程序 [7].

虽然计算机性能、并行计算技术、计算方法和程序设计等方面的共同发展已经使得大型 MC 程

序实现了全堆芯的临界输运计算,但 Brown和 Martin等指出:对于松散耦合的大型实际问题 (比如实

际的核反应堆堆芯), MC 临界计算依然存在几个长期以来未解决的难题 [8∼10], 其中 3 个比较突出的

如下所述.

(1) 收敛速度慢. 传统的 Monte Carlo 临界计算采用幂迭代方法. 为了得到一定精度的结果, 必须

迭代足够多的循环代以保证裂变源分布已经达到收敛. 对大型松散耦合系统, 幂迭代方法的收敛速度

通常很慢, 如果初始源分布和真实的裂变源分布相差很远, 传统的 Monte Carlo 方法可能需要经过数

百甚至数千的循环代才能使得裂变源分布收敛. 同时, 为了保证一定的精度, 每个循环代必须跟踪足

够多的样本, 这两方面合起来带来的计算费用常常难以接受.

(2) 裂变源分布收敛的有效判据. 在 MC 临界计算中, 通常将裂变源收敛之前的迭代称为非有效

循环代, 收敛后的迭代称为有效循环代, 并根据有效循环代的信息, 统计出本征值与中子分布等物理

量. 由于缺乏裂变源分布收敛的判别方法, 使得非有效循环代数目的确定依赖于经验.

(3) 计算结果不确定度 (方差) 的无偏估计. 现有 MC 方法对有效增殖因子, 源分布等物理量计算

结果方差的估计是有偏的, 有效循环代之间的相关性往往使得计算结果的不确定度被低估.

针对 MC 临界计算依然存在的问题, 世界经合组织核能机构 (OECD/NEA) 成立了有关临界安全

分析中裂变源收敛问题的专家组 (EGSCA, Expert Group on Source Convergence in Criticality Safety

Analysis), 并提供了 4个基准问题供全世界有关的机构开展针对 MC临界计算收敛性问题的研究 [11].

近些年国际上一些学者针对上述几个挑战性困难进行了大量的研究, 本文对此进行了综述. 第 2

节简单介绍了 MC 临界计算的基本原理和实现过程; 第 3 和 4 节是本文的重点部分, 第 3 节总结了

MC临界计算加速收敛方面的最新进展,第 4节讨论了 MC临界计算中与加速方法密切相关的降方差

技巧; 第 5 和 6 节分别简单介绍了收敛性诊断和计算结果方差的无偏估计这两个方面的研究进展.

2 Monte Carlo 临界计算原理与实现

临界计算的核心是求解如下的本征值问题的中子输运方程:

Lψ =
1

keff
Fψ, (1)

其中,

Lψ = Ω · ∇ψ(r, E,Ω) + σt(r, E)ψ(r, E,Ω)

−
∫ ∞

0

∫
S2

σs(r, E
′, E,Ω′,Ω)ψ(r, E′,Ω′)dΩ′dE′, (2)

Fψ =
χ(E)

4π

∫ ∞

0

ν(r, E′)σf (r, E
′)

∫
S2

ψ(r, E′,Ω′)dΩ′dE′. (3)

式中 ψ 为中子角通量, r 代表空间位置, E 代表中子能量, Ω = (u, v, w) 代表中子飞行方向; σt(r, E),

σs(r, E), σf (r, E) 分别为 r 位置处能量为 E 的中子对应的总截面、散射截面和裂变截面.
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2.1 临界计算的幂迭代方法

无论是确定论方法还是 MC 方法, 数值求解本征值和中子通量密度时通常采用幂迭代法. 其计算

步骤大致如下, 先给定 k0 (通常可取为 1) 和初始裂变源分布:

S(0)(r) =

∫ ∞

0

dE′
∫
S2

ν(E′)σfψ
(0)(r, E′,Ω′)dΩ′. (4)

求解方程

Lψ(1) =
χ(E)

4πk(0)
S(0), (5)

得到新的中子通量密度 ψ(1)(r, E′,Ω′), 将其替换式 (4)中的 ψ(0) 便求出新的分布源 S(1); 然后用 S(1)

替换式 (5) 中的 S(0) 重新求解, 得到新的解 ψ(2)(r, E′,Ω′), . . ., 依此类推. 例如, 对于第 n 次迭代有

Lψ(n) =
χ(E)

4πk(n−1)
S(n−1), (6)

k(n) =

∫
S(n)(r)dr∫

S(n−1)(r)dr/k(n−1)
. (7)

在足够多的迭代次数以后, S(n) 将趋向于一个与 S(0) 无关的函数 S, 该函数就是裂变源分布, 而有效

增殖因子 keff 为

keff = lim
n→∞

k(n). (8)

为了分析幂迭代法的收敛性, 把初始通量分布 (任意给定) 按式 (1) 的所有特征向量展开

ψ(0) = c1u1 + c2u2 + · · ·+ cmum + · · · , (9)

代入原问题, 得到 [8]

ψ(n+1) = C1

[
u1 + C2

(
k2
k1

)n(n+1)

u2 + · · ·

]
, (10)

k(n+1) = k1

[
1 + C3

(
k2
k1

)n(
k2
k1
− 1

)
+ · · ·

]
. (11)

以上公式中的 c1, c2, c3 和 C1, C2, C3 是不同的与 n 无关的常数. 由于 k2
k1
< 1, 从以上两式可以看出,

当 n 趋于无穷大时, k(n) 和 ψ(n) 将分别趋向于有效增殖因子和其对应的特征向量. 从以上两式还可

以看出, k(n) 和 ψ(n) 的收敛特性很不一样, ψ(n) 的收敛速度取决于占优比 (dominance ratio) k2
k1
< 1,

当占优比接近于 1时 (实际大型反应堆问题中常遇到的情况), ψ(n) 的收敛速度很慢,而由于式 (11)右

端括号中高阶项包含因子 k2
k1
− 1, k(n) 往往并不难达到收敛.

2.2 幂迭代方法的 Monte Carlo 实现

对应上述幂迭代法的计算流程, MC临界计算由一系列称之为 “循环代”的迭代步骤组成,具体实

现过程如下 [1]:
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(1) 通过某种猜测或是其他一些快速而精度不高的计算给出初始裂变源 S(0)(r).

(2)开始一个循环代的计算:依次跟踪模拟本代的裂变源中子,直到满足结束跟踪的条件,为此,首

先根据初始猜测的裂变源分布或者上一循环代保存的裂变源抽取中子的初始位置、飞行方向和能量.

根据中子的总截面抽取碰撞距离, 中子沿直线飞行碰撞距离后发生碰撞; 然后根据具体的截面数据抽

取碰撞核、碰撞类型和碰撞后中子的物理特性. 这个过程一直重复下去直到中子漏失出系统或者中子

被吸收 (中子跟踪的详细过程参考文献 [1]). 如果中子和物质碰撞发生了裂变反应,需要存储产生的裂

变中子信息, 作为下一个循环代的裂变源中子. 因此, 首次循环代的裂变源中子由初始裂变源给出, 其

余循环代的裂变源中子由上一循环代模拟给出.将一个循环代内产生的裂变中子总数除以裂变源中子

总数得到当前代 keff 的估计值.与确定论方法 (迭代到收敛时就得到所需物理量)不同,由于 MC方法

模拟过程存在的统计涨落, 在裂变源收敛后, 为使所计算的物理量达到一定的统计精度, 需继续进行

若干循环代的计算. 即前面已提及的分为 “非有效循环代” 和 “有效循环代” 两个部分.

(3) 根据有效循环代的信息, 统计得到所需的物理量, 如有效增殖因子 keff、中子通量分布等.

由此可见, MC临界计算中,通过非有效循环代使得裂变增殖因子和裂变源分布达到收敛 (达到与

初值无关的状态), 然后在有效循环代中统计计算所需物理量.

裂变源中子的方向一般按照各向同性抽取. 第一代中子的能量通常从标准的热裂变谱中抽取, 也

可以从其他计算的分布中得到. 对后续各代, 通常按常规的处理裂变过程的方法抽取源中子的能量.

这一步骤是在上一代中完成的, 在储存源中子的位置相关信息时, 同时储存裂变中子的能量.

3 Monte Carlo 临界计算的加速收敛方法

对于实际问题中经常遇到的大型松散耦合系统,系统的占优通常很接近 1,传统的幂迭代方法往往

需要经过数百甚至数千步的迭代才能使裂变源分布达到收敛. 同时, 为了保证统计精度, Monte Carlo

模拟的每个循环代必须花费大量的计算时间跟踪足够多的样本. 由此带来的高昂的计算费用往往成为

Monte Carlo 方法用于临界计算的瓶颈. 所以, 与确定论方法相比, 发展加速技巧在 Monte Carlo 临界

计算中有着更重要的意义. 本节介绍目前公开文献中常见的几种针对 Monte Carlo 临界计算裂变源分

布收敛的加速技巧, 如超历史方法、Wielandt 方法、CMFD 加速方法、裂变矩阵加速方法等.

3.1 超历史方法

传统的幂迭代方法每个循环跟踪中子的一代历史 (并且通常把一个循环称作一个循环代),当中子

发生裂变时, 为下一循环抽取保存裂变中子源并终止跟踪中子的历史. 每个循环代中模拟的中子出发

时的信息是通过在上一循环代保存的裂变中子中抽样得到的. 超历史方法 [8,9] 的基本思想就是减少

这种抽样次数. 该方法在每个循环跟踪中子的若干代 (比如, Ng 代) 历史, 并把这样的中子历史称作

“超历史”, 把这样的一个循环称作 “超代”具体过程: (1)中子出发 (从上一个 “超代”保存的裂变中子

中抽取) 后跟踪中子, 直到泄露出系统或被吸收; (2) 当中子被吸收时, 可能会激发或产生裂变中子, 抽

取适当的裂变中子; (3)如果是第 Ng 代裂变中子,则保存起来作为下一个 “超代”的中子源,否则继续

跟踪产生的裂变中子的历史. “超代” 中各代产生的中子之和除以各代出发的中子数之和就给出有效

增殖因子的一个估计.传统幂迭代方法中,循环代之间的中子源的频繁抽样会损失精度.超历史方法减

少了这种抽样次数, 可以使用较小的样本量达到所需的效果, 从而减少了计算时间 (也就是起到了加

速的效果). 这种方法的不足之处在于每个 “超代” 为下一个 “超代” 保存的源中子的数量不好控制.
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3.2 Wielandt 方法

Wielandt 方法首先在确定论计算中用于迭代收敛的加速. 在确定论计算中, 当系统占优比接近于

1 时, 这种加速技巧既有很好的加速效果又比较稳定, 很早就用于实际问题的计算.

Wielandt 方法的主要思想是在中子输运特征方程 (1) 中增加一个 ke 因子, 使方程变为 Wielandt

方程 (
L − 1

ke
F
)
ψ =

(
1

k
− 1

ke

)
Fψ. (12)

把方程左边括号部分当作一个算子, 式 (12) 表示了一个新的特征值问题, 该问题的特征值可表示为

kw =

(
1

k
− 1

ke

)−1

, (13)

反过来, 方程 (1) 的特征值可表示为

k =

(
1

kw
+

1

ke

)−1

. (14)

假设方程 (1) 的一系列的本征值为 k1 > k2 > · · · , 则其占优比为 k2/k1, 特征值问题 (12) 的占优比为

1/k1 − 1/ke
1/k2 − 1/ke

. (15)

容易看出, 问题 (12) 的占优比更小, 从而减少了达到收敛所需的迭代步数.

Wielandt 方法能够用于 Monte Carlo 计算中 [10∼12]. 在一个循环代中, 当权重为 ω 的中子发生碰

撞时, 如果可能发生裂变反应, 按一定的概率抽取一定量的裂变中子继续跟踪. 继续跟踪的裂变中子

数目的期望值为

σf
σt

ν

ke
. (16)

抽取的裂变中子和其他中子一样跟踪直到历史结束, (逸出系统或者被吸收且没有抽到新的裂变中子).

为了保证中子链能够正常结束, 选择的 ke 必须小于系统的有效增殖因子 keff .

按照和通常统计 keff 的办法就可以统计出问题 (12)的有效增殖因子 kw,利用式 (14)就可以计算

出原系统的有效增殖因子 keff . 每当中子发生碰撞时, 为下一个循环代保存的中子源 (裂变中子) 数目

的期望值为 (ω 表示入射中子的权重)

ω
σf
σt

ν

kw
= ω

σf
σt
ν

(
1

keff
− 1

ke

)
. (17)

每次碰撞为下一个循环代保存的中子源数目小于通常的 Monte Carlo 幂迭代方法. 但是 Wielandt 方

法跟踪的裂变链要长一些, 每个循环代为下一个循环代保存的总的中子源数目和通常的幂迭代方法

一样.

Wielandt 方法减少了达到收敛所需的迭代步数, 但是和确定论计算不一样, 在 Monte Carlo 模拟

中使用 Wielandt 方法增加了每个循环代需要的模拟时间, 从而并不一定能够减少总的模拟时间. 然

而, Wielandt 方法增加了一个循环代中每个中子的影响范围, 从而如果使用得当, 在一些问题中会起

到好的效果.
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3.3 裂变矩阵加速

3.3.1 裂变矩阵

裂变矩阵是临界计算和分析中的重要工具, 它的第 (i, j) 元素代表 j 区域中的中子源引起的在区

域 i中的裂变中子个数的平均值.由于 MC方法能够很方便地得到近似裂变矩阵, 相比于确定论方法,

裂变矩阵在 MC 临界计算中有着特殊的意义.

把式 (1) 改写成如下形式:

kFψ = FL−1Fψ. (18)

定义新的算符和变量

H = FL−1, s = Fψ,

得到原特征问题的新形式

Hs(r, E) = ks(r, E), (19)

其中 s 就代表裂变源分布. 为了推导出裂变矩阵, 把算子 H 表示成如下形式:

H(r, E) =

∫ ∞

0

dE′
∫
V

dr′f(r′, E′ → r, E)s(r′, E′), (20)

f 为裂变核, f(r′, E′ → r, E) 表示从 (r′, E′) 出发的单位中子引发的裂变中子的密度函数. f 是未知

的, 由中子输运方程决定.

对系统空间进行离散以后 (离散成 M 个区域, 要求离散的区域互不重叠且覆盖所用裂变区), 式

(11) 中的算子 H 可以用裂变矩阵 H 来近似. 矩阵 H 的第 (i, j) 元素代表 j 区域中的中子源引起的

在区域 i 中的裂变中子个数的平均值,

Hi,j =

∫∞
0

dE
∫
Vi

dr
∫∞
0

dE′ ∫
Vj

dr′f(r′, E′ → r, E)s(r′, E′)∫∞
0

dE′
∫
Vj

dr′s(r′, E′)
. (21)

定义 M 维向量 S, S 的第 j 个元素表示第 j 个区域中的裂变中子数目,

Sj =

∫ ∞

0

dE

∫
Vj

s(r, E)dr, (22)

对式 (19) 进行积分, 容易看出裂变矩阵和向量 S 满足特征值方程

HS = kS. (23)

MC模拟能够很方便地近似计算出裂变矩阵,只需要给中子打上标识并在输运过程中计数 (碰撞估计、

径迹长度估计等常用的计数方法) 就可以了. 当一个裂变源中子出发时, 记录它的出发区域 j, 在输运

过程中, 假如这个中子在第 i 个区域会激发一定数量的裂变中子, 把激发的裂变中子数目累加到裂变

矩阵的第 (i, j) 个元素, 当所有的中子输运过程都跟踪完毕以后, 裂变矩阵的第 (i, j) 个元素要除以第

j 个区域的裂变源的总强度.
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3.3.2 裂变矩阵加速方法

得到裂变矩阵后, 有很多常用方法可以数值求解出裂变矩阵的主特征值和主特征向量. 为了利

用裂变矩阵对 Monte Carlo 临界计算裂变源分布的收敛进行加速, Carter 和 McCormick [13] 建议在

Monte Carlo 临界计算幂迭代的每一个循环代, 计算出所谓的 “代裂变矩阵”,

(
H(n)

)
i,j

=

∫∞
0

dE
∫
Vi

dr
∫∞
0

dE′ ∫
Vj

dr′f(r′, E′ → r, E)s
(n−1)
mc (r′, E′)∫∞

0
dE′

∫
Vj

dr′s
(n−1)
mc

, (24)

其中 s
(n−1)
mc 代表 MC模拟第 n− 1循环代得到的裂变源分布.利用代裂变矩阵的主特征向量对当前循

环代为下一循环代保存的裂变中子源的权重进行调整,假设第 m个裂变中子源在区域 j 中,其权重调

整如下:

wm ←
(S

(n)
fm )j

(S
(n−1)
fm )j

wm, ∀j, (25)

其中 S
(n)
fm 为代裂变矩阵 H(n) 的主特征向量.

Kadotani 等 [14] 建议使用另一种权重调整方法, 假设第 m 个裂变中子源在区域 j 中, 其权重调

整如下:

wm ←
(S

(n)
fm )j

(S
(n)
mc )j

wm, ∀j, (26)

其中 S
(n)
fm 为代裂变矩阵 H(n) 的主特征向量, S

(n)
mc 为 Monte Carlo模拟过程中计数得到的向量,它的第

j 个元素代表 Monte Carlo 模拟过程中计数得到的第 j 个区域中的裂变源强占总裂变源强的比 (S
(n)
fm

与 S
(n)
mc 需要做相同的归一化).

Kitada和 Takeda [15] 用以上方法模拟了大型反应堆, 发现计算 “代裂变矩阵”的主特征向量 S
(n)
fm

时很不稳定, 他们建议在有效循环代开始之前就停止使用调整裂变中子源的权重. 事实上, 统计误差

的存在往往导致用 Monte Carlo 模拟得到裂变矩阵, 再利用其主特征向量的办法存在稳定性方面的问

题 [16], 这方面的问题很大程度上可以利用以下的 “累计裂变矩阵” 得到缓解:

(
H(n)

)
i,j

=

∑n
l=1

∫∞
0

dE
∫
Vi

dr
∫∞
0

dE′ ∫
Vj

dr′f(r′, E′ → r, E)s
(l−1)
mc (r′, E′)∑n

l=1

∫∞
0

dE′
∫
Vj

dr′s
(l−1)
mc

. (27)

3.3.3 内迭代限制

裂变矩阵加速技巧在很多模型计算中都显示出了很明显的加速效果. 然而, 该方法对裂变矩阵的

统计误差很敏感, 当样本数不足够大时, 统计误差的存在会导致这种方法很不稳定. 通过分析和数值

模拟可以发现, 这种不稳定性主要来源于在求解裂变矩阵的主特征向量时, 裂变矩阵各元素的统计误

差会被严重放大. 如果在 Monte Carlo 模拟中使用代裂变矩阵的主特征向量 S
(n)
fm 对裂变源分布进行

校正, 当 Monte Carlo 计数得到的 S
(n)
mc 接近真实分布 (裂变源分布接近收敛) 时, 统计误差有可能使

得 S
(n)
fm 与 S

(n)
mc 差异较大, 这种校正反而使得裂变源分布远离真实分布. 内迭代限制的裂变矩阵加速

方法 (FM-Lii) [17] 通过寻找新的向量校正裂变源分布来缓解这种不稳定性.
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在裂变矩阵加速方法中, 得到代裂变矩阵 H(n) 以后, 需要计算 H(n) 的主特征向量. 计算裂变矩

阵的主特征向量最简单的办法是幂迭代方法. 给定初始向量, 通过下式迭代计算出 S
(n)
fm,k, k = 1, 2, . . .,

S
(n)
fm,k =

H(n)S
(n)
fm,k−1

∥H(n)S
(n)
fm,k−1∥

, (28)

其中 ∥ · ∥ 为用于归一化的给定的一种模, 例如可取最大模

∥S∥ = maxni=1Si.

一般来说, 经过足够多的迭代, S
(n)
fm,k 就会收敛到代裂变矩阵的主特征向量 S

(n)
fm .

FM-Lii 方法采用 Monte Carlo 模拟中计数得到的向量 S
(n)
mc 作为初始向量. S

(n)
mc 的各个元素的值

对应各个区域的相对裂变源强度. 不再采用充分收敛的向量, 也就是裂变矩阵的主特征向量进行校正,

而是采用只经过 K 步迭代得到的向量 S
(n)
fm,K 对裂变源分布进行校正. 也就是假设第 m 个裂变中子

源在区域 j 中, 其权重调整如下:

wm ←
(S

(n)
fm,K)j

(S
(n)
mc )j

wm, ∀j, (29)

其中 K 是一个待定的常数. 当 K 不是很大的时候, FM-Lii 方法比裂变矩阵加速方法稳定很多. 这是

由于当系统的占优比接近 1 的时候, 得到的代裂变矩阵的占优比通常也接近 1, 需要经过很多步的迭

代才能得到充分收敛的代裂变矩阵的主特征向量. 只经过有限步迭代得到的向量 S
(n)
fm,K 要比精确的

主特征向量 S
(n)
fm 接近初始向量 S

(n)
mc 很多, 当 S

(n)
mc 已接近收敛时, 由于存在统计误差, 使用 S

(n)
fm 进行

校正可能会使裂变源分布偏离真实分布很多, 而使用向量 S
(n)
fm,K 进行校正则不会.

通过裂变矩阵计算和 Monte Carlo 模拟之间的关系可以分析 FM-Lii 方法的加速效果. 在没有统

计误差的情况, 为裂变矩阵划分的网格越细, 裂变矩阵的主特征向量与系统的裂变源分布越接近, 极

限情况下, 精确 (没有统计误差)裂变矩阵的主特征向量就是系统的裂变源分布.当网格划分足够细并

且样本数足够多的情况下, 截断误差和统计误差可以忽略不计, 系统的裂变源分布可以通过直接求解

裂变矩阵的主特征向量得到 (这就是下一小节将介绍的 FM-BASED方法的基本思想).在这种情况下,

通过幂迭代计算裂变矩阵主特征向量的一步迭代与 Monte Carlo 模拟的一个循环代等价. 所以, 在网

格划分足够细并且样本数足够多的情况下, 由于 FM-Lii 方法的一个循环代包含了一代 Monte Carlo

模拟和 K 次内迭代, FM-Lii 方法的一个循环代相当于传统 Monte Carlo 方法的 K + 1 个循环代. 在

这种理想情况下, FM-Lii 方法的速度是传统 Monte Carlo 方法的 K + 1 倍. 实际计算中, 网格通常比

较粗, 样本数也有限制, 考虑到截断误差和统计误差, 计算代裂变矩阵主特征向量的一个内迭代步和

Monte Carlo 模拟幂迭代的一个迭代步 (循环代) 并不等价. 这是由于首先, 内迭代的主要作用是平衡

各区域之间的裂变源强, 而 Monte Carlo 模拟的循环代不但平衡区域间的裂变源, 也平衡区域内的裂

变源强 (局部平衡). 其次, 内迭代会放大统计误差, 这就是传统的裂变矩阵加速方法不稳定的主要原

因. 但是由于和区域之间的平衡相比, 区域内的局部平衡可以很快达到, 当 K 不是很大的时候, 仍然

可以期望 FM-Lii 方法的速度是传统 Monte Carlo 方法的 K +1 倍. 另外, 就像前面分析的那样, 当 K

不是很大的时候, 内迭代对统计误差的放大远小于传统的裂变矩阵加速方法.

FM-Lii 方法比 FM 方法稳定很多, 同时保留了很好的加速效果. 粗略地说, K 越大, 加速效果越

好, 但是, 由于在实际计算中, Monte Carlo 模拟得到的代裂变矩阵总是存在不可忽略的统计误差, K

越大,用于校正的向量可能的误差就越大.过多的内迭代会使结果产生大的振荡,甚至导致结果完全无
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意义. 所以, 选择适当的 K 似乎在 FM-Lii 方法中很关键. 但是幸运的是, 选择不大的 K 对统计误差

放大的很有限而加速效果就会很明显. 例如取 1 就能得到大约 2 倍的加速效果, 而在一些模拟结果显

示, 即使 K 取到 10 的时候, FM-Lii 方法也明显比 FM 方法稳定很多.

3.4 FM-BASED 方法

FM-BASED 方法利用 MC 模拟得到的裂变矩阵直接计算出有关的物理量. 严格来说, 该方法并

不能算作是加速收敛方法, 但是由于该方法和裂变矩阵加速方法有很密切的联系, 在此一并介绍.

对整个系统的空间变量进行离散以后再通过 Monte Carlo 模拟求得的裂变矩阵是对裂变核的一

种近似, 这种近似的误差包括统计误差和截断误差两类. 当离散网格足够细以至于截断误差可以忽略

不计的时候, 可以通过裂变矩阵直接计算出中子裂变源分布的相关信息 [18,19]. 当离散网格足够细的

时候, Monte Carlo 模拟计算得到的裂变矩阵受初始裂变中子源分布的影响也可以忽略不计, 这样, 就

不需要迭代到裂变源分布收敛. 在具体实现过程中仍然采用循环代的办法, Monte Carlo 模拟直接进

入有效循环代, 模拟若干代的中子输运过程, 累计得到裂变矩阵, 通过裂变矩阵计算出所需的物理量.

裂变矩阵直接计算方法另一个优势在于能够很方便地求解出系统的若干阶特征值和特征向量,这些物

理量也是反应堆物理分析所需要的. 另外, 裂变矩阵直接计算方法在并行计算方面具有很大优势 [20].

裂变矩阵的第 (i, j)个元素代表 j 区域中的一个中子源引起的在区域 i中的裂变中子个数. Monte

Carlo 模拟得到的裂变矩阵的第 (i, j) 个元素的统计误差在很大程度上取决于在第 j 个区域中抽取的

中子源样本的个数. 实际计算时, 由于各个区域的裂变源强不均匀, 裂变矩阵中各元素的统计精度也

不均衡. 尤其是当有些区域的裂变源强很小的时候, 按通常的抽样方式, 这些区域对应的裂变矩阵中

的元素的统计误差就会很大,裂变矩阵某些元素大的统计误差会导致计算出的物理量也有很大的统计

误差. 这个问题可以通过改变源抽样方式得到缓解, 即每个循环代在每个区域抽取相同个数的源中子

样本 [18].

M 个区域的网格划分对应 M 阶裂变矩阵, 共有 M2 个元素. 为了保证截断误差的影响可以忽略

不计, 空间网格必须划分的足够细, 这就会需要很大的存储空间. 然而有两个原因保证利用裂变矩阵

直接计算的方法可以用于大型系统.第一,近些年计算机存储空间发展很迅速;第二,实际计算中,一个

中子很难到达距离出发区域很远的另一个区域, 这就导致裂变矩阵中很多元素等于零或者很接近零,

由此可以通过忽略足够小的元素对裂变矩阵进行稀疏化处理并采用特殊的存储方法 [19].

Monte Carlo 模拟得到裂变矩阵的同时还可以给出裂变矩阵各元素的方差

Var(Hi,j) = E(H2
i,j)− E2(Hi,j). (30)

然而,通过裂变矩阵得到的有关物理量的不确定度并不容易计算.一个可行的办法是假定 Monte Carlo

模拟得到的裂变矩阵各元素服从正态分布. 以实际模拟得到的裂变矩阵各元素的值为均值, 以实际模

拟得到的方差为方差进行抽样得到若干矩阵, 计算每个矩阵对应的物理量, 统计得到计算结果的不确

定度 [21].

3.5 p-CMFD 方法

CMFD (coarse mesh finite difference) 方法是 Smith 于 1983 年提出的确定论方法 [22], 多年以来,

该方法已经成功地用于求解中子 Boltzmann输运方程,在一些确定论临界计算中取得了很好的加速效

果 [23,24]. CMFD 方法的一个改进方法是 p-CMFD 方法 [25], p-CMFD 加速用于离散纵标方法和特征

线方法中都是无条件稳定的.
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为了在 Monte Carlo 临界计算中发挥 CMFD 方法的加速作用, Cho 等 [26] 把 MCNP 程序和 p-

CMFD 程序耦合起来进行多群模型的计算. 针对一些简化的多群反应堆模型, Lee 等 [27] 把 CMFD 加

速直接用于 Monte Carlo 临界计算并观察到了明显的加速效果. Yun 等 [28] 在连续能量 Monte Carlo

程序中实现并考察了 p-CMFD 方法. CMFD 方法的一个改进形式叫做 GCMFD [29] (general coarse

mesh finite difference), 这种方法的效果更好, 但是目前只能用于一维模型的计算. 最近, Lee 等 [30] 把

CMFD 加速用于大型反应堆的 Monte Carlo 临界计算并进行了一些改进. 值得一提的是, 和 CMFD

加速方法类似的方法还有泛函 Monte Carlo 方法 [31] (“functional Monte Carlo” method) 和 COMET

方法 [32]. 以下主要介绍一下 p-CMFD 加速方法的基本思想.

为此, 重新写出中子输运本征方程

Ω · ∇ψ(r, E,Ω) + σt(r, E)ψ(r, E,Ω)

=

∫ ∞

0

∫
S2

σs(r, E
′, E,Ω′,Ω)ψ(r, E′,Ω′)dΩ′dE′

+
1

k

χ(E)

4π

∫ ∞

0

ν(r, E′)σf (r, E
′)

∫
S2

ψ(r, E′,Ω′)dΩ′dE′. (31)

传统的幂迭代方法可以用以下公式表达:

Ω · ∇ψ(l+1)(r, E,Ω) + σt(r, E)ψ(l+1)(r, E,Ω)

=

∫ ∞

0

∫
S2

σs(r, E
′, E,Ω′,Ω)ψ(l+1)(r, E′,Ω′)dΩ′dE′ +

1

k(l)
χ(E)

4π
S(l)(r), (32)

S(l)(r) =

∫ ∞

0

ν(r, E′)σf (r, E
′)

∫
S2

ψ(l)(r, E′,Ω′)dΩ′dE′, (33)

其中 l 代表第几个循环代.

p-CMFD方法需要对系统的空间变量进行离散,使用 “粗网格” (coarse mesh). 同一个粗网格中不

同空间位置的材料可以不同 (一个粗网格包含若干个细网格), 这也是名称中 “粗网格” (coarse mesh)

的含义, 在 p-CMFD 方法中把原中子输运本征方程叫做高阶方程, 用 ψ(l+1/2) 表示第 l + 1 个循环代

中高阶方程的未知变量, 在第 l + 1 个循环代中先求解高阶方程

Ω · ∇ψ(l+1/2)(r, E,Ω) + σt(r, E)ψ(l+1/2)(r, E,Ω)

=

∫ ∞

0

∫
S2

σs(r, E
′, E,Ω′,Ω)ψ(l+1/2)(r, E′,Ω′)dΩ′dE′ +

1

k(l)
χ(E)

4π
S(l)(r). (34)

求解出高阶方程的过程中, 根据以下各式的定义统计得到用于低阶方程的 p-CMFD 参数:

ϕ(l+1/2)
m =

1

|Vm|

∫
Vm

dr

∫ ∞

0

dE

∫
S2

ψ(l+1/2)(r, E,Ω)dΩ, (35)

J
+,(l+1/2)
mm′ =

1

|Amm′ |

∫
Amm′

dΓ

∫ ∞

0

dE

∫
Ω·n>0

ψ(l+1/2)(r, E,Ω)|Ω · n|dΩ, (36)

J
−,(l+1/2)
mm′ =

1

|Amm′ |

∫
Amm′

dΓ

∫ ∞

0

dE

∫
Ω·n<0

ψ(l+1/2)(r, E,Ω)|Ω · n|dΩ, (37)
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σ
(l+1/2)
t,m =

1

ϕ
(l+1/2)
m |Vm|

∫
Vm

dr

∫ ∞

0

dE

∫
S2

σt(r, E)ψ(l+1/2)(r, E,Ω)dΩ, (38)

νσ
(l+1/2)
f,m =

1

ϕ
(l+1/2)
m |Vm|

∫
Vm

dr

∫ ∞

0

dE

∫
S2

ν(r, E)σf (r, E)ψ(l+1/2)(r, E,Ω)dΩ, (39)

其中 m 是粗网格的编号, Vm 代表第 m 个粗网格, |Vm| 是它的体积, Amm′ 代表第 m 个粗网格和第

m′ 个粗网格的共用边界, |Amm′ | 是它的面积. 在求解 J
+,(l+1/2)
mm′ 和 J

−,(l+1/2)
mm′ 的式中, n 代表第 m 个

粗网格外法线方向, dΓ 代表面积分. 求得这些参数后, 利用中子通量的守恒关系, 就得到以下每个粗

网格中必须满足的低阶 p-CMFD 方程∑
m′

|Amm′ |J (l+1)
mm′ + σ

(l+1/2)
t,m ϕ(l+1)

m Vm =
1

k(l+1)
νσ

(l+1/2)
f,m ϕ(l+1)

m Vm. (40)

上式中第 1 项表示对所有与网格 m 有共用边界的网格 m′ 求和. 式中各项的含义如下:

J
(l+1)
mm′ = J

+,(l+1)
mm′ − J−,(l+1)

mm′ , (41)

J
+,(l+1)
mm′ =

−D̃(l+1/2)
mm′ (ϕ

(l+1)
m′ − ϕ(l+1)

m ) + 2D̂
+,(l+1/2)
mm′ ϕ

(l+1)
m

2
, (42)

J
−,(l+1)
mm′ =

D̃
(l+1/2)
mm′ (ϕ

(l+1)
m′ − ϕ(l+1)

m ) + 2D̂
−,(l+1/2)
mm′ ϕ

(l+1)
m

2
, (43)

D̃
(l+1/2)
mm′ =

2

3(σ
(l+1/2)
t,m |Vm|+ σ

(l+1/2)
t,m′ |Vm′ |)

, (44)

D̂
+,(l+1/2)
mm′ =

2J
+,(l+1/2)
mm′ + D̃

(l+1/2)
mm′ (ϕ

(l+1/2)
m′ − ϕ(l+1/2)

m )

2ϕ
(l+1/2)
m

, (45)

D̂
−,(l+1/2)
mm′ =

2J
−,(l+1/2)
mm′ + D̃

(l+1/2)
mm′ (ϕ

(l+1/2)
m′ − ϕ(l+1/2)

m′ )

2ϕ
(l+1/2)
m

. (46)

求解出低阶方程, 通过下式得到下一个循环代的裂变源分布:

S(l+1)(r) =

∫ ∞

0

ν(r, E′)σf (r, E
′)

∫
S2

ψ(l+1/2)(r, E′,Ω′)dΩ′dE′

×
νσ

(l+1/2)
f,m∫

Vm
dr

∫∞
0
ν(r, E′)σf (r, E′)

∫
S2 ψ(l+1/2)(r, E′,Ω′)dΩ′dE′ (47)

= S(l+1/2)(r)× â(l+1)
m , ∀r ∈ Vm.

在 Monte Carlo 模拟中, 参数 (35)∼(39) 通过计数得到, 式 (48) 通过对 Monte Carlo 模拟存储的

裂变源中子权重进行校正实现. â
(l+1)
m 就是第 j 个网格对应的权重校正因子. 通常把权重校正的过程

称作低阶方程对高阶方程的 “反馈”.
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低阶 p-CMFD 方程 (40) 通常采用迭代的方法求解, 给定初始值 ϕ
(l+1)
m,0 , 利用以下公式迭代求解:

∑
m′

|Amm′ |J (l+1)
mm′ + σ

(l+1/2)
t,m ϕ

(l+1)
m,i Vm =

1

k
(l+1)
i

νσ
(l+1/2)
f,m ϕ

(l+1)
m,i−1Vm. (48)

在每个迭代步,由于右端是已知的,上式就是一个普通的线性代数方程组,从而容易求解出 ϕ
(l+1)
m,i ,

i 足够大时, ϕ
(l+1)
m,i 就收敛到 ϕ

(l+1)
m .

对一些多群截面参数模型和均匀化模型, CMFD 和 p-CMFD 加速方法往往具有很好的效果. 对

于裂变源分布随空间变化比较大的连续截面模型, 这类加速方法计算出的结果也可能出现大的振荡,

这时候也可以利用与裂变矩阵加速方法中类似的内迭代限制技巧. 另外,尽管还没有严格的理论分析,

通常认为由于低阶 CMFD方程中所需的参数对角通量 ψ 的依赖性较弱, Monte Carlo模拟得到的这些

参数的统计误差比 Monte Carlo 模拟得到的通量 ϕ 的统计误差要小 [31]. 因此, 在一些问题中, CMFD

方法可以用于有效循环代中用来减小有效增值因子和裂变源分布计算结果的统计误差 [28]. 尤其是在

一些单能截面参数模型中, CMFD 方法用于有效循环代中具有明显的降方差效果. 但在很多实际情况

下 CMFD 方程的解可能比传统 Monte Carlo 幂迭代计算结果涨落更大. CMFD 方法的降方差功能有

待进一步考察.

3.6 其他加速方法

Monte Carlo 临界计算方面还有其他一些加速方法, 如分层抽样 [33] (stratified source sampling)、

“锚” 方法 [34] (“anchoring” method) 和 “三明治” 方法 [35] (sandwich method) 等. 另外, 有些情况下,

使用确定论计算结果作为初始裂变源分布再进行 Monte Carlo 幂迭代计算也能达到好的效果 [36].

4 Monte Carlo 临界计算的降方差技巧

除了收敛速度慢以外, Monte Carlo 方法另一个困难来源于其统计误差. 对一些复杂问题来说, 为

了达到所需的精度, 每一迭代步都需要模拟大量的样本粒子, 迭代的步数和每步模拟的样本数的大小

共同决定了计算费用. MC 模拟在屏蔽计算等方面有大量的降方差技巧, 能够有效降低 Monte Carlo

模拟的统计误差, 提高计算精度. 但是很多降方差技巧都难以应用到临界计算. 近些年发展的一种确

定论和 Monte Carlo 耦合计算的方法利用确定论方法求解中子输运方程或者中子输运伴随方程, 指导

Monte Carlo模拟中的重要性抽样,在屏蔽问题和全局降方差等方面取得了很好的效果.这种方法也被

推广到临界计算, 用来提高有效增殖因子的计算精度. 提高有效增殖因子的计算精度的另一种有效方

法是变分降方差技巧, 这种技巧也属于确定论和 Monte Carlo 耦合计算方法. 在裂变源分布方面, 把

CMFD 的反馈用于有效循环代中可以起到一定的作用 [28]. 除此之外, 泛函展开计数能够提高分布量

的计算精度.

4.1 Monte Carlo 模拟中的降方差技巧

对于光学厚度不大的模型, Monte Carlo直接模拟能够达到理想的效果,但是对于实际应用中常常

遇到的大型系统,必须使用降方差技巧. Monte Carlo模拟中最重要的降方差技巧有隐俘获、权窗和期

望估计等 [37∼40].
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隐俘获是最简单和常用的降方差技巧之一. 当粒子发生碰撞时, 不再根据吸收截面占总截面的大

小按一定的概率结束粒子的历史, 而是把粒子的权重降低一定的比例. 也就是说, 当权重为 w 的粒子

在 (x,Ω, E) 发生碰撞时, 把粒子的权重改变为

w ← σs(x, E)

σt(x, E)
w. (49)

隐俘获技巧通常使得粒子能够飞行更长的距离, 从而使得每个计数量获得的信息更多. 然而, 隐

俘获可能会导致系统中粒子的权重波动太大. 这时, 方差主要由那些权重较大的粒子决定, 系统中大

量权重很小的粒子却需要花费很长的计算时间. 为了克服这一困难, 隐俘获技巧通常要和另一降方差

技巧 —— 加权窗技巧结合起来使用.

加权窗技巧的基本思想是把 Monte Carlo 模拟的粒子的权重限制在一个固定的区间 (如 [wl, wu])

内. 为了给出权窗的上下限, 通常指定一个中间值 wc 作为参考, 以 τwc 作为上限, 以 wc/τ 作为下限.

τ 一般不超过 4. 中间值 wc 可以是一个依赖于空间、时间、能量和方向的函数. 实际应用中使用最多

的是 wc 只依赖于空间的情况.

由于加权窗技巧对粒子的权重进行了限制, 该技巧可以和隐俘获技巧结合起来使用, 以克服隐俘

获导致的权重涨落过大的困难. 当粒子权重过大时, 把该粒子分裂成几个权重较小的粒子, 当粒子权

重过小时, 对粒子进行轮盘赌.

4.2 利用确定论方法计算结果自动降方差

由于确定论方法与 Monte Carlo 方法的基本思想完全不同, 长期以来, 两种方法独立发展着. 但

从 20 世纪 90 年代以来, 一些学者渐渐认识到可以利用确定论方法求解伴随方程, 为 Monte Carlo 模

拟提供重要性函数, 指导 Monte Carlo 模拟的权窗设置, 从而把两种方法耦合起来, 得到更好的计算

效率 [41].

Monte Carlo 计算的许多问题可以归结为计算某些位置的响应量, 等价于计算以下积分:

R =

∫
P

ψ(P )σd(P )dP, (50)

其中 P 代表相空间中的点 (x,Ω, E), ψ(P ) 是粒子通量, σd 是给定的响应函数. 可以推出, 当问题的

边界条件为真空边界条件时, R 也可以通过下式给出:

R =

∫
P

ψ∗(P )q(P )dP, (51)

其中 q 为源分布密度, ψ∗(P ) 为伴随通量, 其物理意义为相空间中位于 P 点的粒子对响应量的预期贡

献, 也就是相空间中位于 P 点的粒子的重要性.

在 Monte Carlo 模拟中, 首先要根据源分布密度函数 q 进行源抽样. 直接抽样时, 抽出的粒子权

重为 1. 为了降低方差, 往往采用偏倚抽样. 在积分中引入新的分布密度函数 q̂(P ):

R =

∫
P

[
ψ∗(P )q(P )

q̂(P )

]
q̂(P )dP. (52)

为了保证无偏, 使用新的分布密度函数抽样以后, 抽出的粒子的权重为

w(P ) =
q(P )

q̂(P )
. (53)
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如果伴随通量已知, 当 q̂(P ) 取为

q̂(P ) =
ψ∗(P )q(P )∫

P
ψ∗(P )q(P )dP

, (54)

可得到方差为零的 R. 当然, 在实际问题中, 精确的伴随通量是不知道的. R 不能直接通过积分求出.

利用确定论方法计算结果自动降方差的基本思想就是先由计算速度快的确定论方法 (如离散纵标

方法或扩散近似方法) 求解伴随方程 (伴随方程为伴随通量应当满足的方程, 有关伴随方程的详细介

绍和推导,参考文献 [41]),得到不太精确的伴随通量,利用计算结果根据以上推导得到 Monte Carlo模

拟所需的偏倚参数 q̂(P ),指导 Monte Carlo模拟,提高 Monte Carlo模拟的计算效率.不精确的伴通量

只会影响 Monte Carlo 模拟的计算效率, 不会导致计算结果的偏差.

利用确定论计算指导 Monte Carlo 模拟自动降方差的方法也可以用于全局降方差 [42,43]. 达到全

局降方差的途径之一是 FW-CADIS方法 [44], 该方法的核心是寻找重要函数指导 Monte Carlo模拟中

的偏倚抽样, 使得 Monte Carlo 模拟粒子的数目在整个系统或者某个区域内达到大致均匀的分布. 具

体方法如下: 第 1步,确定论方法进行正向计算 (求解中子输运方程), 得到系统中近似的通量分布;第

2 步, 建立伴随方程的源项, 使得其在整个系统中分布并且与第一步求得的通量分布成反比; 第 3 步,

确定论方法求解伴随方程, 以其求得的近似伴随通量指导 Monte Carlo 偏倚抽样.

4.3 临界计算中的零方差技巧

屏蔽问题计算中所用的零方差格式可以推广到 MC 临界计算, 用来降低有效增殖因子 keff 的方

差 [45]. 在屏蔽问题中往往要计算探测器的响应量:

R =

∫
P

ψ(P )ηψ(P )dP, (55)

其中 ηψ(P ) 为响应函数, ψ(P ) 为中子碰撞密度. 零方差技巧把响应函数作为伴随问题的源项, 用较低

的代价 (通常使用确定论算法) 求得伴随方程的近似解 (不要求高的精度), 由此知道 Monte Carlo 方

法重要性抽样, 达到降低方差的目的. 临界计算的幂迭代方法中有效增殖因子可以通过以下公式计算:

keff =

∫
Q(n+1)(P )dP∫
Q(n)(P )dP

. (56)

在当前迭代步, 上式分母部分是已知的, 分子部分可表示成与式 (55) 类似的形式,

R =

∫
Q(n+1)(P )dP =

∫
1

4π
χf (E)

∫ ∫
νσf
σt

ψn(r,Ω, E)dΩdEdV =

∫
νσf
σt

ψ(P )dP, (57)

然后就可以使用零方差技巧计算有效增殖因子.

4.4 临界计算中的变分降方差方法

提高有效增殖因子 keff 计算精度的另一种方法是变分降方差 (variational variance reduction) 方

法 [46,47] (VVR 方法), 下面介绍 VVR 方法的基本思想.

重新写出特征值问题,

Lψ =
1

k
Fψ. (58)
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定义两函数的内积为

⟨ψ∗, ψ⟩ =
∫ ∞

0

∫
S+

∫
V

ψ∗(x,Ω, E)ψ(x,Ω, E)dV dΩdE, (59)

L 和 F 的伴随算子 L∗, F∗ 分别定义为 ⟨ψ∗,Lψ′⟩ = ⟨L∗ψ∗, ψ′⟩ 和 ⟨ψ∗,Fψ′⟩ = ⟨F∗ψ∗, ψ′⟩, 问题 (58)

的伴随问题为

L∗ψ∗ =
1

k
F∗ψ∗. (60)

式 (58) 两边乘以任意 (非零非负) 函数 g(r), 全空间, 能量, 方向积分得到

1

k
=
⟨g,Lψ⟩
⟨g,Fψ⟩

. (61)

式 (61) 中函数 g 取为常数 1, 就是传统 Monte Carlo 方法求解 k 的公式. 当式 (61) 中 ψ 的误差是

O(ε) 时, 1/k 的误差也是 O(ε), 即

⟨1,Lψ⟩
⟨1,Fψ⟩

=
1

k
+O(ε). (62)

变分降方差方法取不同的函数 g. 假设 Ψ 为 ψ 的估计, 具有误差 O(ε), Ψ∗ 为 ψ∗ 的估计, 具有误

差 O(ε′), 可以证明

⟨Ψ∗,LΨ⟩
⟨Ψ∗,FΨ⟩

=
1

k
+O(ε) +O(ε′). (63)

于是, 使用具有 “一阶精度” 的正向特征函数和伴随特征函数的估计, 通过上式就得到的具有 “二阶精

度” 的估计. 如果用计算费用较低的确定论方法计算伴随特征函数, 用 Monte Carlo 方法计算正向特

征函数, 就是一种耦合方法. 由于需要求解伴随特征函数和内积, 变分降方差方法计算比传统方法复

杂. 但是这种方法能够用较少的样本数更精确地求得有效增殖因子 keff .

4.5 泛函展开计数和核密度估计

在临界计算中使用零方差技巧和变分降方差方法的主要作用是提高有效增殖因子的计算精度.临

界计算的另一个重要任务是要计算出裂变源分布, 从而得出功率分布等其他物理量. 传统的 Monte

Carlo 模拟方法在计算分布量方面具有一定的困难, 近年来发展了提高分布量计算精度的新的计数方

法, 具有代表性的有泛函展开计数 (fnctional expansion tally) 方法 [48] 和核密度估计 (kernel density

estimation)计数方法 [49],除了提高分布量计算精度,这两种方法用于 Monte Carlo幂迭代计算时还能

够有效减少不同循环代的裂变源分布之间的相关性 [50].

泛函展开计数方法的基本思想是把未知的计数量用一组正交函数基展开, 通过 Monte Carlo 模拟

估计相应的展开系数. 以一维问题计算 (−1, 1) 区间的标通量的分布 ϕ(x) 作为例子. 选取一组定义在

区间上的完备正交基函数

ϕn, n = 0, 1, 2, . . . . (64)

由于中子标通量分布通常是比较光滑的, 可以把 (−1, 1)区间上的标通量 ϕ(x)按给定的正交基展开成

以下计数形式 (实际计算时根据所需精度对该式进行截断):

ϕ(x) =
∞∑
n=0

ānknϕn(x), (65)
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其中 kn 为第 n 阶基的归一化系数

kn =
1

∥ϕn∥

2

, (66)

ān 为第 n 阶展开系数, 定义为

ān =

∫ 1

−1

ϕ(x)ϕn(x)dx. (67)

为了利用基函数展开 (65) 近似计算 (−1, 1) 区间上的标通量 ϕ(x), 只需要计算各阶展开系数, 也

就是积分式 (67). Monte Carlo 模拟中能够方便地计算出这些积分. 传统的 Monte Carlo 计数方法把

(−1, 1) 区间分为若干个计数箱, 直接统计穿过各个计数箱的径迹长度, 显然, 只有当中子通过某个计

数箱时才会对该计数箱的计数有贡献,当计数箱的尺寸相对于系统的尺寸很小时,计数效率很低,需要

模拟大量的中子才能达到所需的精度.而采用泛函展开计数时模拟的每个中子对需要统计计算的展开

系数都有贡献, 所以泛函展开计数能够提高计数效率. 除了采用正交基函数展开, 对二维或三维问题,

也可以采用有限元多项式展开 [51].

核密度估计是统计学中的一种非参数估计方法. 这种方法通常先定义一个一维的核密度函数 k(x)

(满足若干条件, 例如, 零阶矩为 1, 一阶矩为零, 二阶矩非零等的光滑函数). 已有一个 d 维的, 概率密

度函数未知随机变量的若干样本, 通过下式来估计该概率密度函数

f̂(x) =
1

N

∑
i=1

N
∏
l=1

d
1

hl
k

(
xl −Xl,i

hl

)
, (68)

其中 N 是样本总数, xl −Xl,i 是 x 的第 l 个坐标和第 i 个样本的位置的第 l 个坐标的差, h1, . . . , hd

是给定的各个维度带宽.

核密度估计用于 MC 临界计算中能够给出裂变源分布的一个光滑的估计.

5 收敛性诊断

在确定论方法中, 判断裂变源或中子通量收敛具有比较简单的准则: 相邻两个迭代步计算结果的

相对偏差是否小于某个给定值 (比如 10−4). 由于计算结果存在统计涨落,上述收敛性判据通常不能用

于 MC计算中. 目前,在 MC的临界计算中,通常根据经验预先设定非有效循环代的次数,当达到该次

数后, 直接结束非有效循环代, 而进入有效循环代, 该过程中并未判断源分布是否收敛. 由此可能导致

如下不良后果: 如果非有效循环代次数少于裂变源分布达到收敛所需次数会导致计算结果不正确 (有

偏), 反之, 过多的非有效循环代则会直接影响计算效率.

信息论采样诊断方法 [52] 利用后验熵的概念进行检验, 例如, 相对熵的定义为

D(SBn |TB) = −
B∑
i=1

SBn (i)log2

(
SBn (i)

TB(i)

)
, (69)

其中 B 是空间划分的区域数目, SBn 是第 n代的归一化的裂变源分布, TB 是参考分布.具体的检验方

法如下:

(1) 计算后一半有效循环 (代) 平均的源分布作为参考分布 TB ;

(2) 计算每一代的 D(SBn |TB), 相对于代数画图;
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(3) 检查 D(SBn |TB) 是否在有效循环前越过 D(SBn |TB) 在后一半有效循环的平均值.

信息论采样诊断方法能够在计算完成后有效检验出裂变源分布是否在有效循环代开始之前就已

经达到收敛, 就有较强的实用性. 但是该方法不能用于迭代过程中作为非有效循环代结束的判据.

在 MC 临界计算中, 目前还缺乏能够在迭代过程中自动判断裂变源分布收敛的有效办法. Kitada

等在研究裂变矩阵加速时建议利用裂变矩阵来自动判断裂变源分布是否达到收敛 [15]. 当连续两代模

拟得到的代裂变矩阵的主特征向量的相对差小于某个值时, 就认为裂变源分布已经收敛, 也就是下式

作为收敛性判据 (式中所用符号的意义和裂变矩阵加速小节中的符号相同):∣∣∣∣∣ (S(n)
fm )j − (S

(n−1)
fm )j

(S
(n−1)
fm )j

∣∣∣∣∣ < ε, ∀j. (70)

由于存在统计误差, 这种判据通常不能保证裂变源分布达到收敛.

杨锦安和 Naito建议使用 “三明治”方法来确定有效增殖因子是否达到收敛 [53]. 该方法选取两个

分别能够使得单步计算出的增殖因子接近最大和最小的两个初始裂变源分布, 然后分别进行计算. 当

分别计算出的增殖因子接近到一定的程度时, 就认为有效增殖因子已经收敛. 这个方法能够有效判断

有效增殖因子是否收敛. 而实际问题中, 尤其是对大型松散耦合系统来说, 裂变源分布的收敛速度往

往远慢于有效增殖因子, “三明治” 方法在诊断裂变源分布收敛方面存在局限性.

Shim 和 Kim 提出了一种利用不同循环代得到的裂变源分布之间的相关矩阵在计算过程中判断

裂变源分布是否收敛的办法 [54], 这种方法比较复杂, 而且其效率受网格划分影响较大. 此外, Shim 和

Kim 还提出了一种与 Shannon 熵方法不同的后验诊断方法 [55].

总体来说, 关于裂变源收敛的判据是目前 MC 方法研究的热点, 还未有成熟且有效的结果, 有待

进一步的研究.

6 计算结果方差无偏估计

MC 临界计算的结果是通过持续模拟若干有效循环代, 然后对每代给出的统计值进行平均而得到

的. 为了表征统计涨落引起的计算结果不确定性, 还需要给出计算结果的方差. MC 方法对计算结果

方差的估计是以中心极限定理为基础的, 该定理要求各样本之间相互独立. 然而, MC 临界计算中每

个循环代都需要上一循环代提供裂变源分布, 必将导致各循环代计算结果间的相关性. 因此, 传统的

方差估计办法将导致裂变源分布等物理量的不确定度被严重低估.

Mervin 等通过对基准模型的模拟详细分析了各循环代之间的相关性, 明确了这种相关性导致计

算结果不确定度被低估的问题 [56].

Gelbard 和 Prael 把有效循环代分成互不重叠的若干组 (batch), 利用各组物理量的平均值来估计

方差 [57]. 由于各组平均物理量之间的相关性比各代物理量之间的相关性要小, 这种方法容易实现而

且取得了一定的效果, 但是各组物理量的平均值之间仍然具有一定的相关性, 而且很难确定如何分组

能够达到好的效果.

Shim 等把模拟的样本分为若干组, 每组样本独立地进行 MC 幂迭代计算, 把各组得到的物理量

的均值作为最终结果, 并用各组得到的物理量来估计真实方差 [58]. 由于各组之间是独立的, 当样本数

足够大时, 这种方法能得到较好的结果. 但是由于要分足够多的组, 如果样本数不是很大, 每组分到的

样本不足就会带来问题.
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Ueki 等提出了一种度量各代得到的的相关性的方法, 并由此估计了传统方法得到的方差与真实

方差间的偏离程度 [59].

Shim 和 Kim 进一步提出了一种计算不同循环代得到的裂变源分布之间的相关性的方法 [60], 和

前面提到的他们提出的收敛性判据类似, 该方法比较复杂, 而且其效率受网格划分影响较大.

关于计算结果方差的真实估计是 MC 临界计算中一个长期未解决的问题, 仍需进一步发展有效

且易于实现的方差估计方案.

7 并行计算

高昂的计算费用一直是阻碍 Monte Carlo 方法在实际问题中大量应用的主要因素之一. 近些年计

算机速度的迅速提高和大规模并行技术的不断发展使得 Monte Carlo方法得到越来越多的关注. 可以

说, 临界计算的任何加速技巧对 Monte Carlo 方法的实用性的提高都比不上计算机技术和并行计算的

发展. 有效的并行计算方法在 Monte Carlo 临界计算中具有重要的意义. 传统 Monte Carlo 程序所采

用的并行方式主要是把模拟的样本分配给不同的处理器, 也就是粒子并行 [61]. 近些年, 区域分解并行

得到迅速的发展 [62,63].

8 结束语

与其他方法相比, Monte Carlo方法在几何和截面参数等建模方面具有很大的优势,其在反应堆临

界计算求解系统中子增值因子和裂变源分布方面有着广泛的应用. 传统的 Monte Carlo临界计算采用

幂迭代方法, 其主要挑战之一是收敛速度慢. 同时, Monte Carlo 模拟存在统计误差, 为了保证一定的

精度,每个循环代必须跟踪足够的样本,这两方面合起来带来的计算费用常常难以接受.发展裂变源收

敛加速方法和降方差技巧具有很重要的意义. 目前已经发展了不少加速技巧, 其中裂变矩阵加速方法

和 CMFD 加速方法在很多模型的计算中都展示出了很明显的加速效果, 但是这两种方法在稳定性等

方面都存在一定的问题, 还需要进一步考察和发展.

传统的降方差技巧在临界计算中并不好用. 变分降方差方法和零方差技巧能够有效降低有效增殖

因子的方差. 在裂变源分布的统计涨落方面,目前已有泛函展开计数、核密度估计和把 CMFD方法用

于有效循环代等几种方法, 但这些方法都还不成熟.

裂变源分布的收敛性判据和计算结果的真实方差估计是 Monte Carlo 临界计算长期面临的另外

两个挑战性问题, 目前还没有很有效的办法.
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Review of convergence acceleration methods in Monte Carlo crit-
icality calculations for reactor analysis
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Abstract The core problem of criticality calculations in nuclear analysis is to calculate the fission source distri-

butions of systems. As the computing performance of hardware and software has advanced, Monte Carlo methods

have been applied to the nuclear analysis of whole core problems, because the accuracy of the Monte Carlo calcu-

lations has been enhanced by its ability to use continuous energy nuclear data and to handle complex geometry

information. When approaching whole core analyses, the Monte Carlo criticality calculations must handle some

challenging problems, such as slow convergence, the stopping criteria of source convergence, and real variance es-

timations. Here, the theory and challenges of Monte Carlo criticality are introduced, and progress in convergence

acceleration methods and variance reduction techniques is reviewed.

Keywords reactor analysis, criticality calculation, fission source distribution, Monte Carlo, neutron transport
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