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摘要 PHG (parallel hierarchical grid) 是一个由中国科学院 “科学与工程计算国家重点实验室” 研制

的开源并行自适应有限元程序开发平台. 与国际上其他同类型软件相比, 其主要特征有: (1) 提供基

于最新顶点单元二分的非结构协调四面体网格并行局部加密; (2)支持 h-p自适应有限元计算; (3)支

持大规模并行和动态负载平衡; (4)提供大型稀疏线性方程组直接求解和灵活的预处理迭代求解. 本

文介绍 PHG 平台的主要模块和核心算法, 以及基于 PHG 平台开发的一些并行有限元应用程序, 它

们包括: 大型变压器铁损模拟、离子通道中的离子输运过程模拟、集成电路互连线寄生参数提取、冰

盖模拟、弹性波 PML方程谱元计算等.

关键词 有限元 自适应网格 并行计算 离子通道 电磁涡流 寄生参数提取 冰盖模拟 地震

波模拟

1 引言

有限元方法是求解偏微分方程 (组) 的重要数值方法, 它通过将求解区域划分成由简单几何形状

的单元构成的网格, 并在每个单元中用简单函数 (通常是多项式)构成的基函数对解进行近似, 从而将

偏微分方程 (组)转化为代数方程组来实现数值求解. 在有限元方法中,影响计算结果精度的主要因素

是网格单元的分布和基函数. 自适应有限元方法最初由 Babuška 等提出 [1, 2], 它提供了一套系统的方

法, 在求解过程中自动根据数值解的性质反复对网格单元的分布及基函数进行调整, 从而逐步形成适

合于所计算的问题的拟最优的网格. 以定常问题为例, 自适应有限元方法从一个初始网格出发, 通过

反复循环求解得到最终的网格及其上的有限元解, 如算法 1 所示.

在关于自适应有限元方法的文献中,通常将算法 1中的 4步循环简称为 “求解 –估计 –标注 –加

密” 循环 (solve–estimate–mark–refine loop). 其中, 对单元的加密可以采用不同方式进行, 包括: (1) 将

单元划分成多个更小的单元 (h 自适应); (2) 在单元中使用更多的基函数, 例如提高基函数的阶数 (p

自适应); (3) 对不同单元同时或分别运用 (1) 和 (2) (h-p 自适应) [3]. 对于许多问题, 特别是解含有局
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算法 1 求解定常问题的自适应循环

步骤 1: 在当前的网格上求解得到有限元解 (求解);

步骤 2: 计算有限元解的后验误差估计子, 如果误差达到精度要求则计算终止 (估计);

步骤 3: 根据后验误差估计子及特定的标注策略选择需要加密的单元 (标注);

步骤 4: 对选定的单元进行加密形成新的网格, 转向步骤 1 (加密).

(a) (b)

图 1 常用单元加密算法

Figure 1 Refinement of an element. (a) Regular refinement; (b) bisection refinement

部奇性的问题,自适应有限元方法是求解它们的最有效的有限元方法之一.因此,自适应有限元方法的

研究及应用近 20 多年以来一直是科学与工程计算的热门领域.

在自适应有限元方法的实现中, 一个核心算法是通过对单元的加密 (细分) 来实现网格局部加密.

单元加密算法要求保持单元的形状正则性, 即反复嵌套的加密不会产生退化的单元 (如单元的某些角

趋向于 0 或 π). 对协调网格而言, 单元加密算法还要求保持网格的整体协调性. 常用的单元加密算法

有两大类: 第一类称为正则加密, 它们将一个单元细分为 2d 个全等的子单元, 其中 d 为空间维数, 参

见图 1(a); 第二类称为二分加密, 主要针对单纯形单元 (二维为三角形, 三维为四面体) 构成的协调网

格,它们选择单元中一条边 (称为加密边),将该边的中点 (称为新顶点)依次与不在该边上的各顶点相

连来将单元一分为二, 参见图 1(b). 正则加密算法能够自然保持单元的形状正则性, 而网格的整体协

调性则需要通过对加密和非加密区域之间的一些过渡单元进行临时性的非正则加密来实现,如红绿算

法 (red-green algorithm) [4]. 而二分加密算法中,网格的整体协调性则是通过适当多加密一些与需要加

密的单元相邻的过渡单元来达成的.

二分加密算法能够同时兼顾自适应网格的整体协调性和粗细网格间的嵌套性,可以大大方便自适

应有限元算法的设计、分析和实现, 因而受到许多科研人员, 特别是从事自适应算法设计及其理论分

析的科研人员的欢迎. 为了保证子单元的形状正则性, 二分加密算法中加密边的选择必须遵循一定的

规则, 目前常用的规则有最长边二分加密 [5∼7] 和最新顶点二分加密 [8∼11].

在最长边二分加密算法中, 总是选取单元的最长边作为加密边, 由其产生的自适应网格的形状正

则性对二维 (三角形网格) 情形可以从理论上严格证明, 而对三维 (四面体网格) 及更高维情形, 虽然

大量的数值实验表明网格的形状正则性能够得到保持, 但其理论证明直到目前依然是一个公开问题.

在最新顶点二分加密算法中, 初始单元的加密边按照特定的规则产生, 而加密产生的新单元的加

密边则选为与最新顶点相对的边. 对于三维及更高维数, 由于最新顶点的对边多于一条, 因此需要依

据一套繁琐的规则来确定新单元的加密边. 与最长边二分加密算法不同, 最新顶点二分加密算法所产

生的自适应网格的形状正则性有严格理论证明, 并且一些数值实验表明, 其所产生的自适应网格中为

保持网格协调性而需要额外加密的单元数目通常要少得多 [9]. 对于一些特殊网格, 如完全由等腰直角

三角形构成的网格并且初始网格中单元的加密边全部设定为单元的斜边,则最新顶点与最长边二分加

密是完全等效的. 事实上, 最新顶点二分加密中加密边的选取规则最初便是从一些特殊单元的最长边

加密过程导出的 [8, 9].
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由于有限元计算通常采用非结构网格, 其局部加密算法的实现及自适应网格的管理非常复杂, 使

得自适应有限元程序的编制具有很高的难度.鉴于此,国际上自 20世纪 90年代以来发展了一批自适应

有限元软件平台或工具箱, 用于帮助科研人员及工程师编写自适应有限元程序. 一些公开发布的自适

应有限元软件平台和工具箱包括: UG [12], deal.II [13], libMesh [14], FEniCS DOLFIN [15], ALBERTA [16],

iFEM [17], PLTMG [18], 等等. 这些平台或工具箱中, 支持 MPI1) 并行的有 deal.II, libMesh和 DOLFIN

等, 它们主要采用正则加密来进行网格局部加密. 个别平台, 如 DOLFIN, 提供了基于最长边二分加密

的网格局部加密功能.

并行自适应有限元软件平台 PHG (parallel hierarchical grid)2) 由中国科学院科学与工程计算国

家重点实验室研制.不同于上述所介绍的其他自适应有限元平台, PHG平台提供基于最新顶点二分加

密的协调四面体网格自适应局部加密和 h-p 自适应, 并且支持大规模并行和动态负载平衡. 本文介绍

PHG 平台的主要功能模块和核心算法, 以及我们近年以来基于该平台发展的一些具备大规模并行计

算能力的有限元应用程序.

本文剩余部分组织如下: 第 2 节介绍 PHG 平台的主要功能模块和核心算法; 第 3 节介绍大型变

压器铁损模拟; 第 4 节介绍生物分子中的离子通道系统模拟; 第 5 节介绍集成电路寄生参数提取; 第

6 节介绍冰盖模拟; 第 7 节介绍弹性波 PML 谱元计算; 最后, 第 8 节给出总结和展望.

2 并行自适应有限元软件平台 PHG

PHG 平台的主体采用 C 语言编写, 基于 MPI 及 OpenMP3) 实现并行. PHG 平台提供面向对象

方式的应用程序编程接口, 所实现的主要对象包括网格 (GRID)、有限元基函数 (DOF TYPE)、自由

度 (DOF)、映射 (MAP)、矩阵 (MAT)、向量 (VEC)等. PHG平台通过这些对象来封装自适应有限元

计算的共性算法和代码, 包括并行实现、网格管理及有限元计算等, 隐藏实现细节, 方便用户调用.

PHG 平台的主体代码以开源的方式免费公开发布, 供科研和工程技术人员使用.

2.1 网格剖分、并行网格局部加密与动态负载平衡

PHG 平台的 MPI 并行基于网格剖分实现, 与其他并行有限元软件一样, 即将有限元网格剖分为

与 MPI 进程相同数目的子网格, 每个进程负责存储、处理一个子网格. PHG 平台中的网格剖分基于

单元进行, 它将全体单元的集合划分为 p 个 (p 小于或等于 MPI 进程数) 互不相交的子集, 每个子集

构成一个子网格. 网格剖分算法要求能够尽量减少有限元计算中子网格间的通信. 常用的网格剖分算

法有几何剖分算法如递归坐标对分 [19], 图剖分算法 [20,21]4), 以及基于 Hamilton 路径 [22, 23] 和空间填

充曲线 [24] 的算法, 等等. PHG 平台内部实现了几种基于 Hamilton 路径和空间填充曲线的网格剖分

算法,并提供了与专用网格剖分软件 ParMETIS和 Zoltan [25] 的接口. PHG平台的网格划分和并行实

现对用户透明, 用户可以根据自己的算法特点方便地采用不同的网格剖分算法.

PHG 平台支持对任意协调四面体网格进行最新顶点二分局部加密. 当导入一个协调四面体网格

时, PHG平台根据特定的算法确定每个单元的加密类型和加密边,加密产生的新单元的加密类型和加

密边则按照特定的规则自动确定. 当用户需要进行网格局部加密时, 只需根据特定的自适应算法 (标

1) MPI forum. http://www.mpi-forum.org/.

2) The parallel adaptive finite element toolbox PHG. http://lsec.cc.ac.cn/phg/.

3) The OpenMP API specification for parallel programming. http://www.openmp.org/.

4) Family of graph and hypergraph partitioning software. http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/views/metis/parmetis/
index.html.
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注策略)指定需要加密的单元和加密次数, 然后调用 PHG平台提供的网格加密函数,便可完成网格的

局部加密. 对于并行网格, 即已经剖分, 分布到不同 MPI 进程中的网格, PHG 平台的网格局部加密也

是并行进行的, 并且可以保证得到与串行网格一样的加密结果 [11].

PHG平台还提供了完整的并行网格局部粗化功能 (unrefinement). 网格粗化是网格加密的逆向操

作, 它是指将局部加密的单元还原成为未加密之前的单元. 网格局部粗化在一些问题, 如含时问题, 的

自适应计算中是必需的. PHG 平台允许网格局部加密和局部粗化同时进行, 即对一部分单元进行局

部加密, 而对另一部分单元进行局部粗化, 同时保证网格的整体协调性.

并行计算中, 负载平衡是影响并行效率的重要因素. 并行有限元计算中, 每个进程的负载取决于

划分给该进程的单元数目. 自适应计算过程中, 网格局部的加密、粗化会改变各进程的负载从而造成

负载的不平衡, 需要动态地调整子网格的分布来维持负载平衡, 这一过程称为动态负载平衡. PHG 平

台提供透明的动态负载平衡功能, 用户只需调用平台提供的动态负载平衡函数, 便可自动完成网格重

新划分、单元和用户数据的迁移以及新子网格重构 [26].

2.2 有限元计算与自适应

PHG 平台中提供了如下类型的有限元基函数:

(1)任意阶结点型基函数,也称为 Lagrange型基函数,它们张成的有限元空间是 H1 协调的,通常

用于椭圆型问题的计算.以 Lagrange型基函数为基础, PHG平台也提供对间断有限元 (Discontinuous

Galerkin, DG) [27] 的支持.

(2) 任意阶层次基函数. 在层次基函数中, 低阶的基函数集合是高阶的基函数集合的子集, 用户可

以在不同单元用不同阶的基函数来构造整体协调的有限元函数, 从而实现 h-p 自适应计算 [28]. PHG

平台所实现的层次基函数来源于文献 [29∼31], 它们分别提供了 H1, H(curl) 和 H(div) 空间的层次基

函数.

(3) 谱元基函数. 谱元基函数, 也称集中质量 (mass lumping) 基函数, 在单元中是相互正交的, 从

而它们产生的质量矩阵是对角的,主要用于波动方程的计算 [32∼34]. 对于三角单元的谱元基函数, PHG

平台提供了一个统一的实现框架, 可以方便地添加新的基函数. 三角形和四面体单元中的高阶谱元基

函数的构造是一个非常困难的问题, 文献中已知的三角形和四面体网格上的高阶谱元基函数非常少.

我们曾以自己的一个寻找数值积分公式的程序 [35] 为基础, 开展过一些寻找、计算高阶谱元基函数的

尝试, 并得到了一些三角形上的高阶谱元基函数 [36].

PHG 平台的数值积分模块提供任意精度的数值积分. 特别地, PHG 的源码中包含有大量三角形

和四面体上的对称数值积分公式, 其中部分公式是我们通过计算找到的 [35]. 它们是有限元计算中的

重要资源, 可供其他从事有限元程序开发者使用或参考.

为方便自适应有限元算法实现, PHG平台对有限元函数对象提供了常用的代数和微分运算.特别

地, 为方便残量型后验误差估计子 [1] 的计算, PHG 平台提供了一个通用接口, 用于计算任意给定的向

量或标量函数 f(x) 的如下形式的面跳量的平方积分:∫
F

|[[P (f(x))]]F |
2
,

其中, F 代表单元面; [[·]]F 代表面 F 上的跳量; P(·) 为用户指定的投影变换, 它可以是恒等变换, 与面

法向的点乘 (法向投影) 或叉乘 (切向投影), 等等.

自适应有限元中的标注指基于后验误差估计子及其他已知数据, 根据特定的标注策略来选择需

要加密的单元, 其中, 一些标注策略的并行实现是非平凡的. PHG 平台对当前使用的主要标注策略,
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如最大策略 (max strategy)、误差等分布策略 (error equidistribution strategy)、保证误差下降策略

(guaranteed error reduction strategy, GERS) [37]、MNS 策略 (MNS-refinement strategy) [38] 等, 进行了

统一的并行实现, 供用户直接调用 [39].

2.3 稀疏矩阵与线性求解器

PHG 平台包含一个线性代数模块, 提供对分布式向量和稀疏矩阵的管理、线性方程组的求解和

特征值问题的求解.

PHG 平台中, 稀疏矩阵主要采用分布式的行压缩稀疏存储格式 (compressed sparse rows, CSR).

对于有限元离散产生的稀疏矩阵, 平台提供有限元自由度到向量分量的映射, 以及单元刚度矩阵到全

局刚度矩阵的组装.除此之外,为方便使用及提高程序效率, PHG平台还支持一种抽象形式的矩阵,即

“无矩阵” 矩阵 (matrix-free matrix), 它通过调用用户指定的函数来完成矩阵乘以向量的运算, 可用于

实现一些特殊矩阵的运算, 以及在 PHG 平台中封装第三方的矩阵格式和代码.

对于线性方程组求解, PHG 平台内部实现了几种常用的迭代方法, 包括共轭梯度法 (conjugate

gradient, CG) [40] 和广义最小残量法 (generalized minimal residual, GMRES) [41] 等. 除此之外, PHG

平台还提供了与大量第三方开源线性求解器的接口, 包括 PETSc5), HYPRE6), Trilinos7), MUMPS8),

SuperLU9), 等等. 其中, PETSc, HYPRE 和 Trilinos 是分别由美国的几个国家实验室开发的大型开源

线性求解器库, 其中集成了大量的迭代求解方法, 而 MUMPS 和 SuperLU 则采用了面向稀疏矩阵的

直接消元求解方法. PHG 平台为其内置的求解器和部分第三方求解器 (如 PETSc) 提供了灵活的预

条件接口, 用户可以方便地设置预条件过程. PHG 平台内部还实现了一些特殊的预条件子, 包括求解

一般问题的限制型加性 Schwarz 预条件子 (restricted additive Schwarz preconditioner, RAS) [42] 和求

解时谐 Maxwell 方程的 Hiptmair-Xu 预条件子 [43] 等.

对于特征值问题的求解, PHG平台定义了一个统一的框架,用于实现与不同第三方特征值求解器

的接口. 目前, 基于该框架实现了接口的第三方特征值求解器包括: Trilinos 项目中的 ANASAZI 软件

包10), 基于 PETSc 的 SLEPc 软件包11)、BLOPEX [44] 和 Parallel ARPACK [45], 等等. 用户可以根据

所求解的问题的性质方便地选用不同的特征值求解器.

3 大型变压器铁损模拟

拟稳态 Maxwell 方程是计算电磁学的重要研究方向, 在电气工程领域具有广泛应用, 如大型变压

器、电机等工程设备中的磁通和铁损模拟, 金属材料缺陷的无损探测, 随钻测井等 [46,47]. Maxwell 方

程组刻画了宏观电磁现象的本质规律, 可以描述电磁设备中电场、磁场和电流之间相互影响、相互转

化的基本现象. 电气工程应用中, 激发电流一般为低频 (低于 1000 Hz), 位移电流密度远小于传导电流

密度. 因此忽略位移电流, 得到拟稳态 Maxwell 方程

∂B

∂t
+ curlE = 0, curlH = J in R3, (1)

5) Portable, extensible toolkit for scientific computation. http://www.mcs.anl.gov/petsc/.

6) Livermore’s HYPRE library of linear solvers. http://computation.llnl.gov/project/linear solvers/index.php.

7) Trilinos home page. https://trilinos.org/.

8) MUMPS: a parallel sparse direct solver. http://mumps.enseeiht.fr/.

9) SuperLU Website. http://crd-legacy.lbl.gov/ xiaoye/SuperLU/.

10) Anasazi: a block eigensolvers package. http://www.trilinos.org/docs/r10.6/packages/anasazi/doc/html/index.html.

11) SLEPc—scalable library for eigenvalue problem computations. http://slepc.upv.es/.

1446



中国科学 : 信息科学 第 46 卷 第 10 期

0.3 mm

0.458 m

0.27 m

4 µm

图 2 多层硅钢片 Ωi, 16i6M , 叠放示意图

Figure 2 Geometric illustration of silicon steel laminations Ωi, 1 6 i 6 M

其中 B 为磁通量密度, H 为磁场强度, E 为电场强度. 令 Ωc 为导体区域, 则电流密度 J 定义为

J = σE in Ωc, J = Js in R3\Ω̄c, (2)

其中 σ > 0 为电导率, Js 为线圈中的激发电流密度. 对于各向异性的磁性材料, B = (B1, B2, B3) 与

H = (H1,H2,H3) 之间的非线性关系具有形式 Bi = Bi(Hi), i = 1, 2, 3. Ammari 等于 2000 年严格证

明 [48], 问题 (1) 的解关于频率二阶收敛于原 Maxwell 方程组的精确解.

取向硅钢片在工程电力设备的制造中有广泛应用,大型变压器的铁芯和油箱磁屏蔽通常由多层硅

钢片迭加而成. 关于有限元和 Maxwell 方程的数值方法已有大量研究工作 [49∼55]. 硅钢片具有多尺

度结构, 其长宽的特征尺寸为米, 厚度通常只有 0.18∼0.35 mm, 而每张硅钢片外覆绝缘漆膜的厚度为

2∼5 µm (图 2). 模拟硅钢片内部的三维涡流密度, 传统数值方法需要对硅钢片和绝缘漆膜进行网格剖

分,这将产生数目巨大且质量很差的单元,在实际计算中是不可行的. 本文介绍一种Maxwell方程的简

化建模 [56, 57]和基于 PHG平台开发的变压器模拟程序,近似模型可以保持电荷的守恒性且避免在绝缘

漆膜内进行网格剖分, 这极大地减少了计算量. 关于变压器模拟的相关研究还可以参考文献 [58∼60].

3.1 硅钢片结构涡流问题的 A-ϕ 公式

设 Ω为一个截断区域且包含所有导体和线圈. 利用方程 (1)和磁向量势 A可得如下初边值问题:

σ
∂A

∂t
+ curlH(curlA) = Js in Ω, A× n = 0 on ∂Ω, A(·, 0) = 0 in Ωc, (3)

其中 H = H(B) = H(curlA) 为磁通量密度的非线性函数. 令 Ω1, . . . ,ΩM 为各硅钢片代表的传导区

域, M 为硅钢片数目, 相邻两个导体间为 4 µm 厚的绝缘漆 (图 2). 电流密度 J = σ ∂A
∂t 满足

divJ = 0 in Ωi and J · n = 0 on ∂Ωi, j = 1, 2, . . . ,M. (4)

这表明电流无法流出每张硅钢片的边界, 从而电荷在硅钢片内守恒. 数值求解方程 (3) 所采用的数值

格式必须准确刻画这一守恒性. 传统数值方法的处理方式是对绝缘漆膜进行网格剖分, 并在漆膜区域

令 σ = 0. 如上文所言, 这将产生数目巨大且质量很差的网格单元以致无法计算.

为克服这个困难,我们假设绝缘漆膜厚度为零. 此时硅钢片结构被看作一个整体导电区域且 σ > 0

严格成立. 显然方程 (3) 无法表征硅钢片界面的存在, 电荷在每张硅钢片内的守恒性也无法通过绝缘

漆膜来实现. 为此, 我们在偶数号导体内引入标量电势, 满足

∆ϕi = divA in Ωi,
∂ϕi
∂n

= −A · n on ∂Ωi, i为偶数. (5)
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(a) (b)

图 3 TEAM workshop 21 问题 [61]

Figure 3 TEAM workshop problem 21 [61]. (a) 21b; (b) 21c-M1

定义 ϕ ∈ L2(Ω) 如下:

ϕ =

ϕi in Ωi, i为偶数,

0 其他地方,
∇̃ϕ =

∇ϕi in Ωi, i为偶数,

0 其他地方.

我们提出问题 (3) 的近似模型如下:

σ ∂
∂t

(
A+ ∇̃ϕ

)
+ curlH

(
µ−1curlA

)
= Js in Ω, div(A+∇ϕi) = 0 in Ωi, (6a)

A× n = 0 on ∂Ω, (A+∇ϕi) · n = 0 on ∂Ωi, (6b)

A(·, 0) = 0, ϕ(·, 0) = 0 in Ωc. (6c)

定义近似电流密度为 J̃ = σ
∂

∂t
(A+ ∇̃ϕ). 则由式 (5) 和 (6) 可知电流密度满足

div J̃ = 0 in Ωi and J̃ · n = 0 on ∂Ωi,

从而电荷在每张硅钢片内仍然守恒.

3.2 数值实验

本部分的计算程序是基于有限元软件平台 PHG 开发的, 计算结果是在科学与工程计算国家重点

实验室的浪潮天梭 10000 和国家超算天津中心的天河 1A 并行计算机上完成的.

算例 1 利用国际计算电磁学会的基准问题 TEAM Workshop Problem 21c-M1[61] 来验证近似式

(6) 的正确性. 剖分网格含 9 百万个四面体单元, 离散问题的总自由度数目为 1.28 亿, 共使用了 384

个 CPU 核. 该模型包含一张磁性钢板, 一张磁屏蔽板和两个载流线圈. 磁屏蔽板由 20 张取向硅钢片

迭加而成, 两个载流线圈带有方向相反、电流强度为 3000 安培·匝、角频率为 50 Hz 的激发电流. 系

统的几何尺寸见图 3(b).
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表 1 硅钢片和钢板内的铁损值 (W)

Table 1 Iron loss in the lamination stack and the steel plate

Measured value Computed value

3.72 [61] 3.73 (total loss) 2.789 (lamination stack) 0.941 (steel plate)
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图 4 磁通量密度计算值和实验值的对比 [56]

Figure 4 Magnetic flux density: numerical values versus experimental values [56]. (a) Example 1; (b) example 2

表 1 显示了取向硅钢片和磁性钢板内铁损的计算值和实验值, 两者非常接近. 图 4 显示了磁通量

密度在两组测量点上的计算值和实验值, 可以看出这两组曲线都吻合得很好. 这表明新模型 (6) 是原

涡流问题 (3) 的高精度逼近.

算例 2 我们计算国际计算电磁学会的基准问题 TEAM Workshop Problem 21b [61], 目的是验证

计算程序的弱可扩展性. 本算例是在国家超算天津中心的天河 1A 并行计算机上计算的. 模型的几何

描述见图 3(a). 在 12288 个 CPU 核上, 进行了最大自由度数为 4.4 亿的并行计算. 表 2 显示程序的弱

可扩展性在 70% 以上. 并且求解未知数规模为 4.4 亿的代数方程组只需要 11 分钟. 图 4(b) 显示, 磁

通量密度的计算值与实验值吻合得很好.

4 生物分子中的离子通道系统模拟

离子通道是一种成孔蛋白, 它通过允许某种特定类型的离子依靠电化学梯度穿过该通道, 来帮助

细胞建立和控制质膜间的微弱电压压差 [62]. 离子通道与生物体内的众多生命活动密切相关,其结构和

性质的研究在药物设计、疾病诊断等领域有着广泛的应用. 离子在离子通道中的输运过程和机制是分
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表 2 TEAM workshop 21b 问题计算的并行弱可扩展性

Table 2 Weak parallel scalability in the computation of TEAM workshop problem 21b

CPU cores DOF Wall time (s) Parallel efficiency (%)

768 29 M 501.0 100

1536 57 M 542.9 90

3072 110 M 556.4 85

6144 222 M 683.8 70

12288 443 M 665.9 71

图 5 计算区域在 z 轴方向的一个 2 维切面. 白色部分为溶液和孔道区域, 其余为膜和蛋白区域

Figure 5 A 2D cut of the simulation box along the z axis. The white part is the solvent reservoirs and the channel region,
the remaining part is the membrane and the protein region

子生物学的一类重要课题.

离子通道内的输运过程是一个多尺度多物理过程, 基于原子的分子动力学模拟一般很难观测到

宏观可测的电压电流曲线. 连续模型具有方便跨越尺度研究的优点, 这里将描述采用 PNP (Poisson-

Nernst-Planck) 连续模型来模拟离子在三维通道中的输运过程 [63]. 另外, 生物分子的几何形状高度不

规则, 我们采用自己开发的软件为膜和通道蛋白系统生成了表面 “贴体” 的网格 [64], 这样就能准确、

方便地利用基于 PHG 发展的有限元程序来求解通道系统的电扩散方程.

4.1 PNP 模型

PNP理论是一个电扩散模型,在化学、物理、生物等领域具有广泛的应用. 在离子通道中 PNP模

型可计算静电势、离子浓度分布、以及电流电压 (I-V ) 曲线等.

PNP 模型结合了 Nernst-Planck 理论和 Poisson 理论, 其中 Nernst-Planck 理论描述了跨膜通道

中离子的电扩散过程, Poisson 理论则描述了静电势, 静电势的梯度是引起离子运动的驱动力. 考虑一

个开区域 Ω ∈ R3, Ω = Ωm ∪Ωs, Ωm ∩Ωs = ∅,其中 Ωm 表示蛋白质和膜区域, Ωs 表示溶剂和通道区域.

我们用 Γ 表示两个区域的交界面, 使得 Γ = Ωm ∩Ωs, 其中 Γm 表示立方体模拟盒子上的膜边界. 图 5

是整个模拟系统沿着 z 轴方向的切面示意图.

PNP 方程组如下:

∂ci(x,t)
∂t = −∇ · Ji = ∇ · {Di(x)(∇ci(x, t) + βqici(x, t)∇ϕ(x))}, x ∈ Ωs, 1 6 i 6 N, (7)

−∇ · (ϵ(x)∇ϕ(x)) = λ(x)
∑

i qici(x, t) + ρf (x), x ∈ Ω, (8)

其中 ci(x, t) 是第 i 种离子的浓度, 其带电量为 qi. Di(x) 是与位置相关的扩散系数, ϕ(x) 是静电势.

N 是系统中所考虑的扩散离子种类的数量. 常数 β = 1/(kBT ) 为 Boltzmann 能量的倒数, 其中 kB 为

1450



中国科学 : 信息科学 第 46 卷 第 10 期

表 3 求解 PNP 方程的并行效率

Table 3 Parallel efficiency in solving the PNP equations

# processes # iterations Wall time (s) Parallel efficiency (%)

8 11 3755.6 100.0

32 11 836.5 112.2

128 11 280.1 83.8

512 11 94.3 62.2

1024 11 76.4 38.4

Boltzmann 常数, T 是绝对温度. 我们假定介电系数是分片常数, 在 Ωm 中, 我们一般取 ϵ(x) = 2ϵ0, 在

Ωs 中, ϵ(x) = 80ϵ0, 其中 ϵ0 是真空介电常数. 固定电荷分布 ρf (x) =
∑

j qjδ(x− xj) 是一组球心在 xj

带电量为 qj 的分子内部电荷分布的求和. 特征函数 λ(x) 在 Ωs 中为 1, 在 Ωm 中为 0, 表示扩散离子

只在溶剂区域.

在适当的边界和界面条件设置下, PNP 也可以模拟平衡态的情形, 使得到的结果电流处处为零,

离子的浓度分布满足 Boltzmann 分布, 事实上这时 PNP 方程组等价地退化为分子生物物理中常见的

非线性 Poisson-Boltzmann 方程 [65]. 所以这一模型也可以用来模拟 PB 静电.

4.2 数值例子

这里的算例是在科学与工程计算国家重点实验室的浪潮天梭 10000 集群上完成的.

VDAC 是一类位于外线粒体的外膜蛋白离子通道. VDAC 为细胞质和线粒体之间的代谢产物和

电解质提供了渗透途径. 其中一个亚型 VDAC1 的初始坐标取自于蛋白质数据库 (代码: 2JK4) [66].

VDAC1的 PQR文件包含了 4393个原子. VDAC离子通道的非结构化体网格和表面网格的一个例子

可参看文献 [67] 中的图 5.

在非对称的 1.0:0.1 M 和 0.1:1.0 M 氯化钾溶液里, 分别通过布朗随机动力学 BD, PNP 和尺寸修

正 PNP 模型 SMPNP [65] 模拟 VDAC1 得到的 I-V 曲线可参看文献 [63] 中的图 9. 另外, 计算所得的

电导率在 −100 mV 时为 3.68 nS, 也接近实验值的范围 3.9∼4.5 nS.

为了评估代码的并行效率, 我们生成了一个更大的网格系统, 包含 1523013 个顶点和 9149056 个

四面体. 表 3 给出了使用不同进程数的运算时间和并行效率, 其中将最小进程数 8 的并行效率当做参

考值 100%. 该算例得到的并行效率是令人满意的.

此外, 基于 PHG 的有限元程序也成功地模拟了一些其他离子通道的电流电压特性, 得到了合理

的结果. 这一模型和软件可同样应用于类似或相近问题的研究中, 如酶与底物的扩散反应、纳米管和

半导体中的输运等 [68]. 由于连续模型的近似, 一般来说对于一些孔径较小和柔性较大的通道蛋白, 以

及在一些强带电、高电压、高浓度等的情况下, 就需要改进模型以得到更准确的描述.

5 集成电路寄生参数提取

随着 SoC (system-on-a-chip) 的工作频率进入数个 GHz, 芯片规模达到上亿晶体管, 芯片中包含

十多层、总长数公里的互连线, 其结构复杂、规模庞大, 已取代器件成为决定系统芯片性能的主要因

素. 为了获得期望的高速 SoC 系统性能, 必须解决互连线的建模、仿真和综合等关键难题. 纳米工艺

尺度下集成电路互连线的建模、仿真、分析问题首先需要建立互连线的等效电路模型, 其中很重要的
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图 6 寄生阻抗参数提取求解区域 Ω. Sj, j = 1,. . . ,N , 为电极

Figure 6 The computational domain Ω. Sj , j = 1, . . . , N , are the electrodes

一部分是提取互连线的寄生参数, 包括电容、电阻和电感等. 集成电路互连线日益复杂的结构及庞大

的规模给寄生参数提取的数值计算带来了巨大的挑战,单核处理器性能及已有算法和工具等 [69∼72] 已

无法满足精度和效率的需求. 随着并行处理时代的到来, 并行的互连线寄生参数提取方法显得尤为重

要, 迫切需要一个高效的互连线寄生参数提取的并行工具.

基于 PHG 平台, 针对高频应用中复杂结构互连线寄生阻抗参数提取问题, 我们研制了并行自适

应有限元寄生阻抗参数提取工具 ParAFEMImp12). 该工具是国内第一个可在数百乃至数万处理器核

上运行的并行寄生参数提取工具, 它采用陈志明等提出的一个场与电路耦合的 A-ϕ 模型及并行自适

应有限元算法 [55]. 具体模型及算法如下.

记 Ω 为求解区域, Γ = ∂Ω 为区域边界. 区域 Ω 由导体区域 Ωc 和非导体区域 Ωnc 构成, Ωnc =

Ω\Ω̄c. Γe = ∪N
j=1Sj 是一系列电极, 它们是导体边界和区域边界相交的部分, 即 Γe = Γ ∩ ∂Ωc (如

图 6 所示). 导体由很多导线 Di 构成, 导线间没有短接. 电极上有正弦变化的电压输入 (实际电路中

会有导线将电极与电源相连). 选取任意 H1(Ω) 的中函数 ϕ0, 它在各个电极 Sj (j = 1, . . . , N) 上满足

ϕ0 = Uj , 其中 Uj 是电极上的电势. 记源电流为 Js. 引入无量纲化因子 s 进行无量纲化处理后, 磁矢

势 A 满足方程如下:

∇×∇×A+ is2σµωA = −sσµ∇ϕ0 + s2µJs in Ω,

A× n = 0, on Γ.
(9)

上述模型中, 由于在非导体区域 Ωnc 内 σ = 0, 导致方程的解在非导体区域不唯一. 但是, 对参数

提取问题而言, 人们只关心导体区域的解, 必要时还可以通过消除数值解在非导体区域中的梯度分量

来保证数值解在非导体区域的唯一性 [73].

ParAFEMImp中采用自适应有限元方法求解方程 (9),其中所采用的后验误差估计子由式 (10)给

出, 式中 Ah 为有限元解, 详见文献 [55].

η2T = h2T ∥ s2µJs − s2σµ(s−1∇ϕ0 + iωAh) ∥2L2(T )

+h2T ∥ s2µσ∇ · (s−1∇ϕ0 + iωAh) ∥2L2(T )

+
∑

F∈F,F⊂∂T

hF ∥ [[n×∇×Ah]]F ∥2L2(F )

+
∑

F∈F,F⊂∂T

hF ∥ [[s2σµ(s−1∇ϕ0 + iωAh) · n]]F ∥2L2(F ).

(10)

12) A parallel toolbox for 3D parasitic extraction of interconnects in integrated circuits. http://lsec.cc.ac.cn/
tcui/ParAFEMIMP.tar.gz.
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表 4 加法器电路算例强可扩展性测试

Table 4 Strong scalability test (the adder circuit, frequency f = 1 GHz)

Discretization time Solution time

CPU cores Wall time (s) Efficiency (%) # iterations Wall time (s) Efficiency (%)

768 33.6 100.0 18 548.4 100.0

1536 17.6 95.5 18 294.6 93.0

3072 9.1 92.3 15 126.5 90.3

6144 4.6 91.3 17 74.0 87.4

12288 2.4 87.5 16 56.8 53.6

在得到有限元解后, 电路的复阻抗的计算公式为

Zj = Rj + iωLj =
V

Ij
,

其中, V 是电极间的电势差即电压, 复电流 Ij =
∫
Sj
σ(−iωAh − s−1∇ϕ0) · nds.

基于上述方法的并行自适应阻抗参数提取算法的详细流程参见算法 2.

算法 2 并行自适应阻抗参数提取算法

输入: 电路版图 GDSII 文件, 电流频率 ω, 互连线数量 n, 磁导率 µ 和电导率 σ, 以及各个电极电势;

输出: 所有电极上复阻抗 Z;

由 0 号进程读入配置参数和 GDS 电路版图文件并自动生成四面体网格 M0
h;

由 0 号进程将网格剖分成 P 个子网格并分发到对应的进程上, P 为进程数;

l ⇐ 0;

while true do

执行负载均衡操作使得各个子网单元数尽可能相等;

采用棱有限元对问题 (9) 进行离散;

采用并行预条件 GMRES 迭代求解离散问题, 得到有限元解 Ah;

计算每个单元 T ∈ M l
h 的后验误差估计子 ηT 和总误差 η;

if η 达到期望精度 then

退出 while 循环;

else

根据指定的标注策略标注需要加密的单元;

加密网格 M l
h, 得到新网格 M l+1

h ;

l ⇐ l + 1;

end if

end while

计算所有电极上的复电流 I 和复阻抗 Z;

相比已有的参数提取工具, ParAFEMImp 具有很高的并行效率和计算精度. 这里给出在国家超算

天津中心的天河 1A 并行计算机上采用加法器电路算例对 ParAFEMImp 工具包进行的强可扩展性测

试结果. 该算例的互连线路及离散网格参见图 7. 测试中固定自由度 (未知量) 数目为 107539144, 电

流频率取为 f = 1 GHz. 计算中采用了 MPI+OpenMP 两层嵌套并行, 每个 MPI 进程中使用了 12 个

OpenMP线程. 表 4列出了使用不同处理器核数时方程求解和离散的时间. 使用 6144处理器核时,方

程求解的并行效率可达到 84% 左右, 方程离散的并行效率为 91.3%; 而在使用 12288 处理器核时, 方

程求解的并行效率依然有 54% 左右, 方程离散并行效率为 87.5%.
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(a) (b)

图 7 (网络版彩图) 加法器互连线路图 (a) 及网格图 (b)

Figure 7 (Color online) The adder circuit (a) and mesh (b)
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图 8 后验误差估计下降曲线 (加法器电路, 频率 f = 1 GHz)

Figure 8 The a posteriori error estimate w.r.t. nDOF (the adder circuit, frequency f = 1 GHz)

图 8 是后验误差估计子随网格加密的下降曲线. 图中可以看到, 自适应加密使得后验误差下降阶

达到了理论上的最优的估计, 即 1/3 阶 (算例中采用了第一类线性棱单元进行计算).

6 冰盖模拟

冰冻圈是地球系统中的基本圈层之一, 包括极地冰盖、冰架、冰川等. 冰冻圈与大气圈、海洋圈

相互作用、相互影响, 决定了地球的气候. 目前, 冰盖、冰架和冰川的覆盖面积约为 1.6 × 107 km2,

约占全球陆地总面积 11% [74], 其中南极冰盖面积约占 77% (1.23 × 107 km2), 格陵兰冰盖约占 11%

(0.17× 107 km2). 假如冰冻圈的冰全部融化, 全球海平面将上升约 64 m, 其中南极冰盖和北极格陵兰

冰盖分别贡献约 56.6 m 和 7.3 m [75,76]. 政府间气候变化专门委员会 (IPCC) 2007 年的评估报告预测

未来 100 年内海平面将上升 18∼59 cm, 对近海岸地区的人类社会经济生活造成直接威胁. 研究冰盖

本身的动力学特征有助于预测海平面变化, 加深理解冰盖 – 海洋 – 大气之间的相互作用过程, 具有重

要的科学意义.

冰盖运动模型是由冰盖的动力学方程, 热力学方程和运动学方组成的. 冰盖的动力学模型可以用

不可压粘性流体力学方程组描述, 由于该问题中流体的随体导数项可以忽略, 所以动力学方程简化为

稳态的 Stokes 方程,

−∇ · τ +∇p = ρg in Ω, (11)

∇ · u = 0 in Ω, (12)
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其中, u = (u1, u2, u3)
T 表示速度, τ 为偏应力张量, 而 g = (0, 0,−∥g∥) 表示重力加速度. 决定偏应力

张量 τij 和应变张量 ε̇ij 关系的本构方程由 Glen 定律给出 [77, 78]

τ = 2ηuε̇u, (13)

其中流变系数 ηu 是由温度和应变张量决定的. 冰盖顶部满足自由边界条件, 而冰盖底部的边界条件

比较复杂, 可以采用不同的线性或者非线性的摩擦模型.

由于冰盖具有高宽比非常大的几何特征, 在生成冰盖的计算网格时, 我们一般选择先生成二维三

角网格, 然后在竖直方向延伸, 按固定层数构造三棱柱网格, 最后把三棱柱拆散组成四面体网格. 对动

力学的 Stokes 方程 (11) 和 (12), 采用数值稳定的 P2/P1 Taylor-Hood 有限元离散, 由于该方程组是非

线性的, 使用 Picard 方法或者 Newton 方法进行迭代求解 [79], 每次迭代中求解一个线性方程组, 该方

程组是一个系数变化很大的 Stokes 方程, 具有如下形式:

 F BT

B 0

u

p

 =

 f

0

 . (14)

我们采用上三角块

(
F BT

0 −Ŝ

)
作为预条件子求解方程组 (14), 其中 Ŝ 是 Schur 补 S = BF−1BT 的近

似, 由于该 Stokes 问题是变系数问题, 取 Ŝ 为加权的质量矩阵 [80∼82], Ŝij =
∫
Ω
η−1
u ψiψjdΩ.

我们在 PHG 平台上实现了上述的分块矩阵预条件求解方法, 利用 PHG 平台方便的矩阵向量操

作、丰富的线性求解器等, 构造了线性方程组 (14) 的高效的求解器. PHG 平台支持分块矩阵的操作,

在实现中可以先构造各个子块矩阵,然后进行灵活的组合,构造整体矩阵,其中近似 Schur补矩阵 Ŝ 的

计算是使用 PHG 平台的有限元矩阵生成模块, 在计算网格上组装带权重的 P1 有限元质量矩阵得到

的. 线性方程组 (14)的整体求解调用了 PHG平台的预条件的 GMRES迭代求解器,其中采用了 PHG

平台的 Shell 预条件子接口来实现上三角块预条件子. 预条件过程是一个回代过程, 先求解 Schur 补

近似的子问题得到压力解, 再将压力解代入求解速度子问题, 其中, Schur 补近似的子问题使用 PHG

的 PCG 求解器求解, 而速度子问题因其类似于变系数的 Poisson 方程, 我们通过 PHG 平台的外接解

法器接口调用 HYPRE 的代数多重网格求解器 BoomerAMG 进行求解.

使用 ISMIP-HOM 实验 A 来测试上述预条件求解器的计算效果. 该实验中, 一片厚度均匀的长方

形冰盖薄片坐落在倾斜的平面上, 冰盖的几何参数以及模型的各项参数参见文献 [83], 冰盖底部速度

为零, 在四周边界满足周期边界条件. 计算网格是由结构网格生成的四面体网格, 在竖直方向上保持

20 层, 在水平方向上进行加密. 非线性迭代前 10 步采取 Picard 迭代, 之后使用 Newton 迭代. 数值结

果见表 5. 由结果可见分块矩阵预条件子具有很好的预条件效果.

采用上述方法, 本文开发了基于 PHG 平台的冰盖模拟器, 并利用该模拟器开展了一些大区域的

冰盖模拟. 这里简要介绍对整个格陵兰冰盖进行模拟得到的结果. 在格陵兰冰盖模拟中, 冰盖的几何

信息和表面温度由 SeaRISE项目给出,参看文献 [79]中的图 2(a). 冰盖的底部摩擦系数由长时间格陵

兰冰盖模拟得出 [84], 参看文献 [79] 中的图 2(b). 计算网格是由二维非结构三角形网格叠加 10 层产生

的四面体网格, 整体网格具有 730675 个顶点, 大约 390 万个四面体单元, 1700 万个自由度. 计算得到

的速度场参看文献 [79] 中的图 2(c), 它与实际观测的速度大致吻合, 并且在快速冰流区域也能够吻合.
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表 5 并行求解器弱可扩展性测试, ISMIP–HOM 实验 A [79]

Table 5 Weak parallel scalability test of the solver with ISMIP–HOM experiment A [79]

Grid size DOF # procs # its (linear) # its (nonlinear) Time (s) Efficiency (%)

20 208644 4 31 25 494 –

40 827604 16 26 25 466 106.0

80 3296724 64 20 25 435 113.6

160 13159764 256 19 25 525 94.1

320 52585044 1024 20 25 886 55.8

表 6 部分大规模地震波数值模拟软件

Table 6 Some software packages for large-scale seismic wave propagation simulations

Software package Numerical method Developer Prize

SPECFEM3D SE Princeton Univ., CNRS, et al. Gordon Bell Prize 03/Finalist 08

AWP-ODC SG-FD HPGeoC, SCEC Gordon Bell Finalist 10

SeisSol ADER-DG LMU, TUM, Intel Gordon Bell Finalist 14

GAMERA FE Univ. of Tokyo, RIKEN, et al. Gordon Bell Finalist 14/Finalist 15

SPEED DGSE MOX, DICA

7 区域尺度地震波并行谱元 PML 求解器

地震波数值模拟是天然地震学和地震勘探的重要基础, 在矿产资源探测、地震灾害预测、地球构

造研究等领域有着广泛深入的应用. 地震波数值模拟由于波动本质需要消耗大量计算资源, 是并行计

算的重要应用领域.近年来,随着地球物理科学研究不断深入以及超级计算机飞速发展,一批优秀的大

规模地震波数值模拟软件应运而生, 诸如 SPECFEM3D [85], AWP-ODC [86], SeisSol [87], GAMERA [88],

SPEED [89] 等等, 如表 6 所示. 它们面向全球、区域及城市等不同尺度, 针对沉积平原、断裂等复杂地

质条件, 构建粘弹性、非线性弹性、塑性等地震波模型, 采用交错网格有限差分 (SG-FD) [90]、有限元

(FE) [90]、谱元 (SE) [91]、任意高阶导数 – 间断有限元 (ADER-DG) [92]、间断谱元 (DGSE) [89] 等多种

数值方法, 充分发挥了超级计算机的强大计算能力, 有效还原了地震波在真实条件下的传播行为. 当

前, 地震波数值模拟正向更复杂的地震波模型、更真实的地质条件、更高的频率、更大的尺度、更深

入的应用发展 [86∼88], 给地震波数值模拟提出了更高的要求.

本文介绍我们基于 PHG 平台发展的一个高效可扩展的区域尺度地震波并行谱元求解器. 该求

解器采用六面体非结构网格和谱元格式求解地震波 PML 方程 [93, 94], 其主要特点是采用了谱元离散

中单元刚度矩阵的一种分解策略 [95], 从而显著降低了存储量和计算量, 有效提升了谱元格式的性能.

目前, 该求解器已经实现了支持 MPI+OpenMP 混合并行的纯 CPU 版本和多种异构加速版本 (包括

MIC, GPU 和国产众核加速器等). 在已完成的测试中, 并行程序可扩展到 98304 个 CPU 核 (并行效

率 98.01%) 及 820800 个 MIC 核 (并行效率 85.50%).

7.1 地震波 PML 方程谱元格式

本文的并行谱元求解器已经可以计算 (粘) 声波和 (粘) 弹性波. 这里以无粘弹性波为例简要介绍

主要的算法.
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地震波在线性、无粘及理想弹性介质中传播遵从如下 1 阶时间系统 [96]: ρv̇ = ∇ · σ + f ,

σ̇ = C : ∇v,
(15)

其中, v, σ, f , ρ 和 C 分别为速度、应力、震源、密度和弹性张量.

在区域尺度地震波数值模拟中, 计算区域被截断成曲边四边形 (2 维) 或曲面六面体 (3 维). 区域

顶部为自由边界,附加零载荷边界条件.区域底部及四周模拟无穷远边界,附加无反射边界条件 [96]. 采

用经典 PML 构建无反射边界条件, 可导出地震波 PML 方程如下 [93, 94]:

ρv̇i = ∇ · σi + σ∗
i · e,

Ẏj + TYj = ∇vj ,

σ̇i + Tσi =
∑

j
AijẎj ,

σ̇∗
i + Tσ∗

i = T ′σi,

(16)

这里, Aij = [Cikjl]k,l=1,...,d, Yj ,σ
∗
i 为辅助变量, T = diag{τ1, . . . , τd},T ′ = diag{τ ′1, . . . , τ ′d}, τi 为 PML

衰减项, ′ 为导数算子. e 为分量全为 1 的向量, i, j = 1, . . . , d, d 为空间维数.

在经典谱元离散框架 [91] 下,适当选取速度场有限元空间及应力场有限元空间 [97],对地震波 PML

方程进行谱元离散, 经过适当简化, 得到

GV̇i =
∑

e
[−Reσi|e +Ceσ

∗
i |e],

Ẏj |e,p + T |e,pYj |e,p = (RT
e Vj |e)|p,

σ̇i|e,p + T |e,pσi|e,p =
∑

j
Aij |e,pẎj |e,p,

σ̇∗
i |e,p + T |e,pσ∗

i |e,p = T ′|e,pσi|e,p,

(17)

其中, Vi, Yj , σi, σ
∗
i , T , T ′, Aij 为自由度, ·|e,p 表示自由度限制在单元 e 插值点 p 上的值, ·|e 表示自

由度限制在单元 e 上的值, ·|p 表示自由度在单元上限制在插值点 p 上的值,
∑

e · 表示单元到全局组
装. G 为全局质量矩阵, Re 为单元刚度矩阵. 需要指出的是, 在经典谱元离散下, 全局质量矩阵 G 为

对角矩阵. 这意味着, 谱元格式 (17) 结合显式时间离散格式 (如 Leapfrog 格式) 进行推进无需求解线

性方程组.

7.2 单元刚度矩阵分解策略

谱元格式 (17)的计算量与存储量高度集中于单元刚度矩阵 (转置)与向量乘积 Reσi|e 和 RT
e Vj |e.

注意到单元刚度矩阵 Re 具有如下矩阵分解:

RT
e = MT

e KT, (18)

其中, MT
e 是块对角矩阵, 块大小为 d. KT 仅与参考单元有关, 被所有真实单元共享, 内存开销可以

忽略不计, 并且其稀疏规律是完全清楚的. 由于 RT
e 的非零元素个数接近 KT 的 d 倍, 因此基于单元

刚度矩阵的上述分解形式实现刚度矩阵乘向量操作相对于采用原始形式的单元刚度矩阵或全局刚度

矩阵可以显著降低存储量和计算量. 表 7 给出了分别采用原始和分解形式的单元刚度矩阵以及采用

文献 [94] 中的格式进行计算的存储量和计算量的统计、对比.
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表 7 不同地震波 PML 方程谱元格式在 3 维非结构网格下的存储量和计算量比较 [95]a)

Table 7 Comparison on storage requirement and computational complexity of different schemes [95]a)

Numerical scheme Storage requirement Flops per time step

Undecomposed (9r + 40)Pne
p + (9r + 12)Pne

r + 4N 3(36r + 54)Pne
p + 3(36r + 18)Pne

r + 6N

Decomposed 46Pne
p + 18Pne

r + 4N 3(12r + 84)Pne
p + 3(12r + 48)Pne

r + 6N

Ref. [94] 129Pne
p + 72Pne

r + 4N 3(12r + 222)Pne
p + 3(12r + 69)Pne

r + 6N

a) r is the order of the spectral element, ne
p is the number of elements in the PML layer, ne

r is the number of non-PML

elements, P = (r + 1)3, and N is the number of DOF of the velocity components (N < P (ne
p + ne

r)).

表 8 并行谱元求解器弱可扩展性测试: 纯 CPUa)

Table 8 Weak scalability test of the parallel spectral element solver: CPU onlya)

# nodes CPU cores DOF
MPI MPI+OpenMP

Wall time (s) Efficiency (%) Wall time (s) Efficiency (%)

1 24 38242371 1.3264 100.00 2.3969 100.00

8 192 303960195 1.3228 100.27 2.3528 101.87

64 1536 2423791875 1.3206 100.44 2.4598 97.44

512 12288 19358827011 1.3276 99.91 2.5095 95.51

4096 98304 154744685571 1.3533 98.01 2.6744 89.62

a) 4 processes per node and 6 threads per process in the MPI+OpenMP tests.

表 9 并行谱元求解器弱可扩展性测试: CPU+MIC 异构并行 a)

Table 9 Weak scalability test of the parallel spectral element solver: CPU+MICa)

# nodes MIC cores DOF Wall time (s) Efficiency (%)

1 171 38242371 1.9992 100.00

8 1368 303960195 2.0609 97.01

64 10944 2423791875 2.1123 94.65

512 87552 19358827011 2.2026 90.77

4096 700416 154744685571 2.2462 89.00

4800 820800 181335526659 2.3382 85.50

a) 3 processes per node, 1 MIC cards per process and 57× 3 threads per MIC card.

7.3 并行实现与性能测试结果

基于六面体版本的并行自适应有限元软件平台 PHG及前述算法,我们研制了一个地震波 PML方

程的可扩展并行谱元求解器, 包括纯 CPU 版本和 CPU+ 异构加速版本. 求解器支持 MPI+OpenMP

混合并行, 异构加速版本支持 MIC和 GPU以及一些国产异构加速器. 由于计算格式本身良好的内在

并行性以及经过精心设计的高效可扩展的并行数据结构和通信算法,求解器具有良好的效率和并行可

扩展性. 我们运用该求解器在国家超算广州中心的天河 2 号并行计算机上得到的部分弱可扩展性测

试结果见表 8 和 9. 需要指出的是, 表中的用时测定的是时间推进所消耗的墙钟时间. 另外, 用时测定

需要排除处理器的 warming up 干扰 [98]. 可以看到, 所有并行程序都具有良好的并行可扩展性.
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8 总结和展望

经过 10 多年的研制, PHG 平台已经具备了支撑面向万亿 (1012) 至十亿亿 (1017) 次级超级计算

机的并行有限元应用程序开发的能力. 基于 PHG 平台开发的并行有限元程序使用纯 CPU 核可有效

地扩展到从数千进程、数万线程 (自适应程序)到数万进程、数十万线程 (非自适应程序),个别程序已

经实现了百万核级别的异构众核加速.

当前, 高性能计算机正从十亿亿次级向 E 级 (1018) 迈进, 并行规模越来越大, 体系结构日趋复杂.

与之相应地,应用程序的最大并行规模可达到数万至数十万 MPI进程,并且需要有效地使用数百万乃

至上千万异构处理器核对计算进行加速. E级应用程序的发展面临着 “性能墙”和 “编程墙”这两大日

益严重的瓶颈问题,而发展面向特定算法或应用领域的软件平台或应用框架则是突破这两大瓶颈的可

行途径. 这一形势给 PHG 平台的下一步发展提出了巨大的挑战, 也提供了新的机遇. 另外, 有限元应

用的发展对 PHG 平台的功能也不断提出新的要求, 需要持续地对其进行扩展和完善.

为了适应高性能计算机体系结构的发展,满足有限元应用程序研制中不断提出的新需求, PHG平

台的下一步发展拟将主要从两方面着手.

一方面, 我们将针对 E 级超级计算机的体系结构特征, 调整 PHG 平台的底层数据结构和核心算

法, 提升其并行可扩展性, 增强其对异构众核加速的支持, 使其具备支撑开发 E 级并行有限元应用程

序的能力. 例如, 目前 PHG 平台只能支持在数千 MPI 进程上有效地开展并行自适应计算, 其主要瓶

颈在于网格并行自适应加密算法的可扩展性, 我们拟通过在 PHG 平台中引入多层子网格划分、设计

多层并行网格局部加密算法来突破这一瓶颈. 再如, 如何针对使用数万乃至数十万进程的自适应有限

元计算设计高效的通信算法亦是一个极具挑战性的研究课题.

另一方面, 我们将根据新的应用需求, 继续完善 PHG 平台的功能, 扩大其应用范围. 例如, PHG

平台中一些迄今为止较少用到的功能模块, 如网格粗化时高阶有限元函数的插值、跨网格有限元函数

运算等, 其功能尚不完善, 性能和可扩展性亦有待提升. 再如, PHG 平台最早是针对传统并行有限元

计算设计的,在子网格间只提供公共面上的自由度数据交换,这对于一些新型算法如间断有限元算法、

有限体积算法、高阶重构等是远远不够的, 有待进一步扩展.
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Abstract PHG (parallel hierarchical grid) is an open source toolbox, developed by the State Key Laboratory
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of Scientific and Engineering Computing at the Chinese Academy of Sciences, for writing parallel adaptive finite

element programs. Among the many adaptive finite element toolboxes and software packages, PHG is charac-

terized by the following features: 1) The ability to provide the most recent vertex bisection-based parallel local

mesh refinement of unstructured conforming tetrahedral meshes. 2) It supports h-p adaptive finite element com-

putations. 3) It incorporates massively parallel with transparent dynamical load balancing. 4) It provides flexible

preconditioning and solutions of large sparse linear systems of equations. In this paper, the main modules and

some core algorithms of PHG are described, and some parallel applications based on PHG, including the compu-

tation of iron-loss for large power transformers, simulation of ionic transport in ion channels, parasitic extraction

of interconnects in integrated circuits, ice sheet simulation, and spectral element simulation of elastic waves with

PML, are introduced.

Keywords finite element, adaptive grid, parallel computation, ion channels, eddy current, parasitic extraction,

ice sheet simulation, seismic simulation
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