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摘要 本文介绍一种非线性实时优化算法及其在汽车动力系统控制中的应用. 首先, 回顾了求解

线性代数方程的 GMRES 算法以及如何将其用于求满足 Pontryagin 条件的实时优化问题的解. 该

算法提供一种求解一般非线性滚动时域控制问题的数值方法. 由于其计算量小, 因此能够完成汽车

动力系统控制中的快速暂态控制问题并保证实时性. 随后介绍这种实时优化算法在内燃机扭矩跟

踪控制问题和混合动力系统能源管理问题的应用实例,并且给出了其分别在发动机控制实验台架和

GT-SUITE仿真器上完成的实验及仿真验证结果.

关键词 滚动时域控制 Continuation/GMRES算法 实时优化 内燃机 扭矩控制 混合动力汽车

能源管理

1 引言

无论是以内燃机为单一动力源, 还是并用电机和内燃机的油电混合型汽车动力系统, 节能减排是

衡量其技术性能的重要指标.而由于汽车动力系统本身是一个动态系统,是一个集机械、电气、流体以

及热工、化学等因素为一体的复杂系统, 并且其动态特性呈现很强的非线性和随机特征, 如果试图运

用动态系统优化控制的理论方法来实现最小的能量损耗,那么从系统控制的角度所面临的挑战就是非

线性动态约束下优化问题的有效解法及其实时化. 本文的主要目的就是介绍一种基于 Pontryagin 极

大值原理的实时优化算法在内燃机和混合动力汽车动力系统控制中的应用方法.

实际上, 依靠实时控制技术来改善内燃机的运行品质只有三十年左右的历史, 是发动机电子控制

单元 ECU (electrical control unit) 问世以后的事情. 在 ECU 问世的初期, 从节气门开度到空燃比的发

动机动态特性被描述为线性一阶惯性环节和纯延迟环节的串联结构 [1], 稍后 20 世纪 90 年代出现了

着眼于气路流体非线性动态和曲轴机械运动的二阶非线性均值模型 (mean-value model [2]), 这种模型

用均值化手法平滑处理了气缸之间以及循环之间的不均匀乃至随机分布特性. 最近也出现了许多运

用现代系统理论工具来描述发动机动态特性的尝试,比如刻画循环之间迁移特征 [3, 4] 或者气缸之间非

均匀性 [5] 的模型. 这些从现代系统理论意义上的模型的进化, 给现代控制理论提供了机遇和动机. 而
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ECU 本身软硬件技术的快速发展, 也促进了诸如非线性控制 [6, 7]、最优控制 [8]、神经网络以及学习理

论 [9, 10] 在发动机系统控制中的应用. 但是, 在线实时优化控制方法仍然受其复杂的计算负担所限, 在

发动机的扭矩控制等快速响应回路中, 仍然没有成功应用的报告.

与燃油发动机相比, 优化控制思想在油电混合动力系统中得到了更为普遍的关注. 这是因为混合

动力系统问世的动机就是要通过调整各个动力源的设定值而达到节能的目的,这实际上就是一种追求

优化的体现. 同时, 混合动力系统问世时 ECU技术已经相当成熟, 能够提供足够的在线计算能力也是

一个原因. 即便如此, 混合动力系统的耗能优化算法仍然是用主流的事前规划方法 [11, 12]. 比如, 在路

经和路况事前可知的假设下, 以完成整个路经时的燃油损耗量或者等价后的油电总能耗为目标泛函,

运用动态规划来求解各个区间节点上的设定值 [13,14];或者,假设司机动力要求的概率分布特性可以事

先已知, 将能源消耗总量在统计均值意义上进行优化规划 [15] 等等, 都是离线优化算法在混合动力系

统中的应用案例. 造成这种以离线动态规划算法为主的一个原因, 就是由车辆动力学和电池的电特性

构成的混合动力系统的动态模型具有很强的非线性特征 [16],而如何在有限的计算周期内,在线求解非

线性动态模型约束下的优化问题仍然是一个具有挑战性的课题.

尽管动态约束下的有限区间优化问题与 Pontryagin 极大值原理的问题设定极其吻合, 但是一般

情况下基于 Pontryagin 极大值原理给出的条件直接解析求解最优控制率是难以实现的事情, 而不得

不依靠数值求解方法, 这必然增大了实时计算负担. 为了挑战这个问题, 优化理论研究领域做了很多

尝试, 提出了许多近似解法, 如近似动态规划 [17] 或者逐步迭代解法 [18], 后者的基本思想是放弃一次

性求得最优解, 给出逐步收敛于最优解的控制输入修正率. Continuation/GMRES 算法就是基于这样

的思路给出的基于 Pontryagin 原理的迭代求解算法 [19]. 本文所介绍的内燃机以及混合动力系统的在

线优化控制策略, 就是基于这种迭代算法给出的实时控制方法.

本文的构成如下: 第 2 节给出非线性动态约束下的滚动时域最优控制问题的描述, 并简要介绍基

于 Continuation/GMRES 算法的控制率设计的基本思路; 第 3 节介绍其在汽油发动机的扭矩控制问

题中的应用; 第 4 节介绍混合动力系统的等价能源消耗最小化的实时优化策略; 最后, 以结论和展望

结束本文.

2 实时优化控制问题的描述及解法

考虑如下非线性动态系统

ẋ(t) = f(x(t), u(t), p(t)), (1)

其中, x(t) ∈ Rn 表示系统的状态向量, u(t) ∈ Rm 表示系统的控制输入向量, p(t) ∈ Rp 表示给定的输

入变量向量以及矢量函数 f : Rn ×Rm ×Rp → Rn 对于 x, u 和 p 是连续可微的.

以下将介绍一种基于 Pontryagin 极大值原理的求解带有关于状态及控制输入的约束条件的最优

问题的数值解法.

2.1 优化问题描述

对于系统 (1) 的最优化控制问题就是找到允许的、作用于系统的控制输入量, 使得指定的性能指

标达到最优. 而滚动时域优化控制问题则是在当前状态 x(t) 下, 找到相应的控制量, 使得指定的性

能指标函数 J(x, u, p) 在一定时间区间 [t, t + T ] 内达到最优. 也就是说, 在当前时刻 t, 将得到 u(t′),
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t′ ∈ [t, t+ T ], 即

u(t′) = argminJ(x(t′), u(t′), p(t′)), t′ ∈ [t, t+ T ]. (2)

理论上, 这种优化问题的求解是在利用系统的动态 (1) 去预测将来轨迹的基础上, 运用优化算法求解

出满足期望性能的控制输入量. 因此, 这种优化控制通常也被称为模型预测控制. 此外, 优化问题的求

解是在满足相应系统状态及控制输入量的约束条件下, 以 δτ 为周期沿时间轴向前滚动重复求解. 综

上所述, 有限时间区间最优控制问题的标准形式可描述如下:

min
u

J = φ(x(t+ T ), p(t+ T )) +

∫ t+T

t

L(x(t′), u(t′), p(t′))dt′ (3)

s.t.

 ẋ(t′) = f(x(t′), u(t′), p(t′)),

C(x(t′), u(t′), p(t′)) 6 (=, >)0,

且在每段预测区间 [t, t+ T ] 内, 系统微分方程以 x(t) 为初始值. 上述问题中, T 表示预测区间, 函数 φ

表示积分区间终值项,函数 L表示指定的区间控制目标函数,向量函数 C 表示对于系统 (1)的不等式

或等式约束条件.

最后, 对于优化控制问题 (3), 在当前时刻 t, 当求得控制输入量 u(t′), t′ ∈ [t, t+ T ] 时, 取

u(t) = u(t′) |t′=t, (4)

作为当前时刻控制输入量, 作用于系统构成闭环控制系统.

2.2 Pontryagin 条件及其离散化

对于上述有限区间优化问题, Pontryagin最小值原理给出了最优解 u(t′)的必要条件 [20]. 此外,对

于带有状态及控制输入的不等式或等式约束条件的优化控制问题 (3),考虑通过引入虚拟输入变量,将

其中的不等式约束条件转化为等式约束条件 [19], 如

|C(x)| 6 Clim ⇔ C2(x) + ν2 − C2
lim := C(x, ν) = 0, (5)

其中 ν 表示引入的虚拟输入变量向量.

令 Hamilton 函数给定如下:

H(x, u, p, λ, µ, ν) = L(x, u, p) + λTf(x, u, p) + µTC(x, u, p, ν) = 0, (6)

其中向量 λ 和 µ 分别表示协状态和 Lagrange 因子. 如下定理 1 给出了基于 Pontryagin 极大值原理

求解优化控制问题 (3) 的必要条件.

定理 1 设 u 是优化问题 (3) 的解, x(t) 为其对应的状态轨迹. 则沿着状态轨迹如下条件成立:

ẋ(t′) = f(x(t′), u(t′), p(t′)),

λ̇(t′) = −Hx(x(t
′), u(t′), p(t′), λ(t′), µ(t′), ν(t′)),

Hu(x(t
′), u(t′), p(t′), λ(t′), µ(t′), ν(t′)) = 0,

Hµ(x(t
′), u(t′), p(t′), ν(t′)) = C(x(t′), u(t′), p(t′), ν(t′)) = 0,

∀t′[t, t+ T ],

λ(t+ T ) = φx(x(t+ T ), p(t+ T )),

(7)
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其中 Hx, Hu, Hµ 和 φx 表示 Jacobi 矩阵.

将预测区间 T 分为 N 步. 取 δτ = T/N 为步长, 将定理 1 中必要条件 (7) 离散化如下:

x(k + 1) = x(k) + f(x(k), u(k), p(k))δτ,

λ(k) = λ(k + 1) +HT
x (x(k), u(k), λ(k + 1), µ(k), p(k), ν(k))δτ,

Hu(x(k), u(k), p(k), λ(k), µ(k), ν(k)) = 0,

C(x(k), u(k), p(k), ν(k)) = 0,

λ(N) = φx(x(N), p(N)).

(8)

那么,在当前时刻 t,可以通过迭代求解上述离散化方程求得最优解序列 [u(0)(t), u(1)(t), . . . , u(N−1)(t)],

且获得当前时刻控制输入 u(0)(t).

2.3 GMRES 算法

考虑求解线性代数方程

Ax = f, (9)

其中矩阵 A ∈ Rn×n, 向量 f ∈ Rn. 文献 [21]提出了一种数值求解算法, 即 GMRES算法. 区别于其他

数值求解算法,如 Arnoldi’s方法, 该算法的特征体现在若 x∗ 表示方程 (9)的精确解, 则该算法给出近

似解 x∗ + x̃ 而非精确解, 且近似解在 Krylov 空间内, 满足残差范数 ∥x̃∥ 最小.

算法 1 GMRES 算法

初始化: 选取初始值 x0. 计算 η0 = f −Ax0 和 ϑ1 = η0/∥η0∥.
迭代: 对 j = 1, 2, . . . , k, . . ., 作如下计算直到 ϑj 小于给定的充分小值为止:

hi,j =< Aϑj , ϑi >, i = 1, 2, . . . , j,

ϑ̂j+1 = Aϑj −
j∑

i=1

hi,jϑi,

hj+1,j = ∥ϑ̂j+1∥,

ϑj+1 = ϑ̂j+1/hj+1,j .

结束: 得到近似解 xk = x0 + Vkyk, yk = argmin ∥βe1 − Ḡky∥. 这里 β = ∥η0∥, Vk = [ϑ1, ϑ2, . . . , ϑk] 为标准正交基,

e1 = [1, 0, . . . , 0]Tk+1, 矩阵 Gk = V T
k AVk 而

Ḡk =

 Gk

0 · · · 0 hk+1,k


(k+1)×k

.

2.4 基于 Continuation/GMRES 的优化控制算法

为了减轻通过反复迭代求解 Pontryagin 条件 (8) 求解有限区间最优控制问题 (3) 所带来的计算

负担, 文献 [19] 基于上述 GMRES 算法提出了一种新的数值算法, 即, 基于 Continuation/GMRES 的

优化控制算法. 该方法的要点可概述如下.

定义新的控制量向量 U = [u, ν] 以及 U(t) = [UT
(0)(t), µT

(0)(t), . . . , UT
(N−1), µT

(N−1)]
T, 其中下

标 (i) 表示在 t + iδτ 时刻相应变量的值. 由 Pontryagin 条件 (8) 可知, 控制问题 (3) 的最优解序列
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[u(0)(t), u(1)(t), . . . , u(N−1)(t)] 满足如下方程:

F(U(t), x(t)) =



HT
U (x(0)(t),U(0)(t), λ(1)(t), µ(0)(t), p(0)(t))

C(x(0)(t),U(0)(t), p(0)(t))

...

HT
U (x(N−1)(t),U(N−1)(t), λ(N)(t), µ(N−1)(t), p(N−1)(t))

C(x(N−1)(t),U(N−1)(t), p(N−1)(t))


= 0. (10)

所谓 Continuation/GMRES 算法的本质, 就是通过逐步迭代更新向量 U(t) 使得

Ḟ = AsF(U, x) (11)

为稳定的惯性系统, 即 As 为稳定阵使得 F 渐进收敛于零向量. 在 FU 为非奇异阵的假设下, 能够实

现这一收敛性的 U 的更新率可以求得 U̇ = F−1
U (AsF −Fxẋ). 进一步,利用前项差分计算,方程式 (11)

可以近似为
F(U + hU̇, x+ hẋ)−F(U, x)

h
= AsF(U, x). (12)

上式可等价为

F(U + hU̇, x+ hẋ)−F(U, x+ hẋ)

h
= AsF(U, x)− F(U, x+ hẋ)−F(U, x)

h
, (13)

则很明显, 上式可近似整理为关于 U̇ 的线性方程

AG(x+ hẋ)U̇ = fG(U, x, x+ hẋ), (14)

其中, 对于具体问题 AG 可由式 (13) 等号的左端求出, fG 为式 (13) 等号的右端. 此外, 稳定阵 As 选

取为 As = −ζI, 这里 ζ > 0 是一个保证 F 有界的设计参数, 其详细设计方法见文献 [19].

将上述 Continuation 处理方法与算法 1 给出的 GMRES 算法相结合得出算法 2.

算法 2 Continuation/GMRES 算法

S1: 设定 t = 0, l = 0. 检测初始状态 x(0) = x(0), 并对于给定一个正数 ϵ, 用理论或数值方法寻找 U(0) 使得

∥F(U(0), x(0))∥ 6 ϵ.

S2: 对于 t′ ∈ [t, t+ δτ), 设定 U(t′) = U(l).

S3: 在 t+ δτ 时刻, 检测状态值 x(l+1) 并利用 GMRES 算法计算 U̇(l). 同时, 设定 U(l+1) = U(l) + U̇(l)δτ .

S4: 设定 t = t+ δτ , l = l+ 1, 然后返回步骤 S2.

3 发动机扭矩控制

随着发动机电子控制系统的日益复杂化, 现代汽车发动机广泛采用基于扭矩控制的管理策略. 在

这种管理策略下, 驾驶员的油门踏板信号转换成期望扭矩信号, 然后发动机 ECU 通过调整节气门开

度和点火时间等控制变量来实现发动机的输出扭矩跟踪给定的期望值. 因此, 扭矩的跟踪控制是发动

机控制系统中最为基本的控制单元. 扭矩的暂态跟踪性能对发动机的动力性及暂态排放品质有着至关
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图 1 (网络版彩图) 汽油发动机的扭矩生成示意图

Figure 1 (Color online) Image of gasoline engine torque generation

重要的影响.然而,发动机本身是一个非常复杂精密的系统,它具有明显的非线性动态特性和系统参数

时变属性,并且它还是控制约束的控制系统,这些特点使得其暂态控制问题变得相当困难.本节将讨论

如何利用 Continuation/GMRES 算法实现发动机扭矩的跟踪优化控制.

首先, 建立发动机的扭矩动态模型. 对于四冲程汽油发动机, 节气门开度是影响发动机扭矩产生

的一个重要参数. 进入发动机进气岐管的新鲜空气流量通过节气门开度来调节, 从而实质上影响了进

入每个气缸的新鲜空气量, 发动机 ECU 控制喷油量使得空燃比维持在期望值附近以实现满意的排放

性能. 在压缩冲程, 气缸内的油汽混合气在合适的时机被点燃, 燃烧使得缸内高压推动活塞向下运动,

这种爆炸依次在每个气缸交替发生,从而产生的扭矩推动曲轴旋转. 图 1描述了发动机扭矩产生机理.

为了刻画发动机扭矩的产生过程, 通常采用发动机进气岐管压力动态模型和扭矩的均值模型.

根据理想气体方程和 Bernoulli 可压缩流体方程, 发动机的进气岐管压力的动态模型由下式

描述 [2, 5, 22]:

ṗm = a1 (cos(ϕ0)− cos(ϕ))

√
Ψ

(
pa
pm

)
− a2ωepm, (15)

其中 Ψ(·) 具有如下的表达式:

Ψ

(
pa
pm

)
=


κ

(
2

κ+ 1

)κ+ 1

κ− 1
,

pa
pm

>

(
2

κ+ 1

) κ

1− κ
,

(
pa
pm

) 2

κ
[

2κ

κ− 1

(
1− pa

pm

)]κ− 1

κ
, 其他,

上式中, pm 表示进气岐管的压力, ϕ表示节气门开度, κ表示指定放热比, ωe 表示发动机转速, ϕ0 表示

节气门初始开度, pa 表示大气压力, a1 和 a2 分别表示要标定的模型参数且此处认为是常数.
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发动机的扭矩产生机理比较复杂, 生成扭矩的大小与响应性能依赖于发动机的转速、空燃比、点

火时间等参数. 本文为了简化控制器设计, 将扭矩模型简化为关于进气岐管压力与发动机转速的静态

函数 [23], 即

τe = g1(ωe)pm − g2(ωe), (16)

这里 τe 表示发动机均值输出扭矩, g1(ωe)和 g2(ωe)是关于发动机转速的函数,可以通过稳态实验标定

得到. 应该指出,上面的扭矩均值模型忽略了每个气缸燃烧循环之间的暂态过程. 另外, 发动机转速的

动态响应时间常数远远大于扭矩的动态响应时间常数, 因而在这里也被忽略. 由此, 发动机的扭矩动

态模型充分简化为只考虑进气动态和一个控制输入. 扭矩的跟踪控制问题可以描述为对于任意给定的

期望扭矩, 通过调整节气门开度使得发动机的实际扭矩能快速跟踪给定的期望值. 基于以上简化模型,

下面将设计模型预测控制器来实现扭矩的跟踪控制.

3.1 滚动时域优化控制率设计

为了实现扭矩的快速跟踪, 滚动时域的优化问题可以归纳为: 在每个控制时刻 t, 对于任意给定的

期望转矩 τd(t)和当前的系统状态 pm(t),通过最小化求解一个合适的目标函数从而得到最优的节气门

开度轨迹 ϕ(τ), τ ∈ [t, t + T ], 使得在优化预测区间 T 内的扭矩的累积跟踪误差为最小. 因此, 目标函

数可以设定为

J1 =

∫ t+T

t

[r1
(
τd(τ)− τe(τ)

)2
+ r2ū

2(τ)]dτ, (17)

其中, τ ∈ [t, t + T ] 且 t > 0, T 表示预测时间长度, ū = ϕ̇ 表示节气门的变化率, r1 和 r2 是权重系数.

则优化问题为

P1 : min
ū(τ)

J1. (18)

同时满足下面的动态系统方程 (19):
ṗm = a1 (cos(ϕ0)− cos(ϕ))

√
Ψ

(
pa
pm

)
− a2ωepm,

ϕ̇ = ū,

τe = g1(ωe)pm − g2(ωe),

(19)

和约束条件 (20):  pmmin 6 pm 6 pmmax,

ϕmin 6 ϕ 6 ϕmax,
(20)

这里 ·min 和 ·max 分别表示相应的最小和最大界.

应该指出, 上面的优化问题将节气门的变化率作为了辅助的控制输入, 这样的设计能够有效地避

免一旦控制量快速变化可能对系统带来的冲击. 此外, 在上面的控制器设计中, 模型的精度对控制器

效果有至关重要的影响, 然而模型误差是不可避免地存在的. 为了进一步加强控制系统的鲁棒性, 提

出如下基于嵌入式跟踪误差积分器的一个改进的控制器结构.

将节气门开度定义为

ϕ = kIei + u, (21)
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其中, 扭矩跟踪误差的积分 ei =
∫
(τd − τe)dt, kI 是积分增益, u 作为辅助控制量. 事实上, 积分器用

来补偿建模误差引起的稳态控制偏差, 辅助控制输入 u 则可以用来快速修正暂态过程的控制偏差. 由

此, 目标函数设定为

J2 =

∫ t+T

t

[q1
(
τd(τ)− τe(τ)

)2
+ q2u

2(τ)]dτ, (22)

其中, q1 和 q2 为权重系数. 相应地, 优化问题描述如下:

P2 : min
u(τ)

J2, (23)

同时满足下面的动态系统方程 (24) 和约束条件 (25):
ṗm = a1

(
cos(ϕ0)−cos(kIei+u)

)√
Ψ

(
pa
pm

)
− a2ωepm,

ėi = τd − τe,

τe = g1(ωe)pm − g2(ωe),

(24)


pmmin 6 pm 6 pmmax,

ϕmin 6 ϕ 6 ϕmax,

umin 6 u 6 umax.

(25)

应用上述算法 2,上面的优化问题可以被实时地在线求解. 在每个控制时刻,最优的控制输入以离散的

序列形式给出, 即 u(τ) :=
{
u(0)(t), u(1)(t), . . . , u(N−1)(t)

}
. 在实际控制中, 把最优控制序列中的第一个

元素 u(0)(t) 作为实际控制输出应用到系统中, 最终的节气门开度由式 (21) 得到.

3.2 实验验证

验证实验在如图 2所示的发动机暂态测试台架上进行. 发动机采用丰田汽车公司提供的 3.5 L排

量 V 型 6 缸汽油发动机. 为了实现发动机的实时控制, 快速原型控制器 (dSPACE R⃝-1006) 与发动机

ECU 通过 Bypass 共享内存的方式建立连接. 这样, 快速原型控制器能够实时地读写 ECU 的内存, 从

而实现发动机的实时控制和运行状态的实时监测. 此外, 为了精确验证发动机的暂态性能, 实验台架

使用了具有低惯性的电力测功机 (Horiba R⃝-DYN3). 基于此台架,我们构建了发动机暂态测试系统,如

图 3 所示. 该系统将虚拟的车辆动力学模型 (采用 CarMaker 仿真软件) 与实际的发动机测试台架相

耦合, 能实现用真实的发动机来驱动虚拟的汽车运行, 以完成不同工况下的发动机测试试验. 例如, 在

实时仿真测试中,转矩控制器可以控制节气门开度,从而使发动机产生转矩,该转矩值发给虚拟的汽车

模型来计算前进车速,同时,传动系统模型将发动机的转速参考值发给测功机,由测功机倒拖发动机实

现相应的期望转速. 文献 [24] 详细介绍了该测试系统暂态测试性能及仿真可靠性. 在测试实验中, 扭

矩跟踪控制器运行在 dSPACE 1006 中. 发动机的进气岐管压力和转速被实时地检测并提供给扭矩跟

踪控制器, 在每一控制周期内通过 Continuation/GMRES 算法优化求解, 最终得到最优的节气门开度

指令并发送给发动机 ECU 去执行. 下面将具体介绍扭矩跟踪控制器的验证效果.

分别测试针对优化问题 P1 和 P2 的解. 预测时间长度均选定为 300 ms, 选定控制周期为 10 ms,

任意选择初值 Ũ(0) 并由梯度法找到满足算法 2中 “S1”的 U(0). 首先分别用这两个控制器跟踪相同的
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图 2 (网络版彩图) 汽油发动机控制实验台架

Figure 2 (Color online) Engine control test bench

ECU

(AVL CarMaker)(dSPACE 1006)

Torque tracking

controller

Gasoline

engine

Throttle

opening

Driver

inputs

Desired torque

Engine speed

Manifold 

pressure

Braking signal

Engine torque

Vehicle 

speed

Desired

engine speed

Dynamo

controller

Dynamo

Vehicle dynamic

simulator

图 3 (网络版彩图) 发动机暂态测试系统

Figure 3 (Color online) Testing system for engine transient operations

期望扭矩指令, 此过程中发动机的转速被测功机倒拖做正弦波动以验证不同转速工况下的控制效果,

两个控制器的预测时间长度均设定为 300 ms. 控制效果如图 4所示,两个扭矩跟踪控制器基本上可以

实现在不同工况下扭矩跟踪控制. 然而对于控制器 P1 在个别转速工况下会出现控制偏差, 这种情况

可以归因于由模型的误差引起. 即, 在特定的运行工况下 (如图 4 中的 16 ∼ 20 s 与 27 ∼ 30 s 期间),

模型预测的状态与实际测量值之间存在较大的偏差,因此优化得到的控制输入并不能真正满足实际系

统的控制输入, 其结果导致了控制系统性能降低. 相对而言, 嵌入跟踪误差积分器的扭矩控制器 P2 表

现出了更好的控制跟踪性能及模型抗干扰能力.

基于以上比较结果, 下面将进一步验证扭矩跟踪控制器 P2 的暂态控制性能. 图 5 给出了发动机

驱动虚拟汽车走行的测试结果. 其中, 驾驶员输入是依托该实验平台 (图 3) 由实验人员模仿实际汽车

驾驶的行为动作. 为了验证在任何给定的外部命令及驾驶工况下扭矩跟踪控制器的控制效果, 实验人

员随机地踩油门踏板以驱动虚拟的汽车前进. 然后, 驾驶员的油门踏板信号通过查表方式转换成期望
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图 4 (网络版彩图) 两种控制器 (基于优化问题 P1 和 P2) 的验证结果比较

Figure 4 (Color online) Validation results under two control laws (P1-based and P2-based), respectively

扭矩值, 再由扭矩跟踪控制器去实时调整节气门开度, 以实现发动机实际输出扭矩的快速跟踪. 在实

验过程中, 发动机的实际转矩输出能快速跟踪剧烈变化的期望转矩, 充分说明了所提出的扭矩跟踪控

制器在不同的暂态工况下依然具有很好的控制性能. 以上实验在 900 MHz 的时钟频率的实时控制器

中完成. 优化求解每一步的计算时间取决于约束条件是否被激活等因素, 最大计算时间为 3.3727 ms.

实际上, 根据 Continuation/GMRES 算法的基本原理, 只要算法在初始计算时能找到一个合理的 U(0),

那么在以后的优化求解计算过程中, 即使采用固定迭代次数, 也可实现对优化问题的求解 [19]. 因此上

述测试实验采用了固定的 GMRES迭代次数,所以理论上每一步的优化计算时间 (初始优化计算除外)

应该是相同的. 但是, 在控制算法实际运行时, 每一步计算时间有 ±5% 以内的微小偏差. 上述结果及
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图 5 (网络版彩图) 暂态测试工况下的发动机扭矩跟踪控制效果

Figure 5 (Color online) Torque tracking control result under transient testing mode

分析证明了基于 Continuation/GMRES 的滚动时域优化算法具有较好的实时运行潜力.

4 混合动力系统能源优化

为了进一步提高混合动力汽车 (HEV) 的优越性, 油电分配问题, 通常称为能源管理优化问题, 成

为了混合动力控制系统设计的核心问题之一. 另一方面, 插电式混合动力系统 (PHEV) 结合了纯电动

汽车 (EV) 与 HEV 的特性. 针对电池的电荷状态 (SoC), PHEV 动力源系统的运行模态主要包含 EV

模态、电量维持模态和电量耗尽模态. 而对于 PHEV的能源管理优化策略则需要在考虑这些特征的基

础上提出相应优化控制问题. 文献 [25] 中综述了应用动态规划、神经网络、随机动态规划等优化理论
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图 6 (网络版彩图) 并联混合动力系统结构示意图

Figure 6 (Color online) Image of parallel HEV

解决 PHEV 能源管理问题. 本文介绍一种基于上述提出的 Continuation/GMRES 算法的用于 PHEV

的实时优化控制策略.

4.1 系统描述与控制问题

本文以图 6 所示的并联结构为例. 其动力传动系统主要包含一台汽油发动机、一台永磁电机、一

组氢镍电池以及双离合器与一个五档变速器. 该结构的 HEV具有纯电动等 7种运行模态 [16]. 针对一

般 PHEV 的能源管理具有优先电动模态的特点, 发动机将作为助力以及电池电量不足时保证电量的

维持状态. 因此, 车辆运行过程中依据能源管理策略, 认为其运行模态可归结为纯电动、电量耗尽、电

量维持及回馈制动.

描述 HEV 动态特性的数学模型, 本文采用车速 v 和电池的 SoC 作为状态变量. 该 HEV 的动态

模模型描述如下:

Mv̇ =
Tdrive − Tfb

Rw
−Mg(µr cos θ + sin θ)− 1

2
ρACdv

2, (26)

其中, Tdrive 表示汽车推动总扭矩, 其必须满足司机的扭矩需求, M 表示车重, θ 表示道路坡度, Rw 表

示车轮半径, Tfb 表示摩擦制动扭矩, g, µr, ρ, A 和 Cd 分别表示重力加速度、滚动阻力系数、空气密

度、车的横截面积和阻尼系数. 如果忽略齿轮的滑动和变速箱的减震阻尼, 总扭矩 Tdrive 可由如下等

式决定:

Tdrive = igi0ηf(Te + Tm), (27)

igi0ωw = ωe = ωm, (28)

其中, ig 表示齿轮比, i0 表示最终传动比, Te 和 Tm 分别表示发动机和电机扭矩, ωm 表示电机转速,而

车轮速度 ωw 和车速 v 满足

v = ωwRw. (29)

此外, 电池的动态模型给定如下:

˙SoC =
−Uoc +

√
U2
oc − 4RbPb

2QbmaxRb
, (30)
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其中, Pb 表示电池功率, Uoc, Rb 和 Qbmax 分别表示电池的开路电压、内阻和最大充电容量.

电池功率与电机功率具有如下关系:

Pb = ηkm
m Tmωm, (31)

式中 ηkm
m 表示电池的充放电效率, 而指数 km 取值及意义为

km =

−1, 放电,

1, 充电,
(32)

其理论值可以用多项式 ηm(Tm, ωm) 近似表示.

为了实现功率的最优化分配, 选取等价燃油消耗作为目标函数, 即

J =

∫ t+T

t

ΓEQlhvṁf(τ) + ṁe(τ)dτ. (33)

上式中, Qlhv (J/kg) 表示燃油低热值, ṁf (kg/s) 表示瞬时燃油消耗率, 可跟据发动机实际运行实验结

果进行多项式拟合标定,

ṁf(Te, ωe) = Mf(Te, ωe), (34)

ṁe (W) 表示瞬时耗电量, 且由下式计算得出

ṁe(ωm, Tm) = −UocQbmax
˙SoC(ωm, Tm), (35)

ΓE 表示将耗电量转换为等价耗油量的转换因子. 设 γf (U/L)表示油价, γe (U/kWh)表示电价, ΓE 定

义为

ΓE =
γf/ρf × 1000

Qlhv
÷ γe

1000× 3600
, (36)

其中 ρf (g/L)表示燃油密度.由式 (36)可以看出混合动力的功率分配策略依赖于等效因子的大小: ΓE

变小意味着电价升高因而燃油消耗将升高; 相反, 将以消耗电量为主, 而其结果将是 SoC 的显著下降.

4.2 滚动时域优化控制率设计

对于系统 (26) 与 (30), 本文选取电机与发动机间的扭矩分配比与齿轮比作为控制信号. 令

u = [ig, uT]
T, (37)

其中 uT 表示扭矩分配比. 扭矩分配比定义如下:

uT =
Tm

Tmmax(ωm)
, (38)

式中 Tmmax(ωm)表示电机关于其转速的最大扭矩表达式,即,电机特性曲线的近似多项式拟合表达式.

由上式可知 uT ∈ [−1, 1]: 取负值表示电机工作与发电状态, 反之工作于电动状态. 而对于该系统, 外

部输入量为司机动力需求 Pdrive 和路面坡度 θ. 定义外部激励变量为 p ∈ [Tdrive, θ]
T, 其中司机需求扭

矩可以由司机期望功率算出 (即, Tdrive = PdriveRw).

583



张江燕等: 实时优化算法在汽车动力系统控制问题中的应用

表 1 将连续变量齿轮比 ig 转换为档位的程序图

Table 1 Converting map from continuous variable ig to gear number

ig (2.3, 2.5] (1.3, 2.3] (0.9, 1.3] (0.6, 0.9] [0.4, 0.6]

Gear shift 1 2 3 4 5

基于实时算法 2 求解实时控制率 (37), 考虑系统的物理特征, 还必须考虑以下约束条件: ωemin 6 ωe 6 ωemax, Temin(ωe) 6 Te 6 Temax(ωe)

ωmmin 6 ωm 6 ωmmax, Tmmin(ωm) 6 Tm 6 Tmmax(ωm)

 , (39)

式中下标 ·min 和 ·max 表示相应的最小和最大界. 为了简单,在所考虑的优化问题中认为 ωemin, ωemax,

ωmmin, ωmmax 和 Temin 为定常量. 而 Temax 依赖于 ωe 变化, 且基于发动机特性曲线获得 Temax(ωe) 的

近似值.

假设外部输入 θ(t) 已知, 且在预测区间 [t, t+ T ] 内 Pdrive 与 θ 为常值. 则, 用于并联混合动力分

配的实时优化控制问题描述如下:

min
u

J =

∫ t+T

t

ΓEQlhvMf(x(t
′), u(t′), p(t′)) + ṁe(x(t

′), u(t′))dt′ (40)

s.t. 

ẋ = f(x, u, p),

igmin 6 u1 6 igmax,

−1 6 u2 6 1,

Temin 6 Te(x, u, p) 6 Temax(x, u),

SoCmin 6 x2 6 SoCmax,

其中 x ∈ [v,SoC]T, 其动态方程由 (26) 与 (30) 给定. 问题 (40) 中的不等式约束条件可利用方法 (5)

转换为等式约束条件. 本文采用算法 2 实时求解上述问题.

应该指出, 上述算法给出的最优齿轮比为连续变量, 而本文所针对的 HEV 采用离散的有级变速

系统. 所以, 采用如表 1 给定的换算近似实现. 这种近似自然会引起具体实现的优化控制偏离理想的

理论解, 这是利用连续优化迭代解设计离散量化控制输入的常规做法, 其必然伴随一定的最优性损失.

4.3 仿真实验验证

用于控制算法验证的 HEV 仿真器是由基于 GT-SUITE 构建的车辆和动力链的动力学模型和基

于 Matlab / Simulink 的控制器模型实现的. 车辆的物理参数为实际车量数据. 为了进行算法验证, 基

于测试路普 vd 引入 PI 控制器模拟产生司机需求功率. 本文中采用的测试路普如图 7 所示. 该路普为

由 SICE Benchmark 问题 [26] 提供的实际车辆运行数据. 因为上述优化算法仅给出 HEV 模态下的动

力分配, 为了能够使得该车辆在给定的路普行驶条件下连续运行, 本文采用如图 8 所示的简单的模态

切换逻辑以管理运行模态的切换控制. 而对于发动机、电机以及变速齿轮的动力器件的切换过程中的

系统稳定性问题不作为本文的研究对象. 具体地, 考虑实际运行工况, 认为起车时车辆运行于 EV 模

态 (起车模态), 当车速大于某一设定值时, 切出起车模态同时本文提出的控制策略开始运行. 图 8 中
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图 7 (网络版彩图) 实际城市行驶路普信息

Figure 7 (Color online) Driving route information of real city. (a) Benchmark driving route in [26]; (b) driving route
with the slope

v≥vst(ig1, ωe      
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图 8 发动机起停控制逻辑流程图

Figure 8 Flowchart of engine on/off decision logic
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图 9 (网络版彩图) 仿真验证结果: ΓE = 0.544

Figure 9 (Color online) Simulation validation result: ΓE = 0.544

两个用于决策的变量定义如下:

vst(ig1, ω
st
e ) =

Rw

ig1i0
ωstoff
e , (41)

ωe0(ig, vs) =
igi0
Rw

v, (42)

式中 vst 表示切出起车模态的车速设定值, ωstoff
e 表示起动电机停止时刻的发动机速度.

仿真实验中, 选定 ωstoff
e = 1200 rpm, SoCmin = 0.3, SoCmax = 0.9, Temin = 8.5 Nm. 控制算法中预

测区间选为 T = 2 s, 控制周期 δτ = 0.2 s. 在进入 HEV 运行模态时, 任意选择初值 Ũ(0) 并由梯度法

找到满足算法 2 中 “S1” 的 U(0). 图 9 中给出了 ΓE = 0.544 时的控制输入及系统的输出曲线. 由图中

实际速度曲线与 vd 的比较证实了控制系统对车体的驱动性. 该情况下, 等价因子 ΓE 取值较大, 这意

味着优先电机驱动, 则发动机助力扭矩较小且对应工作点不一定在最佳效率点, 如图 9 中给出的电机

功率 Pm 与发动机功率 Pe 的 Pm − Pe 曲线所示以及图 10 给出的发动机与电机工作点. 由此可看出,

优化控制问题中约束条件都被满足. 并且, 在以电机优先驱动的工况下, 当车速达到一定值使得电机

速度高于 1000 rpm 时, 电机主要工作于高效率区域 (效率大于 80%). 此外注意到, 本文讨论的优化问

题 (40) 的目标函数只考虑等价能源消耗而没有考虑汽车的驱动性能, 因而控制结果中实际车速与参

考车速间存在较明显误差. 而驱动性能的优化不作为本文所考虑的内容范围.

此外, 对使用不同的等价因子 ΓE 的控制算法进行了仿真验证. 图 11中给出了在选取不同 ΓE 时

的实时 SoC 响应, 同时, 也给出了相应的以价格计算的燃油消耗及电量消耗. 从该图中可以看出, 当
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图 10 (网络版彩图) 发动机与电机工作点: ΓE = 0.544

Figure 10 (Color online) Operating points of the (a) engine and (b) motor: ΓE = 0.544
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图 11 (网络版彩图) 不同等价因子 ΓE 时的电池 SoC 和油/电的消耗

Figure 11 (Color online) SoC responses (a) and the fuel-electricity cost (b) under different equivalent factors ΓE

ΓE = 0.544 较大时, SoC 不断减小, 这意味着车工作于电量耗尽模态, 当 ΓE 逐渐减小到 0.163 时, 车

工作于电量维持模态, 即 SoC 值几乎不减小, 电量消耗为负值且耗油量明显增大. 上述仿真结果表明

本文提出的控制算法实现了对 HEV 功率分配的实时优化控制, 同时通过调整目标函数中的等价因子

可以实现对 PHEV 在电量耗尽与电量维持模态下运行的有效管理.

5 结束语

本文主要介绍了作为推广 GMRES 数值算法提出的求解一般非线性滚动时域优化控制问题的

Continuation/GMRES 算法. 并将该算法用于解决汽车动力系统中两个典型控制问题: 发动机扭矩跟

踪控制与并联混合动力汽车的功率优化分配. 对于所提出的发动机实时控制算法, 文中给出了实际商

业产品汽车搭载的 6 缸汽油机上的实验验证结果, 而对于混合动力汽车的控制算法, 则在目前汽车产

业普遍使用的 GT-SUITE 环境下给出了实际路普的运行仿真结果. 这些实车搭载动力系统及实际汽

车开发环境下的验证结果可以表明所提出的控制算法的有效性、实时性以及今后的应用前景.

同时, 应该指出运用滚动时域优化控制技术提高汽车动力链的实时优化性能, 一个重要的挑战课
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题是算法的实时性, 即, 在线计算时间. 而在线运算时间的长短不仅依赖于 ECU 的硬件环境, 同时还

取决于算法设计时预测时间的选取. 文献 [27] 讨论了基于 dSPACE 实现 Continuation/GMRES 算法

时预测时间选取与计算时间的关系. 此外, 本文介绍的优化算法其主要目的是对运行路径预先不可知

的情况下的在线实时优化决策. 当路径预先可知时, 毋庸置疑地运用动态规划等全局优化算法会得到

更加符合针对该路径的最优解. 但是, 这种针对给定路径寻全局优化解的问题其宗旨与本文介绍的问

题相异, 本文不再赘述方法的比较, 有兴趣的读者可参见文献 [27].
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Application of real-time optimization algorithm to the control of
automotive powertrain systems
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1 College of Electromechanical Engineering, Dalian Minzu University, Dalian 116600, China;

2 Department of Engineering and Applied Sciences, Sophia University, Tokyo 102-8554, Japan

*E-mail: zhangjy@sophia.ac.jp

Abstract This paper introduces a nonlinear real-time optimization algorithm with applications to the control

of automotive powertrain systems. First, the GMRES algorithm for solving linear algebraic equations is reviewed

and its use to solve a real-time optimization problem that satisfies the Pontryagin condition is introduced. The

algorithm provides a numerical method to solve a general nonlinear receding horizon control problem. With its

light computational burden, application of the algorithm can deal with fast transient control problems in automo-

tive powertrain and can guarantee operation with real-time control. Then, the paper introduces the applications

of real-time optimization algorithm to the torque tracking control of internal combustion engines and energy

management of hybrid electric vehicles (HEV). Finally, it presents the experimental and simulation results for an

engine control experimental bench test and the GT-SUITE simulator, respectively.

Keywords receding horizon control, Continuation/GMRES algorithm, real-time optimization, internal com-

bustion engine, torque control, HEV, energy management
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