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摘要 研究环形拓扑的网络化极大 – 加系统在添加捷径后周期长度和周期时间的特性. 给出系统

添加 k 条起始点相同的捷径后周期长度为 1 的概率的一个下界表达式和周期时间不变的一个充分

必要条件,发现两个维数分别为素数与其方幂的系统添加捷径后周期长度为 1的概率的下界是一致

的. 讨论系统添加起始点不相同的捷径的若干特殊情形, 给出系统添加 k 条互不相交的捷径后周期

长度为 1 的概率的一个下界表达式. 所用的代数与组合方法具有构造性. 由此给出检验系统添加 k

条起始点相同的捷径后周期时间保持不变的算法, 并证明这一算法是多项式算法. 同时还给出一个

关于周期长度的数值例子.

关键词 极大 –加系统 环形拓扑 网络化系统 捷径 周期时间 周期长度

1 引言

随着互联网等网络化系统的规模不断扩大, 网络化动态系统的研究迅速掀起. 对于节点为连续状

态和节点具有机动能力的网络化连续时间动态系统, 控制科学研究者进行了较为深入的研究, 获得了

许多重要的结果, 例如文献 [1∼8]. 对于节点具有逻辑状态、通过事件触发机制驱动系统演化的网络

化离散事件动态系统, 由于状态变化的非连续、并发、异步、不确定等特性, 相对于由微分方程或差

分方程描述的网络化连续时间动态系统而言,建模和分析方法无论在形式的简明性上还是在计算的可

行性上都有着很大的不同. 近几年来, 网络化极大 – 加动态系统的研究正在逐渐展开. 2011 年, 文献

[9] 研究了具有环形拓扑的网络化极大 – 加动态系统在添加捷径后时序性能的变化问题, 给出了添加

1 条、2 条和 3 条捷径后系统周期长度为 1 的概率分布, 以及添加 1 条捷径后系统周期时间不变的判

别条件. 2012 年, 文献 [10] 研究了网络化时间事件图, 给出了一类网络时间事件图时间不变的极大 –

加代数表示, 并以此分析网络时间事件图的性能.
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1985年, Cohen等运用极大代数理论 [11] 把柔性制造系统中一类基于时间 –逻辑规则严重非线性

的系统模型转化为极大 – 加代数上的线性极大 – 加系统模型, 其形式非常类同于传统的离散时间线

性连续变量动态系统 [12]. 二十多年来, 在极大 – 加系统的周期性、稳定性、能控性、能观测性、镇定

性、鲁棒性、可预测性等诸多方面,人们作了系统深入的研究,建立了平行于传统的线性系统理论的线

性极大 – 加系统理论 [13,14]. 例如, 对于具有输入和输出的非自治极大 – 加系统, 文献 [12] 研究了能

控性 (能达性)、能观测性、镇定性, 进一步地, 文献 [15,16] 研究了分别能达性和上限能观性, 文献 [17]

研究了周期时间的可配置性. 对于自治极大 –加系统,文献 [18,19]分别给出了关于周期时间的谱的理

论 [20]; 文献 [21,22] 把极大 – 加系统周期时间的谱理论拓展到较为一般的情形; 文献 [23] 研究了系统

的鲁棒性、扰动性、动态规划, 给出了极大 – 极小控制问题不确定的 MPL 系统的解决方案; 文献 [9]

研究了添加捷径对系统周期性能的影响; 文献 [24] 研究了不同的切换操作模式, 指出可以运用线性规

划算法解决优化问题, 同时讨论了系统的两个等价描述, 并证明切换极大 – 加系统可以表示成分段仿

射系统.

周期长度和周期时间是极大 –加动态系统的两个重要的性能指标.本文研究具有环形拓扑的网络

化极大 –加动态系统在添加 k 条捷径后周期长度为 1 的概率和周期时间的不变性, 希望把文献 [9]的

主要结果拓展到较为一般的情形. 在本文余下的部分里, 首先给出系统添加 k 条起始点相同的捷径后

周期长度为 1的概率的一个下界表达式和周期时间不变的一个充分必要条件;然后提出计算周期时间

的一个多项式算法,列举一个关于维数分别为素数与其方幂的系统添加捷径后周期长度为 1的概率的

下界一致的数值例子;最后给出若干添加起始点不相同捷径情形的周期长度为 1的概率的下界表达式

和周期时间不变的充分必要条件, 特别是添加 k 条互不相交的捷径后周期长度为 1 的概率的一个下

界表达式.

2 基本概念

R 为实数集. 在 Rmax = R ∪ {ε} 上定义二元运算 ⊕ 和 ⊗, 其中 ⊕ 为 max 运算, ⊗ 为 + 运算.

Rmax 构成一个 ⊕ 幂等代数, 称为极大 – 加代数, 其中 ε 为零元, 0 是单位元. 极大 – 加代数上 n 阶矩

阵 A 的前趋图是一个赋权有向图, 记作 G(A), 即 G(A) 有 n 个结点 1,2,. . . ,n, 当 aij ̸= ε 时, 从结点 j

到结点 i 有一条权重为 aij 的有向边; 当 aij = ε 时, 没有从结点 j 到结点 i 的有向边. G(A) 中的道路
是指一个结点序列 i1, i2, . . . , ip, 其中 p > 1, i1 是初始结点, ip 是最终结点. 对于一个图的任意结点 i

和 j, 如果存在一条 i 到 j 的道路, 且存在一条 j 到 i 的道路, 则称此图为强连通的. 极大强连通子图

的周期长度是其子图中所有回路的长度的最大公因数. G(A) 的周期长度是其所有极大强连通子图的
周期长度的最小公倍数. A 的周期时间是前趋图中所有回路均值的极大值 (极大回路均值), 即图中极

大回路的所有弧的权重之和除以此回路的长度.系统 S 是算子: U → U , u 7→ y,其中 u是系统的输入,

y 是系统的输出, 且满足

S(
⊕
i∈I

ui) =
⊕
i∈I

S(ui),

其中 {ui}i∈I 是任意有限集或无限集, I 是指标集. 系统 S 称为极大 – 加系统. 在极大 – 加代数中,

方阵集和其前趋图集之间存在一一对应关系. 在实际应用中, 极大 – 加系统所对应的方阵是非退化的,

即对于任意 i, 存在 j 使 aij ̸= ε. 有关这些概念的更为详细的叙述可见文献 [11,13,14].

环形拓扑的网络化极大 – 加系统的状态方程为

x(k+ 1) = A0 ⊗ x(k), (1)
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图 1 系统矩阵 A0 的前趋图

Figure 1 The precedence graph of system matrix A0

图 2 添加 k 条起始点相同的捷径

Figure 2 Adding k shortcuts with the same starting point

其中

A0 =



ε ε ε · · · ε a0

a1 ε ε · · · ε ε

ε a2 ε · · · ε ε

...
...

...
...

...

ε ε ε · · · ε ε

ε ε ε · · · an−1 ε


, (2)

x (·) 为 n 维列向量. 为叙述方便起见, 上述系统记为 S0. 系统矩阵 A0 的前趋图如图 1 所示.

显然地, 系统 S0 的周期长度为 n. 对于系统 S0, 在起始点相同的情形下, 随机添加 k 条捷径, 如

图 2 所示, 其中有向边 v1, v2, . . . , vk 分别表示随机添加的 k 条捷径. 由图 2 可以看出, 当 n = 1, 2 时,

添加的捷径是平凡的. 当 n = 3 时, 系统最多可添加 1 条捷径; 当 n = 4 时, 最多可添加两条捷径. 一

般地, 当上述系统的边数 n > 3 时, 系统最多添加捷径的条数 k 6 n− 2. 当 k = 1, 2, 3 时, 文献 [9] 研

究了捷径对系统周期长度和周期时间的影响. 本文考虑 n > 3 时, 随机添加 k 条捷径对系统周期长度

和周期时间的影响.

3 周期长度为 1 的概率

在给出本节的主要结果之前, 先给出系统 S0 的周期长度为 1 的概率的定义.

由图 2 可以看出, 对于系统 S0, 在起始点相同的条件下, 随机添加 k 条捷径后, 系统产生了 k 个

新回路, 其长度分别记为 r1, r2, . . . , rk. (r1, r2, . . . , rk,n) = 1 表示 r1, r2, . . . , rk, n 的最大公因数为 1.

定义 1 事件 (r1, r2, . . . , rk,n) = 1 发生可能性的大小称为周期长度为 1 的概率, 记为 Pk.
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定理 1 设 φ(n) 是 n 的 Euler 函数, 则

Pk > 1−
(
1− φ(n)

n

)k

. (3)

证明 对 k 进行归纳. 当 k=1 时, 由于系统添加 1 条捷径后仅产生了一个新回路, 记此回路的

长度为 r, 因此系统的周期长度为 (r, n). 从而系统周期长度为 1 当且仅当 r 与 n 互质. 如果所添加

的捷径以结点 1 为起始点, 而末端点等概率地从1, 2, . . . , n中选取, 那么 r 在1, 2, . . . , n上是均匀分布

的. 从而 r 的选取有 φ(n) 种方式, 所以

P1 =
φ(n)

n
= 1−

(
1− φ(n)

n

)1

.

当 k = 2 时, 系统产生了两个新回路, 它们的长度分别记为 r1, r2. 系统周期长度为 1 当且仅当

(r1, r2,n) = 1. 而 (r1,n) = 1 或 (r2,n) = 1 必有 (r1, r2,n) = 1. 由此可知

P2 > φ(n)

n
+

φ(n)

n
−

(
φ(n)

n

)2

= 1−
(
1− φ(n)

n

)2

.

归纳假定添加少于 k 条捷径时定理成立. 现在考虑添加 k 条捷径的情形. 新产生的回路的长度

分别记为 r1, r2, . . . , rk. 系统周期长度为 1 当且仅当 (r1, r2, . . . , rk,n) = 1. 由归纳法, 从 (r1, r2, . . . ,

rk−1,n) = 1 或 (rk,n) = 1 可知 (r1, r2, . . . , rk,n) = 1. 从而

Pk > Pk−1 +
φ(n)

n
− Pk−1

(
φ(n)

n

)
=

(
1− φ(n)

n

)
Pk−1 +

φ(n)

n

>
(
1− φ(n)

n

)(
1−

(
1− φ(n)

n

)k−1)
+

φ(n)

n

= 1−
(
1− φ(n)

n

)k

.

即定理对于添加 k 条捷径成立. 证毕.

由定理 1 立即可以得到下面的推论.

推论 1 如果系统 S0 随机添加 1 条捷径, 并以结点 1 为起始点, 末端点为 i(1 6 i 6 n), 则周期

长度为 1 的概率为 φ(n)/n.

推论 1 是文献 [9] 的定理 3.1. 当 n 为素数时, φ(n) = n− 1. 代入 (3) 式可以得到下面的推论.

推论 2 设 n 为素数, 系统 S0 随机添加 k 条捷径, 则周期长度为 1 的概率为

Pk > 1− 1

nk
.

推论 3 设 n = qr, 其中 q 为素数, r 为正整数, 系统 S0 随机添加 k 条捷径, 则周期长度为 1 的

概率为

Pk > 1− 1

qk
.

证明 因为 n = qr, 所以 Euler 函数 φ(n) = qr − qr−1. 于是由定理 1 可知

P > 1−
(
1− φ(n)

n

)k

= 1− 1

qk
.
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证毕.

不等式 (3) 给出了系统周期长度为 1 的概率 Pk 的一个下界. 由不等式 (3) 容易看出, 要使等号

成立当且仅当添加的捷径数为 1. 当 n 为素数时, Pk 的下界随添加捷径的条数 k 的增加而增大, 且当

k = n− 2 时取最大值. 由推论 2 和 3 可以得出一个有趣的结果: 维数为素数 q 和维数为 qr(r 为正整

数) 的系统, 分别添加 k 条捷径后其周期长度为 1 的概率的下界相同.

对于系统随机添加 1 条捷径的情形, 文献 [9] 给出了系统周期长度的估值和当 n 充分大时系统周

期长度为 1 的概率. 在起始点相同的条件下, 系统随机添加 k 条捷径, 其周期长度为 1 的概率 Pk 满

足关于 Euler 函数 φ(n) 的不等式 (3). 对这一不等式的深入解析, 需要 φ(n) 的值分布理论 [25].

4 周期时间的不变性

定义 2 如果系统 S0 在随机添加 k 条捷径后, 所得系统的周期时间与原系统的周期时间相同,

则称系统的周期时间对于添加 k 条捷径保持不变.

在给出系统 S0 随机添加 k 条起始点相同的捷径后周期时间保持不变的特征性质之前, 先证明下

面的引理.

引理 1 如果对系统 S0 随机添加 k 条起始点相同的捷径 i1 → s1, i1 → s2, . . . , i1 → sk, 其中

i1 < st, 1 6 t 6 k, 对应的权重分别为 c1, c2, . . . , ck, 则系统的周期时间为

λ′ = max

(∑n
j=1 aj

n
,

∑i1−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=s1

aj

n+ 1− (s1 − i1)
, . . . ,

∑i1−1
j=1 aj + ck +

∑n
j=sk

aj

n+ 1− (sk − i1)

)
. (4)

证明 当添加 1 条捷径 i1 → st, 对应的权重为 ct 时, 由周期时间的定义可知, 系统周期时间为

λ′ = max

(∑n
j=1 aj

n
,

∑i1−1
j=1 aj + ct +

∑n
j=st

aj

n+ 1− (st − i1)

)
.

因此, 添加 k 条捷径 i1 → s1, i1 → s2, . . . , i1 → sk 后, 系统周期时间即为 (4) 式. 证毕.

定理 2 系统 S0 随机添加 k 条起始点相同的捷径后周期时间不变的充分必要条件为

ct 6
n
∑st−1

j=i1
aj − (st − 1− i1)

∑n
j=1 aj

n
,

其中 1 6 t 6 k.
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证明 必要性. 在系统添加 k 条捷径后, 要使周期时间保持不变, 必需∑i1−1
j=1 aj + ct +

∑n
j=st

aj

n+ 1− (st − i1)
6

∑n
j=1 aj

n
,

i1−1∑
j=1

aj + ct +

n∑
j=st

aj 6
(n+ 1− (st − i1))

∑n
j=1 aj

n
,

ct 6
(n+ 1− (st − i1))

∑n
j=1 aj

n
−

i1−1∑
j=1

aj −
n∑

j=st

aj

=
(n+ 1− (st − i1))

∑n
j=1 aj − n

∑i1−1
j=1 aj − n

∑n
j=st

aj

n

=
(n+ 1− (st − i1))(

∑i1−1
j=1 aj +

∑st−1
j=i1

aj +
∑n

st
)− n

∑i1−1
j=1 aj − n

∑n
j=st

aj

n

=
n
∑st−1

j=i1
aj − (st − 1− i1)

∑n
j=1 aj

n
.

充分性. 将

ct 6
n
∑st−1

j=i1
aj − (st − 1− i1)

∑n
j=1 aj

n

代入到 ∑i1−1
j=1 aj + ct +

∑n
j=st

aj

n+ 1− (st − i1)

中即可得到 ∑i1−1
j=1 aj + ct +

∑n
j=st

aj

n+ 1− (st − i1)
6

∑n
j=1 aj

n
.

证毕.

定理 2 拓展了文献 [9] 的定理 3.5.

5 算法与数值例子

判定系统 S0 随机添加 k 条起始点相同的捷径后周期时间保持不变的算法:

第 1 步 在起始点相同的条件下, 系统 S0 添加 k 条捷径 i1 → s1, i1 → s2, . . . , i1 → sk, 其中

i1 < st, 1 6 t 6 k, 对应的权重分别为 c1, c2, . . . , ck.

第 2 步 因为添加的捷径的起始点相同, 所以每个新回路中只含有一条捷径. 这时系统中产生了

k 个新回路, 其长度分别为 n+ 1− (s1 − i1), n+ 1− (s2 − i1), . . ., n+ 1− (sk − i1). 因为所有新回路的

权重分别为
i1−1∑
j=1

aj + c1 +
n∑

j=s1

aj ,

i1−1∑
j=1

aj + c2 +
n∑

j=s2

aj , . . . ,

i1−1∑
j=1

aj + ck +
n∑

j=sk

aj ,

所以新回路的均值分别为∑i1−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=s1

aj

n+ 1− (s1 − i1)
,

∑i1−1
j=1 aj + c2 +

∑n
j=s2

aj

n+ 1− (s2 − i1)
, . . . ,

∑i1−1
j=1 aj + ck +

∑n
j=sk

aj

n+ 1− (sk − i1)
.
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从而添加捷径后的周期时间为

λ′ = max

(∑n
j=1 aj

n
,

∑i1−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=s1

aj

n+ 1− (s1 − i1)
, . . . ,

∑i1−1
j=1 aj + ck +

∑n
j=sk

aj

n+ 1− (sk − i1)

)
.

第 3 步 系统的周期时间保持不变当且仅当每个新回路的均值不超过原系统的周期时间, 即∑i1−1
j=1 aj + ct +

∑n
j=st

aj

n+ 1− (st − i1)
6

∑n
j=1 aj

n
,

其中 1 6 t 6 k.

第 4 步 解不等式 ∑i1−1
j=1 aj + ct +

∑n
j=st

aj

n+ 1− (st − i1)
6

∑n
j=1 aj

n

得到系统周期时间不变的充分必要条件为

ct 6
n
∑st−1

j=i1
aj − (st − 1− i1)

∑n
j=1 aj

n
,

其中 1 6 t 6 k.

定理 3 对系统 S0 随机添加 k 条起始点相同的捷径, 判定其周期时间不变有多项式算法.

证明 由第 2步可以看出,计算原回路的权重进行了 n− 1次运算,第 n 次运算后得出周期时间.

计算添加 k 条捷径后的新回路的长度的次数均为 3, 得到新回路权重的运算次数分别为 n − s1 + i1,

n − s2 + i1, . . ., n − sk + i1, 从而计算新回路的均值分别进行了 n − s1 + i1 + 4, n − s2 + i1 + 4, . . .,

n − sk + i1 + 4 次运算. 由第 3 步可知, 要使周期时间保持不变还要进行 k 次比较运算. 综上所述, 判

定系统的周期时间保持不变的运算次数为

n+ n− s1 + i1 + 4 + n− s2 + i1 + 4 + · · ·+ n− sk + i1 + 4 + k,

整理得 (k+ 1)n+ 5k+ ki1 − s1 − s2 − · · · − sk. 由第 3 步中 i1 < st, 1 6 t 6 k 可知

(k+ 1)n+ 5k+ ki1 − s1 − s2 − · · · − sk 6 (k+ 1)n+ 5k+ ki1 − ki1.

由添加捷径的条数 k 6 n− 2 可得

(k+ 1)n+ 5k+ ki1 − ki1 6 n2 + 4n− 10.

由此可知, 判定周期时间保持不变的算法为多项式算法. 上面的不等式同时表明, 算法的时间复杂性

为 O(n2). 证毕.

下面通过一个数值例子来说明添加捷径对系统周期性的影响.

例 1 考虑 n=5 和 n=25 的环形拓扑的网络化极大 – 加系统, 分别在添加 1 条从结点 1 到结点

3 且权重为 0 的捷径后, 系统时序的变化.

由推论 2 和 3 可知, 当 n=5 和 n=25 时, 添加 1 条捷径后系统周期长度为 1 的概率的最大下界

均为 4/5.

当 n=5 时, 系统的周期长度是 5, 而添加捷径后系统的周期长度为 1(= (5, 4)); 当 n=25 时, 系统

的周期长度是 25, 而添加捷径后系统的周期长度为 1(= (25, 24)). 在未添加捷径的情况下, n=5 的系
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统矩阵

A0 =



ε ε ε ε 0

0 ε ε ε ε

ε 0 ε ε ε

ε ε 0 ε ε

ε ε ε 0 ε


,

在添加捷径 1 → 3 的情况下, 系统矩阵变为

A0 =



ε ε ε ε 0

0 ε ε ε ε

0 0 ε ε ε

ε ε 0 ε ε

ε ε ε 0 ε


.

由系统的状态方程 x(k+ 1) = A0 ⊗ x(k) 可知, 在添加捷径 1 → 3 后, 状态 x3 满足的方程从

x3(k+ 1) = x2(k)

变为

x3(k+ 1) = x1(k)⊕ x2(k).

两个系统在同一初始条件 x(0) = x(0) = (1, 0, 0, 0, 0)τ 下的状态方程由

x(1) = A0 ⊗ x(0) = (0, 1, 0, 0, 0)τ , x(2) = A0 ⊗ x(1) = (0, 0, 1, 0, 0)τ ,

x(3) = A0 ⊗ x(2) = (0, 0, 0, 1, 0)τ , x(4) = A0 ⊗ x(3) = (0, 0, 0, 0, 1)τ ,

x(5) = A0 ⊗ x(4) = (1, 0, 0, 0, 0)τ

变为

x(1) = A0 ⊗ x(0) = (0, 1, 1, 0, 0)τ , x(2) = A0 ⊗ x(1) = (0, 0, 1, 1, 0)τ , . . . ,

x(12) = A0 ⊗ x(11) = (1, 0, 1, 1, 1)τ , x(13) = A0 ⊗ x(12) = (1, 1, 1, 1, 1)τ ,

x(13) = x(14) = · · · = (1, 1, 1, 1, 1)τ .

当 n=25 时, 对于初始条件 x(0) = x(0) = (1, 0, 0, . . . , 0)τ , 在未添加捷径的情况下,

x(1) = (0, 1, 0, 0, . . . , 0)τ , x(2) = (0, 0, 1, . . . , 0)τ , . . . , x(25) = x(0) = (1, 0, 0, . . . , 0)τ .

在添加捷径 1 → 3 的情况下,

x(1) = (0, 1, 1, 0, . . . , 0)τ , . . . , x(75) = (1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)τ , . . . ,

x(425) = x(426) = · · · = (1, 1, 1, 1, . . . , 1)τ .
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由于篇幅所限, 这里略去了详细的计算过程.

通过以上的分析可以看出, 在 n=5 的情况下, 原系统的状态分量 x1(k) 每经过 5 步重复一次, 而

添加了捷径的系统经过有限的转换过程后 x1(k) 会直接出现重复. 同样地, 在 n=25 的情况下, 原系统

的状态分量 x1(k)每经过 25步重复一次,而添加了捷径的系统经过有限的转换过程后 x1(k)会直接出

现重复.

6 进一步的讨论

以上考虑了随机添加起始点相同的捷径的情形. 下面讨论随机添加起始点不相同的捷径的情形.

先分两种情形考虑随机添加两条捷径对系统周期性能的影响.

情形 1 系统 S0 随机添加的两条捷径分别为 i → v, s → t, 其中 i < s < v, 对应的权重分别为

c1, c2, 如图 3 所示. 在这种情况下, 产生的新回路只有两个, 其长度分别记为 r1 和 r2. 系统的周期长

度为 (r1, r2,n). 因为 (r1,n) = 1 或 (r2,n) = 1 必有 (r1, r2,n) = 1, 所以系统周期长度为 1 的概率

P2 > φ(n)

n
+

φ(n)

n
−

(
φ(n)

n

)2

= 1−
(
1− φ(n)

n

)2

.

此结论与系统 S0 添加随机起始点相同的捷径时周期长度为 1 的概率的下界表达式一致. 由此可以得

到下面的推论.

推论 4 如果系统 S0 随机添加两条捷径,且捷径 1 → i以外的另一条捷径 i0 → k满足 1 6 i0 < i,

则系统周期长度为 1 的概率

P2 > 2
φ(n)

n
−

(
φ(n)

n

)2

.

推论 4 是文献 [9] 的定理 3.6. 在这种情形中, 系统的周期时间为

λ′ = max

(∑n
j=1 aj

n
,

∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=v aj

n+ 1− (v− i)
,

∑s−1
j=1 aj + c2 +

∑n
j=t aj

n+ 1− (t− s)

)
,

且周期时间不变的充分必要条件为

c1 6
n
∑v−1

j=i aj − (v− 1− i)
∑n

j=1 aj

n
, c2 6

n
∑t−1

j=s aj − (t− 1− s)
∑n

j=1 aj

n
.

虽然此结论的表达式与系统添加起始点相同的捷径时周期时间保持不变的表达式不同,但二者的实质

是相同的, 其证明也与系统添加起始点相同的捷径时的证明类似, 这里就不再叙述了.

情形 2 系统 S0 随机添加的两条捷径分别为 i → v, s → t, 其中 i < v 6 s < t, 对应的权重分别

为 c1, c2, 如图 4 所示. 由图 4 可以看出, 系统产生了 3 个新回路, 其长度分别记为 r1, r2, r3. 系统的

周期长度为 (r1, r2, r3,n). 由 (r1,n) = 1, 或 (r2,n) = 1, 或 (r3,n) = 1 可知 (r1, r2, r3,n) = 1. 于是系统

周期长度为 1 的概率

P2 > 1−
(
1− φ(n)

n

)3

.

在这种情形中, 系统的周期时间为

λ′ = max

(∑n
j=1 aj

n
,

∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=v aj

n+ 1− (v− i)
,

∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑s−1
j=v aj + c2 +

∑n
j=t aj

n+ 2− (v− i)− (t− s)
,
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图 3 添加捷径 i → v 和 s → t, i < s < v

Figure 3 Adding the shortcuts i → v and s → t, i < s < v

图 4 添加捷径 i → v 和 s → t, i < v 6 s < t

Figure 4 Adding the shortcuts i → v and s → t, i < v 6
s < t

∑s−1
j=1 aj + c2 +

∑n
j=t aj

n+ 1− (t− s)

)
.

要使系统的周期时间保持不变, 必需∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=v aj

n+ 1− (v− i)
6

∑n
j=1 aj

n
, (5)

∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑s−1
j=v aj + c2 +

∑n
j=t aj

n+ 2− (v− i)− (t− s)
6

∑n
j=1 aj

n
, (6)

∑s−1
j=1 aj + c2 +

∑n
j=t aj

n+ 1− (t− s)
6

∑n
j=1 aj

n
(7)

同时成立. 由 (5) 式可得

c1 6
n
∑v−1

j=i aj − (v− 1− i)
∑n

j=1 aj

n
,

由 (6) 式可得

c2 6
n
∑t−1

j=s aj − (t− 1− s)
∑n

j=1 aj

n
,

由 (7) 式可得

i−1∑
j=1

aj + c1 +
s−1∑
j=v

aj + c2 +
n∑

j=t

aj 6
(n+ 2− (v− i)− (t− s))

∑n
j=1 aj

n
.
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于是

c1 + c2 6
(n+ 2− (v− i)− (t− s))

∑n
j=1 aj

n
−

i−1∑
j=1

aj −
s−1∑
j=v

aj −
n∑

j=t

aj

=
(n+ 2− (v− i)− (t− s))

∑n
j=1 aj − n

∑i−1
j=1 aj − n

∑s−1
j=v aj − n

∑n
j=t aj

n

=
n
∑t−1

j=s aj + n
∑v−1

j=i aj − (v− 1− i+ t− 1− s)
∑n

j=1 aj

n
.

综上所述可得周期时间不变的充要条件为

c1 6
n
∑v−1

j=i aj − (v− 1− i)
∑n

j=1 aj

n
, c2 6

n
∑t−1

j=s aj − (t− 1− s)
∑n

j=1 aj

n
.

由上面的叙述可以得到下面的定理.

定理 4 设系统 S0 随机添加的两条起始点不相同的捷径分别为 i → v, s → t, 其中 i < v 6 s < t,

对应的权重分别为 c1, c2, 则系统周期长度为 1 的概率

P2 > 1−
(
1− φ(n)

n

)3

.

在情形 2 中, 系统产生了 3 个新回路, 而系统周期长度为 1 的概率的下界表达式与情形 1 的不

同. 由图 3 和 4 可以看出, 系统 S0 添加两条捷径仅有这两种情形. 同时还可以看出系统 S0 添加起始

点不相同捷径的复杂性.

引理 2 设系统 S0 随机添加的 3 条捷径分别为 i → v, s → t, h → q, 其中 i < s < v 6 t 6 h < q,

对应的权重分别为 c1, c2, c3, 如图 5 所示, 则系统周期长度为 1 的概率

P3 > 1−
(
1− φ(n)

n

)5

.

证明 由图 5 可以看出, 系统产生了 5 个新回路, 其长度分别记为 r1, r2, r3, r4, r5. 从而系统的周

期长度为 (r1, r2, r3, r4, r5,n). 由 (r1,n) = 1, 或 (r2,n) = 1, 或 (r3,n) = 1, 或 (r4,n) = 1, 或 (r5,n) = 1

可知, (r1, r2, r3, r4, r5,n) = 1. 因此系统周期长度为 1 的概率

P3 > C1
5

φ(n)

n
− C2

5

(
φ(n)

n

)2

+ C3
5

(
φ(n)

n

)3

− · · ·+ C5
5

(
φ(n)

n

)5

= 1−
(
1− φ(n)

n

)5

.

证毕.

由图 5 可以得到系统的周期时间为

λ′ = max

(∑n
j=1 aj

n
,

∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=v aj

n+ 1− (v− i)
,

∑s−1
j=1 aj + c2 +

∑n
j=t aj

n+ 1− (t− s)
,

∑h−1
j=1 aj + c3 +

∑n
j=q aj

n+ 1− (q− h)
,

∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑h−1
j=v aj + c3 +

∑n
j=q aj

n+ 2− (v− i)− (q− h)
,

∑s−1
j=1 aj + c2 +

∑h−1
j=t aj + c3 +

∑n
j=q aj

n+ 2− (q− h)− (t− s)

)
.
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图 5 添加捷径 i → v, s → t, h → q, i < s < v 6 t 6
h < q

Figure 5 Adding the shortcuts i → v, s → t, h → q, i <
s < v 6 t 6 h < q

图 6 添加捷径 i → v, s → t, h → q, i < v 6 s < t 6
h < q

Figure 6 Adding the shortcuts i → v, s → t, h → q, i <
v 6 s < t 6 h < q

要使系统的周期时间保持不变, 必需∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=v aj

n+ 1− (v− i)
6

∑n
j=1 aj

n
,

∑s−1
j=1 aj + c2 +

∑n
j=t aj

n+ 1− (t− s)
6

∑n
j=1 aj

n
,∑h−1

j=1 aj + c3 +
∑n

j=q aj

n+ 1− (q− h)
6

∑n
j=1 aj

n
,∑i−1

j=1 aj + c1 +
∑h−1

j=v aj + c3 +
∑n

j=q aj

n+ 2− (v− i)− (q− h)
6

∑n
j=1 aj

n
,∑s−1

j=1 aj + c2 +
∑h−1

j=t aj + c3 +
∑n

j=q aj

n+ 2− (q− h)− (t− s)
6

∑n
j=1 aj

n

同时成立. 解不等式可得

c1 6
n
∑v−1

j=i aj − (v− 1− i)
∑n

j=1 aj

n
, c2 6

n
∑t−1

j=s aj − (t− 1− s)
∑n

j=1 aj

n
,

c3 6
n
∑q−1

j=i aj − (q− 1− h)
∑n

j=1 aj

n
.

引理 3 设系统 S0 随机添加的 3 条捷径分别为 i → v, s → t, h → q, 其中 i < v 6 s < t 6 h < q,

对应的权重分别为 c1, c2, c3, 如图 6 所示, 则周期时间不变的充分必要条件为

c1 6
n
∑v−1

j=i aj − (v− 1− i)
∑n

j=1 aj

n
, c2 6

n
∑t−1

j=s aj − (t− 1− s)
∑n

j=1 aj

n
,
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及

c3 6
n
∑q−1

j=i aj − (q− 1− h)
∑n

j=1 aj

n
.

证明 必要性. 由图 6 可知, 系统产生的新回路的个数为 7, 因而周期时间为

λ′ = max

(∑n
j=1 aj

n
,

∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=v aj

n+ 1− (v− i)
,

∑s−1
j=1 aj + c2 +

∑n
j=t aj

n+ 1− (t− s)
,

. . . ,

∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑s−1
j=v aj + c2 +

∑h−1
j=t aj + c3 +

∑n
j=q aj

n+ 3− (v− i)− (t− s)− (q− h)

)
.

要使系统的周期时间保持不变, 必需∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑n
j=v aj

n+ 1− (v− i)
6

∑n
j=1 aj

n
,

∑s−1
j=1 aj + c2 +

∑n
j=t aj

n+ 1− (t− s)
6

∑n
j=1 aj

n
,

∑h−1
j=1 aj + c3 +

∑n
j=q aj

n+ 1− (q− h)
6

∑n
j=1 aj

n
, · · · ,

∑i−1
j=1 aj + c1 +

∑s−1
j=v aj + c2 +

∑h−1
j=t aj + c3 +

∑n
j=q aj

n+ 2− (v− i)− (t− s)
6

∑n
j=1 aj

n

同时成立. 解上面的不等式即可得到必要性条件.

充分性. 由周期时间的定义, 直接计算即知系统的周期时间保持不变. 证毕.

引理 4 设系统 S0 随机添加 k 条互不相交的捷径 i1 → v1, i2 → v2, . . . , ik → vk, 其中 i1 < v1 6
i2 < v2 6 · · · 6 ik < vk, 对应的权重分别为 c1, c2, . . . , ck, 如图 7 所示, 则系统产生新回路的个数为

2k − 1.

证明 对 k 进行归纳. 当 k = 2 时, 由上面的情形 2 可知, 系统产生新回路的个数为 3, 即 22 − 1.

当 k = 3 时, 由引理 3 可知, 系统产生新回路的个数为 7, 即 23 − 1.

假定添加 k − 1 条捷径时结论成立, 下证添加 k 条捷径时结论也成立. 因为添加 k − 1 条捷径时,

系统产生新回路的个数为 2k−1 − 1. 当再多加 1 条捷径后, 系统又产生的新回路的个数为 2k−1, 所以

添加 k 条捷径后系统产生新回路的个数为 2k−1 − 1 + 2k−1 = 2 · 2k−1 − 1 = 2k − 1. 证毕.

定理 5 设系统 S0 随机添加 k 条互不相交的捷径 i1 → v1, i2 → v2, . . . , ik → vk, 其中 i1 < v1 6
i2 < v2 6 · · · 6 ik < vk, 则系统周期长度为 1 的概率

Pk > 1−
(
1− φ(n)

n

)2k−1

.

证明 对 k 进行归纳. 当 k = 2 时, 由情形 2 可知, 系统产生新回路的个数为 3, 回路的长度分别

记为 r1, r2, r3. 于是系统周期长度为 1 的概率

P2 > C1
3

φ(n)

n
− C2

3

(
φ(n)

n

)2

+ C3
3

(
φ(n)

n

)3

= 1−
(
1− φ(n)

n

)22−1

.
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图 7 添加捷径 i1 → v1, i2 → v2, . . . , ik → vk, i1 < v1 6 i2 < v2 6 . . . 6 ik < vk

Figure 7 Adding the shortcuts i1 → v1, i2 → v2, . . . , ik → vk, i1 < v1 6 i2 < v2 6 . . . 6 ik < vk

当 k = 3 时, 由图 6 可以看出, 系统产生了 7 个新回路, 其长度分别记为 r1, r2, . . . , r7. 系统的周期长

度为 (r1, r2, . . . , r7,n). 由 (r1,n) = 1, 或 (r2,n) = 1, . . . , 或 (r7,n) = 1 必有 (r1, r2, . . . , r7,n) = 1. 由此

可知系统周期长度为 1 的概率

P3 > C1
7

φ(n)

n
− C2

7

(
φ(n)

n

)2

+ C3
7

(
φ(n)

n

)3

− · · ·+ C7
7

(
φ(n)

n

)7

= 1−
(
1− φ(n)

n

)23−1

.

归纳假定添加的捷径少于 k条时定理成立. 现在考虑添加 k条捷径的情形. 由引理 4可知系统新产

生的回路个数为 2k−1,其长度分别记为 r1, r2, . . . , r2k−1−1, . . . , r2k−2, r2k−1. 由 (r1, r2, . . . , r2k−1−1,n) =

1, 或 (r2k−1 ,n) = 1, 或 (r2k−1+1,n) = 1, . . ., 或 (r2k−1,n) = 1, 必有 (r1, r2, . . . , r2k−1,n) = 1. 由

(r2k−1 ,n) = 1, 或 (r2k−1+1,n) = 1, . . ., 或 (r2k−1,n) = 1 可知周期长度为 1 的概率为

P = C1
2k−1

φ(n)

n
− C2

2k−1

(
φ(n)

n

)2

+ C3
2k−1

(
φ(n)

n

)3

− · · · − C2k−1

2k−1

(
φ(n)

n

)2k−1

= 1−
(
1− φ(n)

n

)2k−1

.

从而可得添加 k 条捷径时系统周期长度为 1 的概率

Pk > Pk−1 + P− Pk−1P

= (1− P)Pk−1 + P

>
(
1−

(
1−

(
1− φ(n)

n

)2k−1))(
1−

(
1− φ(n)

n

)2k−1−1)
+ 1−

(
1− φ(n)

n

)2k−1

= 1−
(
1− φ(n)

n

)2k−1

.
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证毕.

对于随机添加 k 条有相交捷径的情形, 由引理 2 及其证明可以看出, 系统产生新回路的情况较为

复杂; 由定理 5 可知相应的周期长度为 1 的概率和周期时间的计算也较为复杂. 对此, 我们将作进一

步的研究.

致谢 第一作者感谢王彩璐的帮助.
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Shortcuts and periodicity of networked max-plus system with
ring topology
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Abstract This paper investigates the characteristics of cyclicity and cycle time after adding shortcuts to the

networked max-plus system with ring topology. Both the lower bound expression of the probability of cyclicity

being one and the sufficient and necessary condition for the cycle time being unchanged are established after

adding k shortcuts with the same starting point. For two systems with the dimensions of a prime number and its

power, it is discovered that the lower bounds of the probability of cyclicity being one is consistent after adding

the shortcuts. The paper also investigates some situations of adding shortcuts under conditions with different

starting points. The lower bound expression of the probability of cyclicity being one is given after adding k

shortcuts with mutual disjoint. The method for algebra and combinatorics is constructive. The algorithm of the

cycle time remaining unchanged is given after adding k shortcuts with the same starting point. It is proven that

such algorithm has a polynomial bound. At the same time, the numerical example for cyclicity is also given.

Keywords max-plus system, ring topology, networked system, shortcut, cycle time, cyclicity
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