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摘要 本文研究在无标度先验下,图模型的结构学习问题.提出新的正则化模型,其惩罚项为 Log型

和 Lq 型惩罚函数的复合,该模型包含无标度先验. 本文使用重赋权迭代算法求解该模型. 实验表明,

所提出的新模型有效、实用,其在参数估计和模型选择方面均有良好效果.

关键词 稀疏 无标度 图模型 重赋权算法 正则化

1 引言

复杂网络作为一种数据可视化和提取数据特征的方法成为了近期机器学习、统计学和统计物理

学领域的研究热点. Barabási 和 Albert [1] 研究发现, 不同于随机网络, 基因网络、神经网络、社交网

络和社会网络等大多数真实网络为无标度网络 (scale-free network),即网络节点的度服从幂律分布.无

标度网络的典型特征是网络中大部分节点度很小, 存在度非常大的少数节点. 因此, 在无标度的假设

下研究网络的结构, 从而理解真实网络的功能和特征不仅具有理论意义, 更具有实际价值.

图模型 (graphical model) [2] 作为一种分析网络结构的方法被广泛应用. 它是一类用图来表示随

机变量联合概率分布, 并基于此分布研究变量之间相互关系的方法. 一般地, 图模型分为连续型和离

散型两种类型: 连续型图模型的主要代表为高斯图模型 (Gaussian graphical model, GGM); 离散型图

模型的主要代表为 Ising 模型. 本文基于 GGM 开展真实网络结构分析. GGM 的数学模型如下, 假设

X = (X(1), . . . , X(p))服从 p维正态分布 Np(µ,Σ),其中, µ为均值, Σ为协方差矩阵. 利用 n个独立同

分布于 Np(µ,Σ) 的样本 X1, . . . , Xn 估计 Θ = (θij)16i,j6p = Σ−1(协方差矩阵的逆) 被 Dempster [3] 称

为协方差选择问题.众所周知, θij = 0当且仅当 X(i) 与 X(j) 条件独立,即给定除 X(i) 与 X(j) 之外的

变量, X(i) 与 X(j) 相互独立. 通常地, 一个随机向量可以用一个无向图 G = (V,E) 表示, 其中, V 代

表节点, 每个节点分别对应随机向量的一个分量. E 代表边, 两个节点之间无边当且仅当这两个节点

对应的随机变量条件独立, 即 θij = 0. 因此, 研究网络的结构等价于判断协方差矩阵的逆 Θ 中每个元

素是否为 0. 经典的估计方法是首先用样本协方差矩阵 Σ̂ 估计, 然后令 Θ̂ = (Σ̂)−1. 存在的问题在于,
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此时 Θ̂ 往往对应一个完全连接的图, 从而不能有效发现网络的结构信息. 另一种研究方法为引入稀疏

性先验, 对 Θ 直接估计从而抽取网络的结构信息.

众多学者通过引入 L1 正则子 [4] 研究图模型的模型选择和参数估计问题. Meinshausen 和 Bühl-

mann [5] 提出了邻域选择 (neighborhood selection)方法,将 Θ的估计转化为 p个 L1 正则化 [4] 问题,即

分别以每个变量作为因变量, 其他变量为自变量, 基于 L1 正则化研究因变量与自变量的关系. 在一系

列假设之下, 他们证明了邻域选择的变量选择一致性. 但是, 该方法存在两个主要缺点: 其一, 该方法

得到的 Θ的估计不具有对称性;其二,作者建议 p个 L1 正则化问题的正则化参数取相同数值,也就是

近似认为网络的度的分布是均匀分布, 显然, 这是不符合实际情况的. 2007 年, Yuan 和 Lin [6] 建立了

一种罚似然函数理论框架, 即所谓的 Graphical Lasso, 来克服 Meinshausen 和 Bühlmann 所提方法的

不稳定性和非对称性, 并分析了该估计在低维情形下的 Oracle 性质, 同时指出该模型可以由 Maxdet

算法有效求解. 对于 Graphical Lasso 模型, Friedman 等 [7] 随后提出了更高效的分块坐标下降法来求

解 Graphical Lasso, 使其有更广泛的应用. Ravikumar 等 [8] 分析了 Graphical Lasso 的高维统计性质.

另外, 2009 年, Peng等 [9] 提出了联合回归模型 SPACE来估计偏相关系数以克服邻域选择的缺点. 通

过调整不同节点对应的权重来增加其模型的灵活性是该方法的一大亮点. 特别地, 可以调整每个节点

的权重使之与对应节点的度成比例, 试图得到更接近真实网络的无标度网络.

上述方法大多通过在模型中加入 L1 正则子来引入稀疏性先验, 从 Bayes 角度来看, 即认为每个

参数 θij 是独立的且均服从 Laplace 分布. 然而, 如本文开头所述, 真实网络大多具有无标度的特点.

因此研究在无标度先验下, 图模型的结构学习问题具有理论和实际双重价值. 近年来已有部分学者关

注这一问题. 注意到无标度网络是具有中心点 (Hubs) 的, Hero 和 Rajaratnam [10], Tan 等 [11] 先后利

用网络具有中心点的信息建立了模型并用凸优化方法求解. 不同于 Peng等 [9] 的启发式思想, 2011年,

Liu 和 Ihler [12] 直接利用网络节点的度服从幂律分布这一先验信息, 提出了如下模型:

Θ̂ ∈ arg max

{
S(X,Θ)− α

∑
i

log(∥θ−i∥1 + ϵi)− β
∑
i

|θii|
}
,

其中, S(X,Θ) 为损失函数, α, β 为参数, θ−i = (θi1, . . . , θi,i−1, θi,i+1, . . . , θip)
′, ∥θ−i∥1 =

∑
j ̸=i |θij |. 此

外, 他们提出用重赋权迭代算法来求解这一模型, ϵi > 0 是正值小常数, 以保证算法的可行性. 可以看

到, Liu 和 Ihler 用 θ−i 的 l1 范数 ∥θ−i∥1 近似替代节点 i 的度 di 即
∑

j:j ̸=i I{θij ̸=0}, 来克服 l0 带来的

组合优化问题. 然而, 在经典的稀疏正则化理论中, 众多研究表明, Lq(0 < q < 1) 比 L1 具有更优良的

理论性质: 如 Knight 和 Fu [13] 证明了 Lq 在低维情形下的渐近性质如 Oracle 性质 [14]; Huang 等 [15]

进一步给出了 Lq 在高维情形下的估计误差界; Xu 等 [16] 提出了 L1/2 正则化理论. 另一方面, Liu 和

Ihler [12] 所提模型缺乏理论支撑, 从而不能从理论上刻画估计结果.

本文直接利用网络无标度的信息结合非凸正则化成果研究图模型的模型选择与参数估计问题.通

过引入网络中节点度的分布信息和边的稀疏先验, 提出新的正则化模型, 其正则化项为 Log 型和 Lq

型惩罚函数的复合. 本文使用重赋权迭代算法求解该模型, 将问题转化为重赋权的 L1 问题. 在一定条

件下, 从理论上证明了重赋权算法的优良性. 最后, 实验表明所提出的模型在参数估计和模型选择方

面均有良好效果.

2 无标度图模型

本节讨论无标度先验下 GGM 的建立.
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对于无标度网络 G = (V,E), 节点的度服从幂律分布, 即

P (d) ∝ d−α, (1)

其中, α > 0为尺度参数, d为节点的度.反映到图模型中,节点 i (i = 1, . . . , p)的度 di为
∑

j:j ̸=i I{θij ̸=0},

即 θ−i = (θi1, . . . , θi,i−1, θi,i+1, . . . , θip)
′ 的 l0 拟范数. 考虑到 l0 的不连续性及其带来的组合优化问题,

可用 ∥θ−i∥1 代替 di. 实际应用中, 节点的度往往需要更稀疏的解释, 因此基于 Lq(0 < q < 1) 比 L1 具

有更优良的性质 [13,15,16],用 ∥θ−i∥qq 代替 di,其中 ∥θ−i∥qq = |θi1|q + · · ·+ |θi,i−1|q + |θi,i+1|q + · · ·+ |θip|q.
假设每个节点的度是独立的, 则

logP (G = (V,E)) ∝
p∏

i=1

(∥θ−i∥qq)−α. (2)

基于 X 的 n 次观测 X1, . . . , Xn, GGM 的对数似然函数为

P (X1, . . . , Xn|G) = log|Θ| − tr(ΘΣ̂), (3)

其中, | · | 为矩阵的行列式, tr(·) 为矩阵的迹, Σ̂ 为样本协方差矩阵. 结合网络节点度的分布信息以及

边的稀疏先验, 提出以下正则化模型:

max
Θ

l(Θ),

其中

l(Θ) = log|Θ| − tr(ΘΣ̂)− λ

p∑
i=1

log(∥θ−i∥qq + ϵi), (4)

最大化 l(Θ) 可得到无标度先验下图模型的协方差矩阵的逆的估计.

注 1 ϵi > 0 (i = 1, . . . , p) 保证 Log 的指数部分大于 0. λ > 0 为正则化参数. 由于对角线元素

的值不影响网络的结构, 本文仅对 Θ 的非对角线元素进行惩罚. 式 (4) 正则化项为 Log 型和 Lq 型惩

罚函数的复合, 相当于引入网络节点度的分布信息以及边的稀疏先验.

3 重赋权迭代算法

本节给出重赋权算法求解模型 (4) 并证明在一定条件下, 重赋权算法一步迭代求得的解具有 Or-

acle 性质 [14],

l(Θ) = log|Θ| − tr(ΘΣ̂)− λ

p∑
i=1

log(∥θ−i∥qq + ϵi).

由于 l(Θ)对应的惩罚项为 Log与 Lq 型惩罚函数的复合,所以直接求解 l(Θ)存在困难.基于 Minorize-

Maximization (MM) 算法 [17] 的思想, 构造 l(Θ) 的 Minorization 函数, 设为 g(Θ,Θn), 其中 Θn 为算法

的第 n 步估计. Minorization 函数需要满足以下两条性质:

c1. l(Θ) > g(Θ,Θn);

c2. l(Θn) = g(Θn,Θn).

对于算法的第 n 步估计 Θn, 由于 x > 0 时, log(1 + x) 6 x, 故∑
i

log(∥θ−i∥qq + ϵi)−
∑
i

log(∥θn−i∥qq + ϵi)
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6
∑
i

(∥θ−i∥qq + ϵi

∥θn−i∥
q
q + ϵi

− 1

)
=

∑
i ̸=j

λij |θij |q + const,

令

g(Θ,Θn) = log|Θ| − tr(ΘΣ̂)− λ
∑
i ̸=j

(
1

∥θn−i∥
q
q + ϵi

+
1

∥θn−j∥
q
q + ϵj

)
|θij |q + const. (5)

注意到上式右端 const 代表常数, 实际上为 l(Θn). 容易看出 g(Θ,Θn) 满足 c1, c2 两条性质, 故为 l(Θ)

的 Minorization 函数. 下面采用重赋权方法逼近式 (5), 将式 (5) 问题转化为重赋权的 L1 问题. 令

h(Θ,Θn) = log|Θ| − tr(ΘΣ̂)− λ
∑
i ̸=j

(
1

∥θn−i∥
q
q + ϵi

+
1

∥θn−j∥
q
q + ϵj

)
q

|θnij |1−q + ϵij
|θij |+ const, (6)

其中, ϵij 为大于 0 的数. 按下面公式更新 Θ:

Θn+1 = arg max
Θ

h(Θ,Θn). (7)

算法的具体步骤如下:

步 1. 输入一系列 λ > 0, ϵi > 0 (i = 1, . . . , p), ϵij > 0 (i ̸= j, i, j = 1, . . . , p) 及初始值 Θ0, k = 0;

步 2. 对于每个 λ, 对于 k = 1, 2, . . ., 重复下式直至收敛或达到要求的迭代次数:

Θk+1 = arg max
Θ

log|Θ| − tr(ΘΣ̂)− λ
∑
i ̸=j

(
1

∥θk−i∥
q
q + ϵi

+
1

∥θk−j∥
q
q + ϵj

)
q

|θkij |1−q + ϵij
|θij |;

步 3. 使用 BIC 准则选择 λ, 并输出相应的 Θ 的估计值.

为了保证算法可实施,步 1中需提前设定 ϵi 和 ϵij 的值.取其与 θij 的阶数相同.步 2相当于求解

一个 Graphical Lasso 问题, 关于此问题, Yuan 和 Lin [6], Friedman 等 [7], Witten 等 [18] 相继提出了高

效的算法. 注意到节点 i 在第 k 步的权重与其在 k − 1 步对应的度呈负相关关系, 即节点在 k − 1 步

的度数越大, 在第 k 步对其惩罚越小, 因此更容易得出具有幂律分布的网络.

下面分析算法的理论性质. 首先给出符号说明, 假设 S 为 Θ 中不为 0 的元素下标集合, Sc 为 Θ

中为 0 的元素下标集合. 相应地, ΘS , ΘSc 分别表示其对应元素. 令

Θ̂t = arg min
ΘSc=0

{−log|Θ|+ tr(ΘΣ̂)}.

Θ̂t 是所谓 Oracle 解, 即知道真实模型 (不为 0 元素) 时的最大似然估计. 下面定义以 Σ̂−1 为初值的

一步重赋权的解 Θ̂. 令

Θ̂ = arg min J(Θ),

其中,

J(Θ) = −log|Θ|+ tr(ΘΣ̂) + λ
∑
i ̸=j

(
1

∥θ0−i∥
q
q + ϵi

+
1

∥θ0−j∥
q
q + ϵj

)
q

|θ0ij |1−q
|θij |, (8)

Θ0 = (θ0ij)16i,j6p = Σ̂−1. 由于 θ0ij 取值不为 0, 故式 (8) 的惩罚项中, |θ0ij |1−q 替代了 |θ0ij |1−q + ϵij . 有

如下定理.
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定理1 当
√
nλ → 0, n1−q/2λ → ∞ 时, Θ̂ 满足如下 Oracle 性质:

(1) 变量选择一致性, P (Θ̂Sc = 0) → 1;

(2) 渐近正态性, 当 n → ∞ 时,
√
n(Θ̂−Θ) =d

√
n(Θ̂t −Θ), 且均服从正态分布. 其中, “=d” 表示

分布相同.

证明 令

Vn(U) = J

(
Θ+

U√
n

)
− J(Θ)

= −log

∣∣∣∣Θ+
U√
n

∣∣∣∣+ log|Θ|+ tr

{(
Θ+

U√
n

)
Σ̂

}
− tr(ΘΣ̂)

+ λ
∑
i ̸=j

(
1

∥θ0−i∥
q
q + ϵi

+
1

∥θ0−j∥
q
q + ϵj

)
q

|θ0ij |1−q

(∣∣∣∣θij + uij√
n

∣∣∣∣− |θij |
)
,

其中, U = (uij)(16i,j6p). 注意到, Θ 为真实的协方差矩阵的逆. 为书写方便, 记

I1 = −log

∣∣∣∣Θ+
U√
n

∣∣∣∣+ log|Θ|+ tr

{(
Θ+

U√
n

)
Σ̂

}
− tr(ΘΣ̂),

I2 = λ
∑
i ̸=j

(
1

∥θ0−i∥
q
q + ϵi

+
1

∥θ0−j∥
q
q + ϵj

)
q

|θ0ij |1−q

(∣∣∣∣θij + uij√
n

∣∣∣∣− |θij |
)
.

从而

Vn(U) = I1 + I2.

易知

Û = arg min
U

Vn(U) =
√
n(Θ̂−Θ).

对于 I1, 一方面

log

∣∣∣∣Θ+
U√
n

∣∣∣∣− log|Θ| = log

∣∣∣∣I + Σ1/2UΣ1/2

√
n

∣∣∣∣,
其中, I 为单位矩阵. 将实对称矩阵 Σ1/2UΣ1/2 特征分解为 B′(Σ1/2UΣ1/2)B = C, 其中, B′B = I 且

B 为以 Σ1/2UΣ1/2 的特征向量为列组成的矩阵, C 为对角矩阵且其对角线元素为 Σ1/2UΣ1/2 的特征

值. 基于上述特征分解, 有

log

∣∣∣∣I + Σ1/2UΣ1/2

√
n

∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣B′
(
I +

Σ1/2UΣ1/2

√
n

)
B

∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣I + C√
n

∣∣∣∣
= log

p∏
i=1

{
1 +

σi(Σ
1/2UΣ1/2)√

n

}
=

p∑
i=1

log

{
1 +

σi(Σ
1/2UΣ1/2)√

n

}
,

其中, σi(·) 表示矩阵的第 i 个特征值. 由于

log

{
1 +

σi(Σ
1/2UΣ1/2)√

n

}
=

σi(Σ
1/2UΣ1/2)√

n
− σ2

i (Σ
1/2UΣ1/2)

2n
+ o

(
1

n

)
,

并注意到∑
i

σ2
i (Σ

1/2UΣ1/2) =
∑
i

σi(Σ
1/2UΣ1/2Σ1/2UΣ1/2) = tr(Σ1/2UΣUΣ1/2) = tr(UΣUΣ),
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故

log

∣∣∣∣Θ+
U√
n

∣∣∣∣− log|Θ| = tr(UΣ)√
n

− tr(UΣUΣ)

2n
+ o

(
1

n

)
. (9)

注意到, 上式用到了维数 p 固定这一条件.

另一方面

tr

{(
Θ+

U√
n

)
Σ̂

}
− tr(ΘΣ̂) = tr

(
U Σ̂√
n

)
= tr

(
UΣ√
n

)
+ tr

(
U(Σ̂− Σ)√

n

)
. (10)

故结合式 (9) 与 (10), 得到

I1 =
1

2
tr(UΣUΣ) + tr{U

√
n(Σ̂− Σ)}+ o(1).

对于 I2, 为了书写方便, 记

Tij = nλ

(
1

∥θ0−i∥
q
q + ϵi

+
1

∥θ0−j∥
q
q + ϵj

)
q

|θ0ij |1−q

(∣∣∣∣θij + uij√
n

∣∣∣∣− |θij |
)
.

从而

nI2 =
∑
i ̸=j

Tij .

当 θij ̸= 0 即 (i, j) ∈ S 时, 易知∣∣∣∣θij + uij√
n

∣∣∣∣− |θij | =
uij√
n
sign(θij),

其中, sign(θij) 为 θij 的符号函数. 记 M(Θ0, ϵ) = 1
∥θ0

−i∥
q
q+ϵi

+ 1
∥θ0

−j∥
q
q+ϵj

. 则

Tij = nλM(Θ0, ϵ)
q

|θ0ij |1−q

uij√
n
sign(θij) =

√
nλM(Θ0, ϵ)

q

|θ0ij |1−q
uijsign(θij).

由文献 [19] 可知,
√
n(θ0 − θ) →d N(0, I−1(θ)), (11)

其中, θ0, θ 分别为矩阵 Θ0,Θ 向量化后的向量. I(θ) 为 θ 的 Fisher 信息矩阵. 故由 Slutsky 定理得到

当 θij ̸= 0 时,

θ0ij →p θij .

结合定理 1 条件
√
nλ → 0 与 M(Θ0, ϵ) 的有界性, 得到当 θij ̸= 0 时, Tij → 0.

当 θij = 0 即 (i, j) ∈ Sc 时,

Tij = nλM(Θ0, ϵ)
q

|θ0ij |1−q

∣∣∣∣ uij√
n

∣∣∣∣ = n1−q/2λ
∑
i ̸=j

M(Θ0, ϵ)
q

|
√
nθ0ij |1−q

.

由式 (11), 得到当 θij = 0 时,
√
nθ0ij = Op(1).

故结合定理 1 条件 n1−q/2λ → ∞, 可以得到当 uij = 0 时, Tij = 0; 当 uij ̸= 0 时, Tij → ∞.
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因此, 结合 I1 与 I2 的渐近性质, 对于固定的 U , 有

nVn(U) →d V (U) =

 1
2 tr(UΣUΣ) + tr(UWn), USc = 0,

∞, otherwise,

其中, USc = 0 表示 U 在下标集合 Sc 上的元素均为 0, Wn =
√
n(Σ̂− Σ). 由文献 [13, 20] 中结果并注

意到

Û = arg min nVn(U) =
√
n(Θ̂−Θ),

有
√
n(Θ̂−Θ) →d arg min

USc=0

{
1

2
tr(UΣUΣ) + tr(UWn)

}
.

注意到
√
n(Θ̂t −Θ) →d arg min

USc=0

{
1

2
tr(UΣUΣ) + tr(UWn)

}
.

因此, 性质 (2) 成立.

下面证明性质 (1), 即 (i, j) ∈ Sc 时, P (θ̂ij ̸= 0) → 0. 假设 θ̂ij ̸= 0, 则由 KKT 条件可以得到

√
n(−Θ̂−1 + Σ̂)(i,j)∈Sc = −λn1−q/2sign(θ̂ij)M(Θ0, ϵ)

q

|
√
nθ0ij |1−q

. (12)

由于 n1−q/2λ → ∞ 及
√
nθ0ij = Op(1), 故式 (12) 右边趋于无穷大. 而

√
n(−Θ̂−1 + Σ̂)(i,j)∈Sc =

√
n(−Θ̂−1 +Σ− Σ+ Σ̂)(i,j)∈Sc ,

故式 (12) 左边依分布收敛于正态分布. 因此, 等式 (12) 不成立, 与假设矛盾, 所以 (i, j) ∈ Sc 时,

P (θ̂ij ̸= 0) → 0,

性质 (1) 成立.

注 2 以上证明基于 Yuan 和 Lin [6]、Knight 和 Fu [13] 以及 Zou 和 Li [21] 的思想. 其中, Zou 和

Li [21] 研究一系列非凸正则化问题如 SCAD, MCP, LSP,证明了如果初值满足一定条件,重赋权算法一

步迭代得到的解具有 Oracle 性质.

注 3 定理 1 为模型提供了理论保证, 而 Liu 与 Ihler 提出的模型 [12] 并不具有上述理论性质.

4 实验

本节分别用数值实验和真实数据实验比较 Graphical Lasso [6]、Tan 等提出的 Hub Graphical

Lasso [11]、Liu 和 Ihler [12] 的模型及所提出的模型在参数估计、模型选择以及提取网络无标度特征

的能力方面的优劣.

4.1 数值实验

模型的生成借鉴 Liu与 Ihler [12]的方法. 首先,根据 Barabási和 Albert [22]提出的算法生成无标度

网络, 设对应邻接矩阵为 A. 然后, 利用 A 的信息生成协方差矩阵的逆 Θ. 具体地, 令 L = ηD−A, 其
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表 1 数值实验结果 n=100, p=20

Table 1 The simulation results with n = 100, p = 20

Model KL loss FPR TPR FP TP FN TN

gLasso 1.113(0.213) 0.23 1.00 38.50 19.00 0.00 132.50

hgLasso 3.196(0.337) 0.21 1.00 36.60 19.00 0.00 134.40

2sLog L1 1.147(0.230) 0.14 1.00 24.60 19.00 0.00 146.40

2sLog L0.5 0.767(0.163) 0.05 1.00 9.10 19.00 0.00 161.90

1sLog L1 1.124(0.169) 0.17 1.00 36.60 19.00 0.00 134.40

1sLog L0.5 0.874(0.140) 0.08 0.98 14.30 18.70 0.30 156.70

中 D 为对角矩阵且每个对角线元素为相应结点的度, η 为使 L可逆的大于 1的常数. 令 Θ = Λ
1
2LΛ

1
2 ,

其中 Λ为 L−1 的对角线元素组成的对角矩阵. 注意到协方差矩阵 Σ = Θ−1 的对角线元素即随机向量

的每个分量方差均为 1. 最后生成 n个服从 p维正态分布 Np(0,Θ
−1)的样本 X1, . . . , Xn. 本文进行了

4组实验,样本个数 n为 100,维数 p分别为 20, 30, 50, 100. 对于每组 (n, p),生成 10个独立的数据集.

从参数估计和模型选择两方面比较各种方法的优劣. 参数估计的准确性用 Yuan和 Lin [6] 所采用

的 KL 损失来衡量:

KL = −log|Θ̂|+ tr(Θ̂Σ̂)− (−log|Σ−1|+ p).

用 FPR (false positive rate), TPR (true positive rate), 及 FP (false positive), TP (true positive), FN

(false negative), TN (true negative) 的个数作为比较依据, 检测模型选择的一致性. 其中, FP 为真

实网络无边, 模型估计为有边的个数; TP 为真实网络有边, 模型估计为有边的个数; FN 为真实网络

有边, 模型估计为无边的个数; TN 为真实网络无边, 模型估计为无边的个数; FPR=FP/(FP+TN);

TPR=TP/(TP+FN).

实验中, 使用如下 BIC 准则选择正则化参数 λ:

BIC(λ) = −log|Θ̂(λ)|+ tr{Θ̂(λ)Σ̂}+ logn

n

∑
i ̸=j

êij(λ),

其中, 如果 θ̂ij = 0, 则 êij = 0; 此外, êij = 1. 对于 Graphical Lasso, 用 Friedman 等 [7] 提出的分块坐

标下降法求解. 对于本文及 Liu 与 Ihler 提出的模型, 我们用重赋权算法求解. 其中, 仍用分块坐标下

降法求解改变权重后的 L1 正则化问题.根据诸多文献结果 [12, 21],两步重赋权求解非凸问题效果明显.

因此, 实验中采用了初值为 Graphical Lasso 的两步重赋权求解. 此外, 为了验证本文定理 1 的有效性,

本文也比较了初值为 Σ̂−1 的一步重赋权的结果.

表 1∼4 分别为 4 组实验在 10 个独立数据集上平均的结果, 最好的结果已用黑体标出. 其中, 括

号中的数字为 10 次计算的标准误差, gLasso 代表 Graphical Lasso, hgLasso 代表 Tan 等提出的 Hub

Graphical Lasso, 我们选择 q = 0.5 作为本文模型的代表, 1sLog Lq 代表初值为 Σ̂−1 的一步重赋权求

解本文提出的模型 (q = 0.5) 及 Liu 与 Ihler 的模型 (q = 1), 相应地, 2sLog Lq 代表初值为 Graphical

Lasso 的两步重赋权求解本文提出的模型 (q = 0.5) 及 Liu 与 Ihler 的模型 (q = 1).

从表 1∼4可以看出,在参数估计方面,本文提出的模型具有更小的 KL损失,其参数估计的准确率

是最高的, 这有助于进一步分析节点之间的关系 (偏相关关系), 为实际应用提供帮助. 由于 Graphical

Lasso以及 Hub Graphical Lasso并未考虑网络无标度这一先验信息,所以其参数估计准确率低于本文

提出的模型, 以及 Liu 和 Ihler 的模型.
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表 2 数值实验结果 n=100, p=30

Table 2 The simulation results with n = 100, p = 30

Model KL loss FPR TPR FP TP FN TN

gLasso 1.999(0.406) 0.15 1.00 58.90 28.90 0.10 347.10

hgLasso 3.692(0.539) 0.22 1.00 90.20 29.00 0.00 315.80

2sLog L1 1.786(0.267) 0.10 1.00 40.50 29.00 0.00 365.50

2sLog L0.5 1.049(0.222) 0.04 0.99 17.10 28.80 0.20 388.90

1sLog L1 1.890(0.381) 0.11 1.00 44.80 29.00 0.00 361.20

1sLog L0.5 1.360(0.320) 0.06 0.99 36.30 28.70 0.30 379.70

表 3 数值实验结果 n=100, p=50

Table 3 The simulation results with n = 100, p = 50

Model KL loss FPR TPR FP TP FN TN

gLasso 4.463(0.519) 0.06 0.98 75.80 48.20 0.80 1100.20

hgLasso 6.308(0.845) 0.13 0.99 151.60 48.60 0.40 1024.40

2sLog L1 3.639(0.515) 0.05 0.99 59.80 48.50 0.50 1116.20

2sLog L0.5 1.849(0.372) 0.03 0.98 38.50 48.10 0.90 1137.50

表 4 数值实验结果 n=100, p=100

Table 4 The simulation results with n = 100, p = 100

Model KL loss FPR TPR FP TP FN TN

gLasso 12.021(1.162) 0.02 0.90 98.50 88.70 10.30 4752.50

hgLasso 12.718(0.714) 0.26 0.98 1289.00 97.10 1.90 3562.00

2sLog L1 10.149(880) 0.02 0.91 108.20 89.70 9.30 4742.80

2sLog L0.5 4.918(0.844) 0.02 0.91 76.90 90.40 8.60 4774.10

在模型选择方面, p = 20 时, 所提出的模型在所有模型中是最优的; p = 30, 50, 100 时, 没有一种

模型在所有方面是最优的. 下面用 p = 30 的两步迭代结果为例说明. 节点个数为 30 时, Liu 与 Ihler

的模型和本文的模型是效果最好的两个模型. 下面进一步比较, Liu 与 Ihler 的模型所得的网络 10 次

平均的 FP, TP, FN, TN 分别为 40.50, 29.00, 0, 365.50; 本文的模型 (q = 0.5) 10 次平均的 FP, TP,

FN, TN 分别为 17.10, 28.80, 0.20, 388.90. 在 FP, TN 方面, 本文的模型比 Liu 和 Ihler 的模型少了

23.4条错误的边,故所提出的模型明显好于 Liu和 Ihler的模型;而在 TP, FN方面,本文的模型比 Liu

和 Ihler 的模型少了平均 0.2 条正确的边. 故两个模型的能力相当, 或者说本文的模型稍弱于 Liu 和

Ihler的模型. 所以,虽然没有一个模型在所有方面是最优的,但是综合来看,本文的模型在其好的方面

具有较为明显的优势, 而在其他方面与最好模型能力相当. 另外可以看到, 本文的模型得出的网络更

稀疏, 更符合真实网络的特征.

故综合参数估计和模型选择, 本文的模型优于相关模型.

注 4 当 p 较小时, 如 p = 20, 30, 一步重赋权得出的解在参数估计和模型选择方面均表现良好.

然而, 当 p 增大时, 如 p = 50, 100, 其表现变差 (我们略去其结果). 这是由于定理 1 为低维结果, 而当

p = 50 时, 未知的参数已大约有 1250 个, 导致定理 1 失效. 所以研究模型的高维统计性质是我们未来

的工作.
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图 1 (网络版彩图)3 种模型应用于基因微阵列数据生成的网络

Figure 1 (Color online) Network estimated on gene microarray data. (a) Graphical Lasso; (b) the model proposed by
Liu and Ihler; (c) the model proposed in this paper. Each of the three networks has equal number of 120 edges. Red nodes

are hubs and non-hub nodes are colored by green. Obviously, in (b) and (c), hub nodes are more distinguishable from
non-hub nodes.

(a) (b) (c)

图 2 3 种模型应用于基因微阵列数据生成的网络对应的节点度 (取对数后) 的分布

Figure 2 Log-log plot of the degree distributions of the networks estimated on gene microarray data, where the horizontal

axis stands for the degrees of nodes after log transformations, and the vertical axis represents the corresponding proportions
of the number of nodes after log transformations. (a) Graphical lasso; (b) the model proposed by Liu and Ihler; (c) the
model proposed in this paper. Noticeably, in (b) and (c), the estimated networks are more scale-free.

4.2 基因微阵列数据

本小节将 Graphical Lasso [6], Liu 和 Ihler [12] 的模型及所提出的模型应用于基因微阵列数据 [23],

比较 3 种方法在模型选择, 参数估计以及生成无标度网络的能力. Chen 等 [24], Liu 和 Ihler [12] 均使用

该数据研究无标度网络的重建问题.

该数据为通过微阵列实验获得的酵母细胞的基因表达数据. 包括在 18 个时间点上采集的 102 个

基因的表达值, 即样本个数为 18, 维数为 102. 将 3 种模型分别应用于该数据. 与 Liu 和 Ihler 相同,

我们选取边数为 120 的网络. 图 1 为 3 种模型生成的网络, 图 2 为网络对应的节点度 (取对数后) 的

分布.

从图 1 可以看到, 与 Graphical Lasso 相比, 本文的模型及 Liu 和 Ihler 的模型生成的网络具有更
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明显的中心点 (Hubs). 且本文的模型与 Liu 和 Ihler 的模型生成的网络具有 3 个共同的中心点, 说明

二者之间发现中心点的能力相当.

图 2 为网络节点度 (取对数后) 的分布. 注意到当节点的度服从幂律分布, 即 P (d) ∝ d−α 时,

log(P (d)) = −αd+ c,

其中 c 为常数. 故取对数后, 无标度网络节点的度的分布应近似为线性的. 因此, 本文提出的模型及

Liu 和 Ihler 的模型生成的网络更具有无标度的特征.

与 Liu 和 Ihler 的工作相比, 所提模型的一大亮点为其具有良好的理论性质, 即当初值选择合理

时,一步重赋权算法得出的解具有 Oracle性质. 下面从参数估计角度说明所提出的模型较 Liu与 Ihler

的模型的优势. 由于真实的协方差矩阵的逆 Θ未知,因此不能类似于数值实验用 KL损失比较参数估

计准确率.比较原始数据的样本协方差矩阵与从估计出分布抽样得出的样本对应的协方差矩阵之间的

距离,从而判断这组数据更像是从哪个总体分布中抽样得出.具体地,假设原始数据的样本协方差矩阵

Σ̂ =
1

n
X ′X,

其中, X = (X1, . . . , X102) 为网络节点对应的 102 个变量的取值, n 为样本个数, 这里为 18. 假设 Liu

与 Ihler 的模型估计出的协方差矩阵为

Σ̂1 = Θ̂−1
1 ,

所提模型估计出的协方差矩阵为

Σ̂2 = Θ̂−1
2 .

从 N(0, Σ̂1)中随机抽出 18组数据 X(1), . . . , X(18),并计算其样本协方差矩阵 Σ̂11; 从 N(0, Σ̂2)中随机

抽出 18 组数据 Y (1), . . . , Y (18), 并计算其样本协方差矩阵 Σ̂22. 计算得

∥Σ̂− Σ̂11∥F = 2.305, ∥Σ̂− Σ̂22∥F = 1.877.

因此, 原始数据的样本协方差矩阵与本文估计模型抽样得出的样本协方差矩阵距离更小. 从而所提出

的模型具有更高的准确率.

5 结论

本文基于无标度先验研究图模型的结构学习问题. 通过在模型中引入 Log 型和 Lq 型惩罚函数的

复合惩罚, 构造了新的正则化模型. 本文采用了重赋权迭代算法求解这一模型. 通过在每一步迭代中

改变相应参数的权重, 使得度越大的节点在下一步迭代中具有更小的惩罚. 进一步, 本文证明了当初

值为 Σ̂−1 且正则化参数选择合理时, 一步重赋权的解具有 Oracle 性质. 实验表明, 所提出的模型更容

易生成具有无标度特征的网络且在参数估计、模型选择方面均有良好的效果.

本文主要关注 GGM, 相应结果可以推广到 Ising 模型 [25]、混合图模型 [26] 及多图模型 [27] 等. 以

上模型目前均在研究中.

致谢 感谢 Dai Yang 教授和 Liu Qiang 博士分享基因微阵列数据.
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Abstract In this paper, we consider the problem of structure learning in graphical models under the prior that

the underlying networks are scale free. We propose a novel regularization model, which incorporates the scale-free

prior, with a penalty that is a hybrid of the Log-type and Lq-type penalty functions. An iterative reweighted L1

algorithm is employed to solve the model. Numerical studies show that our method is both effective and practical

and performs well in terms of parameter estimation and model selection.
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