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摘要 本文提出了一种求解最小连通支配集问题的变深度邻域搜索 (VDNS)算法. 结合最小连通支

配集问题的特点, VDNS 算法采用了一种高效的邻域结构, 该邻域结构由一系列基础邻域动作组成,

合理地限制了搜索空间,提高了算法的搜索效率.同时,本文还提出了两种提高算法搜索效率的方法:

修剪搜索分支以及增量评估更新技术. 用本文提出的 VDNS 算法对当前国际文献公开的共 91 个算

例进行了测试, VDNS 算法能够在非常短的计算时间内改进其中 38 个算例, 优于此前国际文献中报

道的最好结果,表明了本文所提出的 VDNS算法的有效性.

关键词 元启发式算法 变深度邻域搜索 邻域结构 最小连通支配集 增量更新

1 引言

本文主要研究求解最小连通支配集问题的高效算法. 由于其与移动自组织网络的密切联系, 最小

连通支配集问题近年来受到越来越广泛的关注. 在移动自组织网络的建设中, 连通支配集在提高多

播/广播路由效率上起了关键作用. 使用连通支配集可有效缓解移动自组织网络中的广播风暴问题 [1].

对于支配集问题的研究, 最早可以追溯到雷达定位问题 [2], 以及文献 [3] 中介绍的特定网络通信问题.

现如今, 该问题的应用已渗透到技术创新的各个方面 [4, 5], 例如市场管理 [6]、电力系统故障管理 [7]、网

页图问题 [8]、传染性疾病的传播 [9, 10] 以及利用社交网络缓解社会问题 [11] 等等, 都与连通支配集问题

有较强的关联. 而与最小连通支配集问题直接相关的实际应用为无线传感器网络的规划问题 [12].

最小连通支配集问题与最多叶子生成树问题关系十分密切. 从此前的研究中得知, 这两个问题是

等价的 [13]. 文献 [14] 证明了这两个问题都是 NP 难的. 目前, 国内外文献中已有大量关于最小连通

支配集问题与最多叶子生成树问题的研究.文献 [13]介绍了用于求解最多叶子生成树问题的启发式算

法. 文献 [15] 介绍了一种用于在单位圆图中求解最小连通支配集问题的近似算法. 文献 [16] 介绍了

两个用于在常规图中求解连通支配集问题的近似算法. 该算法的基本思想为: 以图中度数最大的节点

为根节点产生一棵生成树, 在这颗树中的非叶子节点的集合构成一个连通支配集, 该算法的近似比为
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2(H(∆)+ 1). 文献 [17]介绍了一种用于求解最小连通支配集问题的启发式算法,该算法同样基于生成

树算法. 文献 [18, 19] 介绍的算法使用删除节点的方式来得到最小连通支配集. 文献 [20] 将文献 [16]

中的算法进行了扩展,并融入了蚁群算法框架,弥补了原始算法容易陷入局部极值的缺陷.文献 [21]介

绍了求解最小连通支配集问题的分支定界算法, 该算法在文献 [22] 中得到了改进. 文献 [22] 提出的两

种精确算法是目前已知的求解最小连通支配集问题的最好算法. 另一个与最小连通支配集问题较为相

似的问题是顶点覆盖问题, 顶点覆盖问题的研究可参见文献 [23,24]. 其中文献 [23] 介绍了一种用于求

解顶点覆盖问题的局部搜索算法, 该算法采用了一种称为边权策划的技术, 能够自适应地更新边的权

重以避免陷入局部极值.

本文提出了一种基于变深度邻域搜索的算法. 本算法采用了一种适合最小连通支配集问题的邻域

结构, 并给出了适用于此结构的增量更新评估方法. 基于该邻域结构, 本文提出的算法具有较高的求

解效率. 在与前人算法的对比中, 本文给出的变深度邻域算法具有一定的竞争力, 改进了 38 个算例的

当前最优解.

本文的组织结构如下: 第 2 节介绍最小连通支配集问题; 第 3 节介绍求解最小连通支配集问题

的变深度邻域搜索算法; 第 4 节为实验与分析, 详细对比了本文提出的 VDNS 算法与前人的算法; 第

5 节为分析和讨论, 对本文提出的算法的特性进行了分析; 第 6 节对全文进行了总结.

2 问题模型

对于一个无向图 G = (V,E), 其支配集 D∗ 为满足如下条件的集合: D∗ ∈ V , 且图中所有节点到

D∗ 的距离不超过 1. 若一个支配集 D∗, 由其节点组成的子图 G(D∗) = (D,E(D∗)) 是连通图, 那么这

个支配集称为一个连通支配集 (CDS). 最小连通支配集问题可描述为, 找到给定无向图中拥有节点数

最少的连通支配集.

假设逻辑变量 yi 为节点 i 的决策变量, 若节点 i 是支配集中的节点, 则 yi = 1, 否则 yi = 0. 定义

集合 Γ(i) 为包含节点 i 以及与节点 i 相邻的节点的集合. 那么最小连通支配集问题的模型如下:

minimize :
∑
i∈V

yi, (1)∑
j∈Γ(i)

yj > 1, ∀i ∈ V, (2)

connected(y), (3)

yi ∈ {0, 1}, i ∈ V. (4)

约束 (1) 为最小连通支配集问题的目标函数; 约束 (2) 保证每一个节点都被支配集所支配; 约

束 (3) 保证支配集的连通性, 其具体内容参见文献 [22].

3 变深度邻域搜索算法

最小连通支配集问题是一个典型的 NP 难组合优化问题. 对于组合优化问题, 一种较为有效的方

案是将其转化为一系列的判定问题来求解, 这两者在本质上是一致的. 在某些情况下, 判定问题更容

易设计出有针对性的邻域结构. 例如,目前求解顶点覆盖问题的最好的启发式算法都是基于这种方案,

可参见文献 [23,24].
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本文所研究的最小连通支配集问题, 其对应的判定问题为给定大小的连通支配集问题, 即是否能

在给定无向图中找到节点数为给定值的连通支配集. 对于一个最小连通支配集问题, 求解方法如下:

给定一个足够大的常数 k, 求解是否能够找到节点数为 k 的连通支配集 (k-CDS); 若能够找到节点数

为 k 的连通支配集, 则将 k 值减小到 k− 1, 并重新求解节点数为 k 的连通支配集; 重复上述过程直到

满足终止条件. 算法总体框架见算法 1.

算法 1 算法主框架

1: Input G = (V,E)

2: 使用贪心算法生成一个合法的 D∗

3: 令 k ← |D∗| − 1

4: repeat

5: 产生一个初始 k-CDS 格局

6: 使用 VDNS 找到 k-CDS 可行解

7: k ← k − 1

8: until 满足终止条件

9: return (k + 1)-CDS 可行解

继承前次迭代的可行解并去掉一个非关键节点 (非关键节点定义见第 3.3 小节), 通过这种方式可

以得到每次迭代的初始格局. 对于第一次迭代, 可继承由贪心算法得到的解. 迭代的终止条件可设定

为算法运行到达运行时间限制或 k 小于问题已知下界.

很明显能够看出, k 值越小, 其对应的连通支配集 (k-CDS) 问题越难求解. 本文的算法按照循序

渐进的方式逐渐增加问题难度, 最终求解原始问题. 在以下章节中, 本文主要讨论如何求解固定 k 值

的连通支配集问题 (k-CDS).

变深度邻域搜索 (VDNS) [25] 是一种可以对大邻域进行搜索并找到高质量局部最优值的超大规模

邻域搜索 [26]算法. VDNS采用自适应的方式启发式地搜索一系列逐级加深的邻域空间N1, N2, . . . , Nm,

这里 m 指 VDNS 的搜索深度. 一个典型的 VDNS 邻域结构定义如下: 单变邻域结构 N1, 仅一个变量

发生改变的邻域结构; 双变邻域结构 N2, 交换两个变量的邻域结构. 一般情况下, m 变邻域结构会改

变 m 个变量的值. 为了减少搜索所用时间, VDNS 通常并不会搜索全部的邻域结构. VDNS 在多个组

合优化问题上得到广泛运用, 例如旅行商问题 (TSP) [25]、带时间窗的车辆路由问题 [27]、广义分配问

题 [28] 以及护士排班问题 [29] 等. 关于更多的 VDNS 算法描述, 可参见文献 [26].

3.1 初始化

VDNS 算法使用一个快速的贪心算法确定初始 k 值的大小, 并确定初始格局. 此初始解生成算法

基于生成树算法, 其核心思想为用生长的方式构造图 G 的生成树 T , 具体描述如下所述.

首先选择图中度数最大的节点作为 T 的根节点. 在每次迭代中, 选择 T 中的一个节点 v, 将节点

v 所有不在 T 中的邻居节点加入 T ; 最终 T 将成为图 G 的生成树. 选择 T 中所有非叶子节点组成初

始连通支配集. 初始状态下图 G 中所有节点均处于未标记状态 (记为白色). 当考查某节点时 (将该节

点标记为黑色), 将其所有不在 T 中的邻居节点加入 T (标记这些节点为灰色). 由此, 那些处于 T 中

且未被考查过的节点为 T 的叶子节点 (灰色节点). 算法迭代考查灰色节点, 直到 G 中所有节点均被

标记为黑色或灰色. 至此, 所有黑色节点的集合可认为是 G 的一个连通支配集.
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3.2 搜索空间与评估函数

当为一个组合优化问题设计局部搜索算法时, 需要先定义其搜索空间. 在定义本文所介绍的

VDNS 算法的搜索空间之前, 首先定义一些重要的符号.

D: 满足如下条件的点集合, D ⊆ V , 并且由 D 组成的图 G(D) = (D,E(D)) 是原图 G 的一个连

通子图.

D+: 被 D 所支配但不属于 D 的节点的集合, 形式化定义为

D+ = {j : j /∈ D, {i, j} ∈ E, i ∈ D}.

D−: 没有被 D+ 所支配的节点集, 形式化定义为

D− = V −D −D+.

很明显, 这 3 个集合构成了集合 V 的一个划分. 若 D− 为空集, 那么可以认为 D 为图 G 的一个

连通支配集. 本文所介绍的 VDNS 算法的基本思路便是在不改变图 G(D) 的连通性以及 D 中节点个

数的情况下, 通过改变 D 中的节点来使得 D− 中节点个数降为 0, 使得 D 成为图 G 的连通支配集,

从而求解 k-CDS 问题.

在 VDNS算法中, 搜索空间包含了点集 D 的所有情况. 例如,对于一个 k-CDS问题, VDNS搜索

空间的大小不超过 Ck
|V |. 在实际求解过程中, 算法可以通过一系列特殊的机制来缩小搜索空间. 在后

续的章节中, 会详细介绍这些机制.

给定一个 k-CDS 问题的格局记为 X, 其可由 D, D+ 以及 D− 这 3 个集合唯一确定, 即 X =

(D,D+, D−). k-CDS 问题的评价函数可以定义为

f(X) = |D−|,

即目标函数值为没有被 D 所支配的节点的个数. 因此, 当 f(X) = 0 时, D 即为所求解问题的解.

3.3 邻域结构

在局部搜索中, 将一个操作 p 作用于某个格局 X, 可以将此格局变成其邻居格局, 记为 X ⊕ p. 若

P (X) 为所有格局 X 的可选操作集合, 则 X 的邻域结构可以定义为 N(X) = {X ⊕ p : p ∈ P (X)}.
在变深度邻域搜索算法的设计中, 最重要的一环就是如何设计出一个足够简单, 并且经过组合可

以形成足够复杂动作的基础操作. 在本文中, 定义交换为 VDNS 算法的基础操作. 所谓交换操作即从

D 中取出一个节点 ni, 同时选取 D+ 中的一个节点 nj 加入到 D 中, 记为 p = (ni, nj). 因此, 对于某

个格局,其基础邻域结构的大小不超过 O(|D||D+|). 由此, 可定义本文所述的 VDNS的邻域结构如下:

N1 = {X ⊕ p : p = (ni, ni′), ni ∈ D,ni′ ∈ D+},

N2 = {X ⊕ p : p = ((ni, ni′), (nj , nj′)), ni ∈ D,ni′ ∈ D+, nj ∈ D,nj′ ∈ D+},

N3 = {X ⊕ p : p = ((ni, ni′), (nj , nj′), (ns, ns′)), ni ∈ D,ni′ ∈ D+,

nj ∈ D,nj′ ∈ D+, ns ∈ D,ns′ ∈ D+}.

其中 N1 表示交换一对节点所得到的邻域解集合; N2 表示连续交换两对节点所得到的邻域解集合; N3

表示连续交换三对节点所得到的邻域解集合. 在每次迭代中 VDNS 算法优先搜索邻域 N1; 若不能在
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N1 中找到改进操作, 则搜索邻域 N2; 若在 N2 中也不能找到改进操作, 则搜索邻域 N3. 若 3 个邻域

中均没有改进操作, 则随机选取一个使目标函数增加最少的操作. 对于 N2 和 N3, 应先交换第一对节

点, 然后再交换第 2 对 (和第 3 对) 节点.

本文所述算法在搜索时保证 G(D) 的连通性不发生改变. 也就是说, 操作 p = (ni, nj) 中的节点应

从 G(D) 中的非关键节点 (记为 Ḋ) 中选取. 因此, 在本算法中, 对于一个格局 X, 其基础操作的邻域

大小为 O(|Ḋ||D+|). 如果在图 G 中去掉一个节点后, 该图的连通分支数量增加, 则称该节点为 G 的

关键节点, 关键节点又称作割点. 其中连通分支为图 G 中的一个极大连通子图. 所谓图 G 的非关键

节点, 即为图 G 中除关键节点外的其他所有节点. 由于 ni 不是 G(D) 的关键节点, 那么从 D 中去除

ni 不会影响 G(D) 的连通性; 而 nj 与 D 相邻, 那么在 D 中加入 nj 也不会影响 G(D) 的连通性. 若

操作 (ni, nj) 中 ni 是 nj 连接到 D 的唯一节点, 那么不考虑这个操作. 因为此操作执行之后会破坏图

G(D) 的连通性. 综上所述, 操作 p = (ni, nj) 可以确保得到的 G(D) 仍然是 G 的连通子图. 寻找关键

节点的算法参见文献 [30], 关键节点的确定算法是一个线性时间算法, 其时间复杂度为 O(|V | + |E|).
每次局部搜索迭代中, 只需执行一次该算法即可把当前格局中所有的关键节点找出来.

3.4 变深度邻域搜索算法

使用大邻域搜索通常能够得到更好的结果, 但是也会消耗更多的计算时间. 因此, 比较常见的做

法是优先使用小邻域进行搜索, 当搜索遇到局部极值时扩大邻域范围继续搜索.

算法 2 描述了变深度邻域搜索算法的主要过程. 在每一次迭代中, 子过程 find moves 根据搜索深

度返回数个基础操作.若找到的操作集能够改进当前格局,则执行这些动作,否则增加搜索深度直到达

到最大深度限制. 在单次迭代中, 依次执行最优操作集中的各个操作. 在算法 2 中, M 表示算法能够

搜索的最大深度, 在本文中 M = 3.

算法 2 变深度邻域搜索

1: Input X

2: while f(X) > 0 do

3: moves← Φ

4: best delta←∞
5: for depth = 1 to M do

6: current moves← find moves(depth)

7: if ∆f(current moves) < 0 then

8: moves← current moves

9: best delta← ∆f(current moves)

10: break

11: else if ∆f(current moves) < best delta then

12: moves← current moves

13: best delta← ∆f(current moves)

14: end if

15: end for

16: for ∀(ni, nj) ∈ moves do

17: 设置 ni 的禁忌步长

18: 执行操作 (ni, nj)

19: end for

20: end while

21: return X
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本算法引用了禁忌机制 [31],在一定程度上保证了算法的疏散性. 禁忌算法被认为是一种高效的用

于求解组合优化问题的算法策略 [32]. 禁忌搜索与普通局部搜索的差异在于: 在每次进行邻域操作之

后, 将相应的变量设为禁忌状态, 并在后续的动作中不考虑被禁忌的变量. 通常被禁忌的变量在一定

时长之后会被解禁, 这个时长称为禁忌步长. 禁忌机制通常使用禁忌表来实现, 禁忌表是一个用于记

录每个禁忌对象的禁忌步长的数据结构. 禁忌机制保证了算法在一定跨度内不会重复访问某格局, 避

免算法陷入局部极值.针对 k-CDS问题,本文所述算法使用的禁忌策略为:从 D 中移出的节点在一定

迭代次数内不会被再次移入 D, 其中禁忌长度设置为 50.

算法 3 描述了本文所述 VDNS 算法的邻域评估算法 (即算法 2 中的 find moves 子过程), 它返回

一个由一连串基础动作组成的复合操作. find moves 子过程使用递归的方式实现, 在每次递归中找出

使目标函数值 f(X) 下降最大的基础操作, 最后返回所有找到的基础操作集合. 它接受的参数 m 为当

前搜索的最大深度. 算法 3 中第 5 行, 子过程 compare moves 管理可选操作集 candidate moves, 保证

存在此集合中的元素为拥有最小 ∆f 值的操作. 如果此次递归深度小于最大递归深度, 算法会分别执

行这些操作, 并找出下一个深度的最优操作. 从下层递归中返回时, 需要回退之前所作的操作, 以保证

格局的一致性. 若当前递归已达到深度限制, 那么从集合 candidate moves 中随机选取一个元素返回

到上层.

算法 3 邻域评估 find moves

1: Input m

2: candidate moves← Φ

3: best chain← Φ

4: for ∀ni ∈ Ḋ and ∀nj ∈ D+ do

5: compare moves(candidate moves, (ni, nj))

6: end for

7: if m > 1 then

8: for (ni, nj) ∈ candidate moves do

9: 执行操作 (ni, nj)

10: moves← {(ni, nj)} ∪ find moves(m− 1)

11: 执行操作 (nj , ni)

12: if ∆f(best chain) > ∆f(moves) then

13: best chain← moves

14: end if

15: end for

16: else

17: best chain← 从 candidate moves 中随机选取一个元素

18: end if

19: return best chain

为了使算法的搜索过程更加快速, 可以使用一些技巧来缩小算法的搜索空间. 首先, 限定集合

candidate moves 的大小不超过 3, 若拥有最小 ∆f 值的操作多于 3 个, 算法随机保留其中 3 个进入下

层递归搜索. 其次, 在搜索中引入了剪枝策略, 若当前分支的动作 ∆f 值之和大于 2, 则对当前分支不

再继续搜索. 通常情况下, 一个基础操作的 ∆f 值在 −1 到 1 之间, 若当前 ∆f 的总和超过 2, 根据实

验发现, 很难在后续的搜索中找到将 ∆f 转变为负值的操作, 因此不再搜索 ∆f 总值超过 2 的分支.
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3.5 增量评估方法

对于邻域搜索算法, 是否能够快速地评估邻域解的质量是至关重要的. 为了达到这个目的, 算法

中设计了一套增量更新机制来快速地确定每一个基础操作的 ∆f 值. 本文所述算法通过管理表 L 来

达到快速更新的目的. 表中的元素 L[i] (1 6 i 6 n) 记录了 D 中连接到节点 i 的节点的个数,

L[i] = |j : {i, j} ∈ E, j ∈ D|.

很容易看出, 若 L[i] = 0 则说明节点 i 没有被 D 所支配, 即 i ∈ D−. 那么当前格局的目标函数值

只需要通过统计表 L 中值为 0 的元素的个数即可求得. 实际上, 由于每个动作仅影响部分节点, 并不

会使表 L 整体发生改变, 所以并不需要对整个表 L 进行扫描来得到目标函数值的变化量. 对于某基

础动作 (ni, nj), 其对于整体目标函数值的改变量可以按照如下方式快速计算:

∆f(X)(ni,nj) = |{np : np ∈ Cni , L[np] = 1}| − |{nq : nq ∈ Cnj , L[nq] = 0}|,

其中, Cni 与 Cnj 分别表示节点 ni 和 nj 的邻居节点集. 若 ni 的某邻居节点 np 在表 L 中的值为 1,

说明其与 D 的连接点只有 ni. 若将 ni 移出 D, 则 np 必将不再被 D 所支配. 若 nj 的邻居节点 nq 在

表 L 中的值为 0, 说明其暂时不被 D 所支配. 若将 nj 移入 D, 则 nq 必将处于被支配的状态. 而此过

程中其他节点与 D 的连接状态并不发生变化, 所以目标函数的变化值即为这两类节点个数的差值.

当执行某个操作之后,表 L的值也会发生改变.同样地,并不需要将表 L进行整体的重新计算,而

是对其中个别相关元素进行更新. 计算方法如下:

对于所有 ni 的邻居节点 np, 执行 L[np]← L[np]− 1;

对于所有 nj 的邻居节点 nq, 执行 L[nq]← L[nq] + 1.

由此, 对操作 (ni, nj) 的评估以及对动作执行后对表 L 更新的算法的时间复杂度均为 O(|Cni
| +

|Cnj |).
需要注意的是, 表 L 在算法的最开始时是需要整体计算初始值的, 在之后的局部搜索中只需要使

用上述方法更新即可.

4 算例与实验结果

使用文献 [20, 22] 中的 3 组公共算例对本文提出的 VDNS 算法进行了测试, 这些算例的规模 |V |
在 30 ∼ 400 之间, 是较大规模的最小连通支配集问题算例. 将本文所介绍的 VDNS 算法与文献 [20]

中的两种蚁群算法以及文献 [22] 中提到的 6 个精确算法进行了对比. 除此之外, 还使用了随机生成

的大规模算例, 对所提出的 VDNS 算法的伸缩性进行了测试. 本文所述 VDNS 算法使用 JAVA 语言

实现, 测试运行的 PC 机运行环境为 Core i3 3.1 GHz CPU 和 4.0 GB RAM, 操作系统为 Windows 7,

JVM 为 Oracle JRE 1.8. 采用随机种子对这些基准测试算例测试 20 次, 每次计算时间 300 s.

4.1 算法参数调节

本小节采用一组对比试验来确定 VDNS 算法中的两个重要参数.

• 邻域深度 M , VDNS 所搜索的邻域深度. 在本试验中, 测试了 3 个 M 值: 1, 3, 5. 当值设为 1 时,

表示算法仅使用单一交换动作作为邻域动作.

• 禁忌步长 tt, 动作执行后节点被禁忌的步长. 在本试验中, 测试了 3 个 tt 值: 10, 50, 100.
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表 1 参数性能对比

Table 1 Parameter setting performance

Parameters Average

M tt Gap (%) Time (s)

1 10 2.32 12

1 50 1.57 17

1 100 1.57 17

3 10 4.49 82

3 50 0.62 78

3 100 0.62 79

5 10 5.76 182

5 50 2.33 167

5 100 2.51 141

这两个参数都与算法疏散性相关 (算法的集中性由邻域搜索体现). 通常来说, 这两个参数取值越

大, 算法的疏散性越好. 过大或者过小的疏散性都不利于问题的求解. 疏散性与集中性之间的平衡对

于算法是至关重要的.

该实验中, 使用了文献 [22]中节点个数为 200的算例来进行参数测试.这些算例属于较难的算例,

图密度从 5% ∼ 70%. 试验中记录 VDNS 算法能够在规定时间内达到的最优解, 以及达到最优解的最

短时间. 每组算例对于参数 M 和 tt 的不同组合使用不同的随机种子各计算 10 次.

由表 1 可以看出, 搜索深度越深, 算法耗时越长. 在规定的时间内, 更深的搜索深度并不能帮助算

法得到更好的解. 当搜索深度为 1 时, 算法求解速度最快, 但结果并不如深度为 3 的情况好. 由此可

知, 变深度的邻域有助于算法跳出局部极值. 禁忌步长 50 与 100 的差距不大, 但从表 1 中可知, 过短

的禁忌步长不足以使搜索跳出局部极值. 从表 1 中可以发现当 M = 3, tt = 50 时, 算法能够给出相对

较好的结果. 因此在以下的章节中, 使用这组参数设置进行实验.

4.2 LPNMR 算例测试结果

本节使用了第十届逻辑编程与非单调推理国际会议 (LPNMR) 上提出的基准算例对 VDNS 算法

进行测试. 将本文所述算法与文献 [20] 中的两个蚁群算法进行了对比, 对比结果如表 2. 表 2 中第

2 列为各算例当前已知的最优解, 第 3 列为 VDNS 算法得出的解的平均值, 后两列为文献 [20] 中的两

个蚁群算法得出的解的平均值. 括号中的数值为平均计算时间. 两个蚁群算法均使用 C# 语言实现,

测试平台为 Dell OptiPlex 755, Intel Core2 CPU E8500 3.16 GHz 3 GB RAM.

由表 2 可以看出, VDNS 算法的结果十分稳定. 对于所有的测试算例, VDNS 都能够在极短的时

间内找出历史最优解. 按照文献 [20] 的描述, 两个蚁群算法虽然也能够算出所有的历史最优值, 但结

果并不十分稳定, 且耗时相对较长. 由此可以看出, 在这些算例上, VDNS 算法相比文献中介绍的蚁群

算法具有较明显的优势.

4.3 随机算例测试结果

第 2组算例为文献 [20]中作者随机生成的大规模算例. 算例生成方法如下: 在一个 N×N 的固定

区域中随机选取一定数量的节点作为算例的图节点; 若两节点 i, j 之间的距离小于某常数 R,则 {i, j}
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表 2 LPNMR 算例的计算结果

Table 2 Result for the LPNMR instances

Instance Best VDNS ACO ACO + PCS

40*200 5 5.0(<1) 5.8(3) 5.3(4)

45*200 5 5.0(<1) 5.8(3) 5.5(4)

50*250(1) 8 8.0(<1) 8.1(4) 8.0(6)

50*250(2) 7 7.0(<1) 7.5(5) 7.1(6)

55*250 8 8.0(<1) 8.8(5) 8.3(7)

60*400 7 7.0(<1) 7.0(6) 7.0(9)

70*250 13 13.0(<1) 14.2(11) 13.9(13)

80*500 9 9.0(<1) 10.0(12) 9.8(16)

90*600 10 10.0(<1) 10.9(14) 10.6(17)

表 3 随机算例计算结果 I

Table 3 Result for the random instances I

Instance LB
VDNS ACO ACO + PCS

Best (300 s) Best (30 s) Gap (%) Best Gap (%) Best Gap (%)

n400 80 r60 15 18 18 20 20 33.3 19 26.7

n400 80 r70 12 14 14 16.7 16 33.3 15 25

n400 80 r80 10 12 12 20 12 20 12 20

n400 80 r90 8 10 10 25 11 37.5 11 37.5

n400 80 r100 7 8 8 14.3 8 14.3 8 14.3

n400 80 r110 6 7 7 16.7 8 33.3 8 33.3

n400 80 r120 6 6 6 0 7 16.7 7 16.7

n600 100 r80 18 21 21 16.7 23 27.8 22 22.2

n600 100 r90 16 19 19 18.8 22 37.5 21 31.3

n600 100 r100 14 16 16 14.3 17 21.4 17 21.4

n600 100 r110 12 15 15 25 15 25 15 25

n600 100 r120 10 13 13 30 15 50 14 40

n700 200 r70 31 39 39 25.8 46 48.4 46 48.4

n700 200 r80 26 33 33 26.9 41 57.7 41 57.7

n700 200 r90 21 27 27 28.6 34 62.0 33 57.2

n700 200 r100 18 23 23 27.8 28 55.6 28 55.6

n700 200 r110 16 20 20 25 23 43.8 22 37.5

n700 200 r120 13 17 17 30.8 21 61.5 21 61.5

是算例图中的一条边. 该组随机算例共有 41个,节点数由 80至 400不等. 计算结果如表 3和 4所示.

其中 “LB” 代表该算例最优解的最小界限, 其计算方法参见文献 [22]. Gap 值的计算方式为 Gap =(最

小值 − 下界)/下界 ×100%. “Best (300 s)” 列记录 VDNS 算法在 300s 内能够达到的最好结果, “Best

(30 s)” 列记录 VDNS 算法在 30 s 内能够达到的最好结果, 其中粗体的结果表示相应算法取得的结果

优于其他算法.
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表 4 随机算例计算结果 II

Table 4 Result for the random instances II

Instance LB
VDNS ACO MMAS ACO + PCS

Best (300 s) Best (30 s) Gap (%) Best Gap (%) Best Gap (%)

n1000 200 r100 31 39 39 25.8 46 48.4 46 48.4

n1000 200 r110 27 34 34 25.9 43 59.3 42 55.6

n1000 200 r120 24 30 30 25 37 54.2 37 54.2

n1000 200 r130 21 26 26 23.8 32 52.4 32 52.4

n1000 200 r140 18 23 23 27.8 30 66.7 29 61.1

n1000 200 r150 17 21 21 23.5 28 64.7 26 53.0

n1000 200 r160 15 20 20 33.3 24 60 25 66.7

n1500 250 r130 40 49 49 22.5 60 50 60 50

n1500 250 r140 36 44 44 22.2 53 47.2 52 44.4

n1500 250 r150 32 41 41 28.1 51 59.4 51 59.4

n1500 250 r160 29 38 38 31.0 47 62.0 45 55.2

n2000 300 r200 33 42 43 27.3 55 66.7 52 57.6

n2000 300 r210 30 39 39 30 51 70 50 66.7

n2000 300 r220 28 36 36 28.6 47 67.9 45 60.7

n2000 300 r230 26 36 36 38.5 44 69.2 44 69.2

n2500 350 r200 49 61 61 24.5 79 61.2 79 61.2

n2500 350 r210 45 58 58 28.9 75 66.7 74 64.4

n2500 350 r220 42 56 56 33.3 68 61.9 69 64.3

n2500 350 r230 39 50 50 28.2 66 69.2 66 69.2

n3000 400 r210 61 76 77 24.6 99 62.3 98 60.7

n3000 400 r220 56 72 73 28.6 88 57.1 91 62.5

n3000 400 r230 53 67 68 26.4 86 62.3 86 62.3

n3000 400 r240 49 63 65 28.6 82 67.3 80 63.3

由表 3 和 4 可以看到, 本文所述 VDNS 算法的结果全面超越了蚁群算法 ACO 和 ACO+PCS. 除

n400 80 r80, n400 80 r100和 n600 100 r110这 3个算例结果相同外, VDNS算法对其他算例的结果都

优于文献中蚁群算法的结果.观察算例属性得知,这 3个算例属于规模相对较小的算例. 且随着算例规

模增大, 蚁群算法结果与 VDNS 算法结果的差距也越来越大. 表中两种蚁群算法 ACO 和 ACO+PCS

的计算结果的数据来源于文献 [20]. 由于该文献没有报道各算例的具体计算时间, 且没有提供相应的

算法源程序, 因此表中没有给出蚁群算法的计算时间. 但从计算结果可以看出, 在计算时间为 30 s 的

情况下, VDNS 算法的结果仍明显优于蚁群算法所得结果. 从表 2 也可以看出, 对于小规模的算例,

VDNS 算法找到最优解的速度要优于蚁群算法. 该计算结果表明, VDNS 算法是求解最小连通支配集

问题的一种有效算法.

由表 3 可以看出, 对于较小规模的算例, VDNS 算法的计算结果在 30 s 和 300 s 两种计算时间内

没有明显的区别.而表 4中的计算结果表明, 对于大规模算例, VDNS算法可以在 300 s的计算时间内

得到比 30 s 的计算时间内更好的结果. 由此可知, VDNS 算法对于中小规模的算例能够在较短的计算

时间内找到最优解或近似最优解; 而对于大规模的算例, VDNS 算法需要相对较长的计算时间.
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表 5 VDNS 与精确算法对比结果 I

Table 5 Comparison with the exact algorithm I

Instance LB VDNS SAHY IPHY SABE IPBE SABC IPBC

v30 d10 15 15(7) 15(12) 15(8) 15(41) 15(24) 15(<1) 15(<1)

v30 d20 7 7(<1) 7(<1) 7(<1) 7(<1) 7(<1) 7(<1) 7(<1)

v30 d30 4 4(<1) 4(<1) 4(<1) 4(<1) 4(<1) 4(<1) 4(<1)

v30 d50 3 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1)

v30 d70 2 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1)

v50 d5 31 31(<1) 31(22) 31(9) 31(>3600) 31(>3600) 31(<1) 31(<1)

v50 d10 12 12(<1) 12(2) 12(1) 12(12) 12(1) 12(<1) 12(<1)

v50 d20 7 7(<1) 7(<1) 7(<1) 7(<1) 7(<1) 7(<1) 7(<1)

v50 d30 5 5(<1) 5(<1) 5(<1) 5(<1) 5(<1) 5(<1) 5(<1)

v50 d50 3 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1)

v50 d70 2 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1)

v70 d5 27 27(<1) 29(>3600) 27(290) 29(>3600) 29(>3600) 27(1) 27(<1)

v70 d10 13 13(<1) 13(25) 13(1) 13(1) 13(1) 13(14) 13(5)

v70 d20 7 7(<1) 7(1) 7(<1) 7(<1) 7(<1) 7(2) 7(1)

v70 d30 5 5(<1) 5(<1) 5(<1) 5(<1) 5(<1) 5(1) 5(<1)

v70 d50 3 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1) 3(<1)

v70 d70 2 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1) 2(<1)

v100 d5 24 24(18) 24(970) 24(35) 24(2542) 24(1963) 24(38) 24(65)

v100 d10 13 13(1) 13(2) 13(1) 13(<1) 13(<1) 13(17) 13(35)

v100 d20 8 8(1) 8(6) 8(2) 8(1) 8(1) 8(205) 8(534)

v100 d30 6 6(1) 6(11) 6(4) 6(3) 6(2) 6(209) 6(275)

v100 d50 4 4(1) 4(3) 4(1) 4(1) 4(<1) 4(40) 4(27)

v100 d70 3 3(1) 3(1) 3(<1) 3(1) 3(<1) 3(12) 3(12)

v120 d5 25 25(3) 25(1118) 25(27) 25(3) 25(10) 25(705) 25(105)

v120 d10 13 13(1) 13(56) 13(18) 13(3) 13(3) 13(>3600) 15(>3600)

v120 d20 8 8(2) 8(16) 8(8) 8(5) 8(3) 8(828) 8(>3600)

v120 d30 6 6(3) 6(14) 6(7) 6(5) 6(4) 6(496) 6(1039)

v120 d50 4 4(1) 4(8) 4(4) 4(4) 4(2) 4(161) 4(153)

v120 d70 3 3(1) 3(2) 3(2) 3(2) 3(<1) 3(34) 3(26)

v150 d5 26 26(15) 27(>3600) 26(>3600) 26(1047) 26(259) 27(>3600) 27(>3600)

v150 d10 14 14(17) 14(651) 14(195) 14(51) 14(28) 15(>3600) 15(>3600)

v150 d20 9 9(195) 9(2117) 9(902) 9(366) 9(273) 9(>3600) 9(>3600)

v150 d30 6 6(8) 6(34) 6(24) 6(21) 6(11) 6(2077) 6(>3600)

v150 d50 4 4(3) 4(17) 4(10) 4(7) 4(5) 4(535) 4(342)

v150 d70 3 3(3) 3(5) 3(2) 3(4) 3(<1) 3(51) 3(45)

v200 d5 27 28(18) 29(>3600) 28(>3600) 29(>3600) 27(1658) 29(>3600) 29(>3600)

v200 d10 16 16(247) 16(>3600) 16(>3600) 16(>3600) 16(>3600) 16(>3600) 16(>3600)
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表 5 续

Instance LB VDNS SAHY IPHY SABE IPBE SABC IPBC

v200 d20 9 9(163) 9(>3600) 9(>3600) 9(1687) 9(1943) 9(>3600) 9(>3600)

v200 d30 7 7(59) 7(>3600) 7(>3600) 7(3208) 7(1848) 7(>3600) 7(>3600)

v200 d50 4 4(9) 4(41) 4(28) 4(24) 4(19) 4(2247) 4(1279)

v200 d70 3 3(2) 3(9) 3(5) 3(10) 3(<1) 3(334) 3(261)

表 6 VDNS 与精确算法对比结果 III

Table 6 Comparison with the exact algorithm III

VDNS SAHY IPHY SABE IBPE SABC IPBC

Succeed 40 35 36 37 38 33 31

Fail 1 6 5 4 3 8 10

Success rate 97.6% 85.4% 87.8% 90.2% 92.7% 80.5% 75.6%

4.4 与精确算法的对比

本节将 VDNS 算法与文献 [22] 中提出的 6 个精确算法进行对比. 这 6 个精确算法分别为独立

分支限界算法 (SABC)、迭代探测分支限界算法 (IPBC)、独立分解算法 (SABE)、迭代探测分解算法

(IPBE)、独立混合算法 (SAHY) 以及迭代探测混合算法 (IPHY). 其中两个混合算法与两个分解算法

是现有的求解最小连通支配集问题的最佳算法, 是该领域的里程碑算法. 6 个精确算法均使用 c 语言

实现, 其实验平台为 Intel XEON E5405 2.0 GHz 8 GB RAM.

本节的对比试验使用了与文献 [22]中相同的算例. 该组图密度从 5% ∼ 70%,节点个数由 30 ∼ 200,

最早由文献 [13] 引入.

实验对比结果见表 5,其中 “VDNS”列表示由 VDNS算法得到的平均结果,后 6列的数据来自文

献 [22],括号中的数字代表算法得到相应结果所需的平均计算时间. 粗体字代表结果与下界相同,即算

法算出该算例的最优解. 斜体表示得到结果的时间超过 1 h. 表 6 是表 5 的汇总, 显示了各算法在 1 h

内成功求出最优解的算例的个数.

可以看出,除算例 v200 d5外, VDNS算法对其余 40个算例均能找到最优解. 对比其他 6个算法,

VDNS算法在 1 h的计算时间内成功率达到 97.6%. 并且,对于某些复杂算例, VDNS算法求解速度更

快. 这些数据表明, 本文所述 VDNS 算法是求解最小连通支配集求解问题的一种高效算法.

4.5 算法的伸缩性测试

本小节使用一些更大规模的算例图来检测 VDNS算法的伸缩性. 在本试验中,随机生成 5个节点

数为 1000, 两点连接概率从 1% 至 5% 的平面图1). 实验结果见表 7. 由于采用的算例规模较大, 在本

实验中, 将算法运行时间增长为 10 min, 其他运行环境不变.

由表 7可以看出,本文所述 VDNS算法对于大规模算例也能够很好地进行求解. 从以上所有实验

可以看出, VDNS 算法能够求解的算例规模比较广泛 (|V | = 30 ∼ 1000), 且在计算大规模算例时, 也能

保持较低的内存资源消耗. 由此说明, VDNS 算法的伸缩性是较好的.

1) 生成器可在 http://web.cs.ualberta.ca/ joe/Coloring/index.html 下载.
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表 7 大规模算例计算结果

Table 7 Result for the large instances

Instance Connection probability (%) LB VDNS Memory (MB)

flat1000 1 1 100 142 54.2

flat1000 2 2 51 85 47.8

flat1000 3 3 34 61 77.8

flat1000 4 4 25 49 70.0

flat1000 5 5 21 42 68.2

图 1 增量更新算法对比

Figure 1 Comparison between the evaluation methods. (a) 40*200; (b) 55*250; (c) n600 100 r90; (d) n1000 200 r140

5 分析与讨论

对于局部搜索算法, 如何进行有效的邻域评估是至关重要的. 一种好的邻域评估策略可以使算法

在更短的时间内搜索到更多的邻域空间,从而得到更好的结果.在第 3.5小节中,本文介绍了一种增量

评估方法, 该方法使用表 L 来快速计算某动作的目标函数值的改变量. 为了检验该策略是否有效, 设

计了如下对比实验.

本试验对比了以下两个版本的 VDNS 算法: (1) 本文所述的使用快速增量更新策略的 VDNS 算
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法 (FES); (2) 与本文所述 VDNS 算法求解思想相同, 但不使用快速增量更新方法而每次从头计算动

作改变量的算法 (ACS). 对每一个算例分别使用这两种算法进行求解, 并记录每次迭代所使用的累计

时长. 从两组算例中分别选取两个算例的对比结果进行分析, 见图 1. 值得注意的是, 其他算例也能得

到类似的结果.

由图 1 可以看出, 采用增量更新策略的算法在时间上具有明显的优势. 对于小规模的算例, 增量

更新的时间优势并不特别明显. 但对于大规模算例, 增量更新策略节约的时间是非常显著的, 并且算

例规模越大, 增量更新效果越明显. 由此说明, 本文所采用的增量更新方法是有效的.

6 结论

本文提出了一种求解最小连通支配集问题的变深度邻域搜索算法 VDNS. 在 VDNS 算法中, 本文

提出了一种新的邻域结构来更好地适应最小连通支配集问题. 这种邻域结构在扩大搜索空间的同时,

应用限制技术合理缩小了搜索范围, 提高了搜索效率, 减少了计算时间. 用本算法对当前文献中最小

连通支配集问题的共 91 个公共算例进行了测试, 改进了其中 38 个算例的当前最优解, 其他 52 个算

例与当前最优解持平. 在与其他文献中介绍的算法进行对比后发现,本算法在计算时间上有明显优势.

上述结果表明了本文所提出的 VDNS 算法的有效性.
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Abstract This paper presents a variable-depth neighborhood search (VDNS) algorithm for solving the minimum-

connected dominating-set problem. By considering the problem structure of the minimum-connected dominating-

set problem, this paper introduces an effective partition-based neighborhood structure, which consists of a series

of basic neighborhood moves, restricts the search space to traverse towards more promising search regions, and

generates better solutions during the search. This paper also presents two techniques to further improve the search

efficiency of the algorithm: pruning the search branch, and the incremental evaluation technique. Applying the

proposed VDNS algorithm to solve the 91 public instances used in the literature, VDNS outperforms the reference
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algorithms in the literature by improving 38 of the best-known results, demonstrating the efficacy of the proposed

VDNS algorithm.

Keywords meta-heuristics, variable-depth neighborhood search, neighborhood structure, minimum-connected

dominating set, incremental evaluation
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