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摘要 自 Yang 等将向量主成分分析 (1D-PCA) 推广至面向图像的 2D-PCA 以来, 众多基于向量的

1D形式算法被相继推广至对应的 2D形式. 因利用了图像/矩阵空间特定的结构先验知识,在处理矩

阵型数据时 2D算法自然导致了较传统 1D算法更好的学习性能,这与 “没有免费午餐定理”相符.但

2D 算法仍有其不足, 主要表现在: (1) 2D 算法几乎都是线性的, 因此对非线性数据处理的能力有限;

(2) 2D算法的空间结构信息利用仍不够充分. 针对第一个不足,本文利用核方法进行改进,但相对于

1D算法, 2D算法因难以利用表示定理而导致核化困难,因此本文绕过表示定理,通过改变度量获得

一个简洁的核化方法;针对第二个不足,本文采用在核空间直接对空间结构信息进行补偿的方法. 但

这需要在核空间中描述矩阵数据的空间结构,如果使用隐式核进行核化可能会导致矩阵数据空间结

构扭曲,从而使对空间结构信息的描述和利用变得困难;如果使用显式核进行核化,会导致维数灾难

而失去隐式核的优势. 若核映射是一个显式、等维且各分量非耦合的映射, 就能自然地描述出矩阵

数据在核空间中的结构. 幸运的是,存在众多符合以上要求的显式核 (如 Hellinger核和欧拉核)和隐

式加性核 (如 Intersection核、JS核和 χ2 核)的近似显式形式. 因欧拉核形式上的简洁性及其良好的

行为,本文以欧拉核作为样例,首次尝试进行矩阵的核化及其在核空间的空间结构信息补偿.尽管存

在若干空间结构信息的补偿方法, 如空间结构信息约束、图像距离度量等, 本文围绕现有的图像欧

氏距离加以阐述,从而为矩阵或图像数据构建出对应的空间结构化欧拉核.最后将其应用于典型 2D

算法并通过实验验证了其有效性.

关键词 2D算法 核方法 空间结构信息 欧拉核 图像欧氏距离

1 引言

传统的模式识别算法都是基于向量的 1D 算法, 即使是具有结构的矩阵数据也要将其向量化后进

行处理, 这就忽略了矩阵数据内在的空间结构信息. 因此, 对于矩阵数据为了利用数据内在的空间结

构信息, 最简单的方法就是直接处理矩阵数据. Yang 等 [1] 首先将传统 PCA 推广到了 2D-PCA, 并在

人脸识别上取得了较 PCA 算法更好的性能. 受 2D-PCA 启发, 众多基于向量的 1D 形式算法被相继

推广至对应的 2D 形式, 如 2D-LDA[2], 基于矩阵度量学习的 KISSM[3] 等. 对于矩阵数据, 2D 算法之
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所以很大程度上优于传统 1D 算法在于其利用了与模式相关的部分空间结构信息, 这也印证了 “没有

免费午餐定理”,即只有利用更多与问题相关的信息才能获得更好的学习性能.尽管如此, 2D算法仍有

其不足, 具体表现为: (1) 2D 算法几乎都是线性的, 因此对非线性数据处理能力有限; (2) 2D 算法的空

间结构信息利用仍不够充分, 如 2D-PCA/LDA 只考虑了单纯行 (或列) 间的相关信息. 为了克服上述

不足, 已有众多改进的 2D 算法.

针对第一个不足, 一种方法是直接对矩阵数据非线性化, 如矩阵指数 [4], 但这类做法相对固定, 很

难适应学习任务的多样性. 另一种方法是针对矩阵数据核化, 但与 1D 算法可借助表示定理进而通过

核方法实现非线性化相比, 2D 算法难以利用表示定理而较难核化. 目前矩阵核化的相关工作较少, 据

我们检索所知, 仅有 2D-kLDA (2DKDA)[5] 和 2D-kPCA[6]. 其中 2D-kLDA 通过对数据矩阵做 SVD

分解后进行核化, 此方法不仅复杂, 且核化对象不再是原数据, 而是左右奇异向量矩阵, 已很难再描述

原数据在核空间的空间结构信息. 相比 2D-kLDA 的核化, 2D-kPCA 相对简单, 但仅限于对矩阵行 (或

列) 单独核化, 核化方法类似 1D 核化. 此两种针对矩阵数据的核化均不是严格从表示定理 (解能由训

练样本集的线性组合表示, 又称对偶表示)出发, 使核化不自然. 本文尝试对面向矩阵数据的学习算法

(包含 2D-PCA, 2D-LDA等) 进行核化, 关键在于避开表示定理的限制, 直接通过改变度量实现简洁的

核化. 考虑到矩阵数据内的空间结构信息, 所采用的映射应保持矩阵数据内在的结构, 以方便在核空

间对矩阵数据的空间结构信息的利用. 但通过数据隐式映射实现的非线性核化常会导致矩阵数据空间

结构的扭曲, 使对空间结构信息的描述和利用变得复杂; 另一方面, 如果使用升维的显式映射进行核

化, 通常会导致维数灾难而失去核方法的优势, 因此我们期望核映射既是显式的又是等维和分量间非

耦合的.

幸运的是存在众多符合以上要求的显式核 (如 Hellinger核、欧拉核 [7])和部分隐式加性核的近似

显式表示 [8](如 χ2 核、JS 核和 Intersection 核). 此类核映射保留了原数据的空间结构, 使得在核空间

中对空间结构信息的直接描述和补偿成为可能. 因欧拉核形式上的简洁及其良好的行为 [7], 本文工作

以欧拉核为基础展开讨论. 欧拉核首先被用于欧拉 PCA[7] 和欧拉聚类 [9], 其核映射基于欧拉变换将

原实数域空间映射到复数域空间. 虽然变换后数据间距离的计算在复数域中进行, 但最终结果是一个

基于余弦的有界实数, 从而保证了鲁棒性 [7].

针对第二个不足, 已出现了众多改进方法. 其中一类方法为针对 2D 算法的改进算法, 如, 为了

同时利用矩阵数据的行和列间的相关信息所提出的双边改进算法 2D2-PCA[10] 和 Ye 的 2D-LDA[11]

等; 为了更好地描述矩阵数据的局部空间信息而将矩阵数据分块重排的 Block PCA[12]. 另一类方法

为对矩阵数据内在的空间结构信息补偿, 大致可分为正则化方法 (如 SSSL[13]) 和利用图像距离的方

法 [14∼18]. 此类正则化方法主要针对向量进行, 因而能进行核化, 但对矩阵数据的向量化使计算复杂

度提高, 同时正则化本身也增加了计算复杂性, 如其因子的调节, 这就使此类方法的应用受限. 而降低

矩阵数据处理复杂性的一个可行方法是直接使用 2D 数据, 但这又使 2D 算法面临难核化的困境. 另

一方面, 利用图像距离的相关方法在计算与使用上都比较简单, 其实现思想是设计出一种能够反映矩

阵数据空间结构信息的距离度量. 此类方法最终也归结到基于向量数据的计算, 典型的图像欧氏距离

(IMED)[14] 即为一种基于向量马氏距离的度量方法. 但 Gao 等 [19] 利用了一个变换将基于向量的图

像欧氏距离转化为基于矩阵形式的计算,且这种变换可视为对数据的预处理,而后用于 2D算法. 但他

们的工作并未涉及矩阵数据的非线性核化. 由此可见空间结构信息补偿虽然方法众多, 但本身并未解

决矩阵数据的核化. 由此可见, 矩阵核化与矩阵空间信息补偿是两个不同的方面, 对矩阵数据的核化

及其在核空间对空间结构信息的补偿可望提升算法的学习性能. 在具体的实现过程中, 考虑到核映射

和空间结构信息补偿的多样性,本文选用了欧拉变换/函数和图像欧氏距离作为典型加以阐述,从而为
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矩阵数据构建出了对应的空间结构化欧拉核. 最后将其应用于 2D-PCA 和 2D-LDA 等典型 2D 算法

并通过实验验证了其有效性.

本文的第 2 节对欧拉核和图像欧氏距离进行简短的回顾; 第 3 节为本文的重点 —— 空间结构化

欧拉核及其应用, 以 2D-PCA 和 2D-LDA 为例说明; 第 4 节以大量的实验验证改进算法的有效性; 第

5 节为本文的总结.

2 相关知识

2.1 欧拉核函数

欧拉核 [7,9] 是针对向量数据的核映射, 其最初思想是构造一个基于余弦的有界度量. 设原始向量

数据为 Ik ∈ Rp, 首先将 Ik 各个分量的值归一化到 [0, 1], 记为 xk. 定义度量

d(xl,xq) =

p∑
c=1

{1− cos(απ(xl(c)− xq(c)))}, (1)

其中, xk(i) 表示向量 xk 的第 i 个分量. 实验已证明了此度量具有良好的鲁棒性 [7]. 巧合的是, 此度

量等价于样本在欧拉核空间 2 范数 (F 范数) 的平方. 对向量数据 xk 定义欧拉核映射

zk = φ(xk) =
1√
2


eiαπxk(1)

. . .

eiαπxk(q)

 =
1√
2
eiαπxk , (2)

当 0 < α < 2 时, 此映射为双射. 设 θk = απxk, 则距离度量为

∥zl − zq∥2F =
1

2
∥(cos(απxl) + i sin(απxl))− (cos(απxq) + i sin(απxq))∥2F

=

p∑
c=1

{1− cos(θl(c)− θq(c))} = d(xj ,xq). (3)

由 (3) 式可知此度量有界, 从而保证了欧拉核的优良性质.

2.2 图像欧氏距离 (IMED)

图像欧氏距离 [14] 是一种针对向量数据的马氏距离度量, 其思想是在距离度量中考虑原矩阵数据

中各分量的位置信息, 从而补偿矩阵数据拉成向量后丢失的空间结构信息. 设图像为 Xk ∈ Rm×n, 则

相应度量矩阵 G ∈ Rmn×mn 定义如下:

G = {gij} ,

gij =
1

2πσ2
exp(−[(t− t′)2 + (s− s′)2]/2σ2),

(4)

其中, i = (t − 1)m + s; j = (t′ − 1)m + s′; t, t′ = 1, 2, . . . , n; s, s′ = 1, 2, . . . ,m, t 和 t′ 对应列号, s 和 s′

对应行号. 显然度量矩阵 G 正定, 由此定义图像的欧氏距离

dimed(Xl, Xq) = vec(Xl −Xq)
TGvec(Xl −Xq) = (G0.5vec(Xl −Xq))

T(G0.5vec(Xl −Xq)). (5)
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另一方面, 度量矩阵 G 具有明显的结构, 可以分解为行方向的关系矩阵和列方向的关系矩阵的

Kronecher 积, 分别代表行和列之间的空间结构关系, 即

G = G1 ⊗G2,

G1(t, t
′) =

1

2πσ2
exp(−(t− t′)2/2σ2), t, t′ = 1, 2, . . . , n, (6)

G2(s, s
′) =

1

2πσ2
exp(−(s− s′)2/2σ2), s, s′ = 1, 2, . . . ,m.

Gao 等 [19] 利用度量矩阵 G 的结构性, 将图像欧氏距离等价转化为相应的矩阵形式. 根据式

vec(ABC) = (CT ⊗A)vec(B), (7)

则 (5) 式可写作

dimed(Xj , Xq) =
∥∥G0.5

2 (Xj −Xq)G
0.5
1

∥∥2
F
=

∥∥G0.5
2 XjG

0.5
1 −G0.5

2 XqG
0.5
1

∥∥2
F
. (8)

这样,可将 G0.5
2 XkG

0.5
1 看做是针对矩阵数据 Xk 的预处理且保持了原有矩阵数据的维数. 这样就

能够使用 2D 算法进行处理. 此种变换将图像欧氏距离引入到了 2D 算法中, 对矩阵数据内在的空间

结构信息进行补偿, 从而获得更好的学习性能.

3 空间结构化欧拉核及其对 2D 算法的改进

本节主要工作为, 从度量出发, 将欧拉核推广到 2D 领域, 并在此基础上进行空间信息补偿, 从而

定义出空间结构化欧拉核. 然后将空间结构化欧拉核应用于典型 2D 算法的改进.

3.1 空间结构化欧拉核

首先将欧拉核映射推广到 2D 形式. 将矩阵数据 (如图像) 归一化到 [0, 1], 记为 Xk, 定义矩阵数

据度量

d(Xl, Xq) =
m∑
i=1

n∑
k=1

{1− cos (απXl(i, k)− απXq(i, k))}, (9)

其中, Xk(i, j)表示数据矩阵第 i行第 j 列的分量. α为超参数. 参考 2.1小节内容,根据 (9)式所定义

的度量, 定义矩阵数据欧拉核映射

Z
′

k = Φ(Xk) =
1√
2


eiαπXk(1,1) · · · eiαπXk(1,n)

...
. . .

...

eiαπXk(m,1) · · · eiαπXk(m,n)

 = eiαπXk . (10)

当 0 < α < 2 时, 此映射为双射. 令 Θk = απXk, 此时在核空间基于 F 范数的距离度量为∥∥∥Z ′

l − Z
′

q

∥∥∥2
F
=

1

2
∥(cos(απXl) + i sin(απXl))− (cos(απXq) + i sin(απXq))∥2F

=
m∑
i=1

n∑
k=1

{1− cos(Θl(i, k)−Θq(i, k))}. (11)
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由 (9)∼(11) 式可知, 虽然是从度量角度出发, 但欧拉映射结果确实为一个核. 由 (10) 式可知, 欧

拉核映射之后矩阵数据空间结构不变, 在此基础上引入图像欧氏距离, 根据 (7) 式定义空间结构化欧

拉核

Z
′′

k = H(Xk) = G2
0.5Φ(Xk)G1

0.5. (12)

由 (6), (7), (10) 和 (12) 式可知, 此时距离度量为∥∥∥Z ′′

l − Z
′′

q

∥∥∥2
F

= vce
(
Z

′

l − Z
′

q

)H

Gvec
(
Z

′

l − Z
′

q

)
=

1

2
×

p∑
i=1

p∑
k=1

gik(cos(θj(i)) + i sin(θj(k))− cos(θq(i))− i sin(θq(i)))
H

×(cos(θj(i)) + i sin(θj(k))− cos(θq(k))− i sin(θq(k)))

=
1

2
×

p∑
i=1

p∑
k=1

gik (cos(θl(i)− θl(k))− cos(θl(i)− θq(k))− cos(θq(i)− θl(k)) + cos(θq(i)− θq(k)) ,

(13)

其中, p = m× n; θk = απ× vec(Xk). 经过 (12) 式核映射, 在计算空间结构化核空间的 F 范数相当于

在欧拉核空间使用图像欧氏距离. 因在核空间嵌入矩阵数据内在的空间结构信息, 此方法称为空间结

构化欧拉核.

3.2 空间结构化欧拉核针对 2D 算法的改进

3.1 小节提出的二维欧拉核和空间结构化欧拉核能够适用于多种 2D 算法的改进, 如 2D-LDA,

KISSM, 2D-PCA 等. 这里主要以 2D-PCA 和 2D-LDA 加以说明. 为了使表达更加简洁清楚, 欧拉

2D-PCA和空间结构化欧拉 2D-PCA分别简称为 2D-EPCA和 2D-IEPCA.欧拉 2D-LDA和空间结构

化欧拉 2D-LDA 分别简称为 2D-ELDA 和 2D-IELDA.

3.2.1 2D-EPCA 和 2D-IEPCA 特征提取算法

由于欧拉核和空间结构化欧拉核映射是一个显式映射, 可直接使用 2D-PCA 算法运算, 因此计算

速度相对于之前传统的核 2D-PCA 有了较大的提高. 而且核空间向原空间的映射只需通过复角值的

计算, 数据重建简便. 另外 2D-PCA 算法是否进行中心化对结果影响不大, 因此在 2D-EPCA 和 2D-

IEPCA 相关算法中没有进行数据的中心化. 2D-EPCA 和 2D-IEPCA 算法详见 “算法 1”, 特征提取和

数据重建算法详见 “算法 2”.

3.2.2 2D-EPCA 和 2D-IEPCA 原像去噪算法

虽然 3.2.1 小节中数据的恢复可以看成一种去噪算法, 但并不是直接对原空间数据去噪. 因此本

小节提出一种直接对原图像 (pre-image) 去噪算法. 由于欧拉核和空间结构化欧拉核均为显式映射,

因此为在原空间数据去噪带来了很大便利. 已经有人提出对于核 PCA(KPCA) 去噪的优化目标与算

法 [20], 仿照核 PCA 的去噪, 对 2D 核 PCA 的去噪采用优化以下函数目标来实现

X̃ = argmin
⌣
X

∥∥∥ϕ(⌣

X)−BBTϕ(X)
∥∥∥2
F
. (14)
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算法 1: 2D-EPCA 和 2D-IEPCA 算法

输入: N 个样本矩阵 Xi, i = 1, 2, . . . , N , 投影矩阵行数 m, 超参数 α;

输出: 投影矩阵 B

1: 将 N 个样本数据 Xi 的各个数据点的值归一化到 [0, 1], 做核映射, 得到 Zi:

1)2D-EPCA 使用 (10) 式;

2)2D-IEPCA 使用 (12) 式.

2: 计算所有数据散度矩阵:

G = 1
N

N∑
i=1

ZiZ
T
i .

3: 计算 G 的最大的 m 个特征值, 得到 Σ.

4: 计算最大的 m 个特征值对应的特征向量, 排列成矩阵后得到投影矩阵 B.

算法 2: 特征提取和数据重建算法

输入: 投影矩阵 B, 超参数 α, 数据 X;

输出: 核空间降维后的数据矩阵 Y , 原空间重建数据 X̃;

1: 将数据 X 的各个数据点的值归一化到 [0, 1], 做核映射, 得到 Z:

1)2D-EPCA 使用 (10) 式;

2)2D-IEPCA 使用 (12) 式.

2: 得到原数据在核空间的投影 Y = BZ.

3: 使用 Z̃ = BHY 在核空间重建数据.

4: 使用以下方法将重建后数据映射到原空间:

1) 欧拉核: X̃i =
∠Z̃i
απ

;

2) 空间结构化欧拉核: X̃i =
∠G2

−0.5Z̃iG1
−0.5

απ
.

其中, ∠ 表示计算矩阵数据每个数据点的复角值.

(1) 2D-EPCA 原像去噪算法. 假设待去噪数据为 Xk, 根据 (14) 式, 优化目标如下:

X̃k = argmin
⌣
Xk

||Φ(
⌣

Xk)−BBHΦ(Xk)||2F

= argmax
⌣
Xk

Re(tr(Φ(
⌣

Xk)
HBBHΦ(Xk)))

= argmax
⌣
Xk

m∑
i=1

n∑
j=1

(cos(απ
⌣

Xk(i, j))Re(T (i, j)) + sin(απ
⌣

Xk(i, j))Im(T (i, j))

= argmax f(
⌣

Xk), (15)

其中, T = BBHΦ(Xk). 由 (15) 式可知, f(
⌣

Xk) 为多项连加, 且每一项均为非凸函数 (实际上是周期函

数), 因此 f(
⌣

Xk) 非凸. 一般对其优化仅能获得局部最优解, 但幸运的是
⌣

Xk 的所有变量间无交叉且不

相关, 因此, 对任意单一变量, 只需使 cos(απ
⌣

Xk(i, j))Re(T (i, j)) + sin(απ
⌣

Xk(i, j))Im(T (i, j)) 最大便能

保证 f(
⌣

Xk) 获得最大值. 显然, cos(απ
⌣

Xk(i, j))Re(T (i, j)) + sin(απ
⌣

Xk(i, j))Im(T (i, j)) 是一个周期函

数, 其极值点即为全局最优点, 因此可以通过梯度下降法求解, 且能够保证梯度下降法收敛到全局最
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算法 3: 2D-ELDA 和 2D-IELDA 算法

输入: 分别属于 C 个类的 N 个样本数据矩阵 Xi, i = 1, 2, ...., N , 投影矩阵行数 m, 超参数 α;

输出: 投影矩阵 B

1: 将 N 个样本数据 Xi 的各个数据点的值归一化到 [0, 1], 通过核映射, 得到 Zi:

1)2D-ELDA 使用 (10) 式;

2)2D-IELDA 使用 (12) 式.

2: 计算类内散度矩阵:

Sw = 1
N

C∑
j=1

∑
Xk∈Tj

(
Zk − Z̄j

) (
Zk − Z̄j

)T
.

3: 计算类间散度矩阵:

Sb =
C∑

j=1

(
Z̄j − Z̄

) (
Z̄j − Z̄

)T
.

4: 计算 S−1
W Sb 的最大的 m 个特征值对应的特征向量, 排列成矩阵后获得投影矩阵 B.

其中, Tj 代表第 j 类, Z̄j 代表第 j 类样本均值, Z̄ 代表总体样本均值.

优点. f(
⌣

Xk) 对每一个数据分量求导

∂f(
⌣

Xk)
⌣

Xk(i, j)
= απ(− sin(

⌣

Xk(i, j))Re(T (i, j)) + cos(
⌣

Xk(i, j))Im(T (i, j))). (16)

根据 (16) 式, 梯度方向为

∇f(
⌣

Xk) = απ(−Im(Φ(
⌣

Xk))⊙ Re(T ) + Re(Φ(
⌣

Xk))⊙ Im(T )). (17)

(2) 2D-IEPCA 原像去噪算法. 优化目标

X̃k = argmin
⌣
Xk

||G0.5
1 Φ(

⌣

Xk)G
0.5
2 −BBHG0.5

1 Φ(Xk)G
0.5
2 ||2F

= argmin
⌣
Xk

||G0.5
1 Φ(

⌣

Xk)G
0.5
2 ||2F − 2tr(Re(G0.5

2 Φ(
⌣

Xk)
HG0.5

1 BBHG0.5
1 Φ(Xk)G

0.5
2 ))

= argmin
⌣
Xk

||G0.5
1 Φ(

⌣

Xk)G
0.5
2 ||2F − 2tr(Re(Φ(

⌣

Xk)
HG0.5

1 BBHG0.5
1 Φ(Xk)G2))

= argmin f ′(
⌣

Xk), (18)

可用梯度下降法对 (18)式进行求解, f ′(
⌣

Xk)虽然是非凸函数, 但是有界, 因此梯度下降算法必然收敛,

为了简洁, 具体求解过程详见附录, 此处直接给出结果

∇f ′(
⌣

Xk) = απIm(Φ(
⌣

Xk)⊙ (G1Φ(
⌣

Xk)G2)) + 2απ(Im(Φ(
⌣

Xk))⊙ Re(T ′)− Re(Φ(
⌣

Xk))⊙ Im(T ′)), (19)

其中, T ′ = G0.5
1 BBHG0.5

1 Φ(Xk)G2, Φ(
⌣

Xk) 为取矩阵每个分量共轭复数, ⊙ 为两个矩阵对应分量相乘.

3.2.3 2D-ELDA 和 2D-IELDA 算法

由于欧拉核和空间结构化欧拉核映射是一个显式映射,对于核空间数据可直接使用 2D-LDA[2] 算

法进行降维运算. 为了与上文一致, 2D-LDA 算法采用左乘投影矩阵. 2D-ELDA 和 2D-IELDA 投影算

法详见 “算法 3”, 特征提取算法详见 “算法 4”.
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算法 4: 特征提取算法

输入: 投影矩阵 B, 超参数 α, 数据 X;

输出: 核空间降维后的数据矩阵 Y ;

1: 将数据 X 的各个数据点的值归一化到 [0, 1], 通过核映射, 得到 Z:

1) 2D-ELDA 使用 (10) 式;

2) 2D-IELDA 使用 (12) 式.

2: 得到原数据在核空间投影 Y = BZ.
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图 1 ORL 数据集重建误差

Figure 1 Reconstruction error on ORL dataset (a), with Gussian noise (b), salt & pepper noise (c) and speckle noise (d)

4 实验结果

本文实验分为两大部分, 第一部分为 2D-PCA, 2D-EPCA 和 2D-IEPCA 的数据重建 (去噪) 实验,

第二部分为 2D-LDA, 2D-ELDA 和 2D-IELDA 分类实验. 超参数选择为图像欧氏距离超参数 σ = 1 ,

欧拉核映射超参数 α = 1. 实验中未对超参数进行调整, 即便如此, 改进后算法性能已优于原 2D 算

法. 另外, 本文参考了 Gao 等 [19] 关于矩阵数据的图像欧氏距离的工作, 但其工作并没有被直接应用

到 2D-PCA/2D-LDA 的改进中, 因此在实验中没有与 Gao 等的方法进行比较.
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表 1 AR 数据集重建误差

Table 1 Reconstruction error on AR dataset

Gaussian (0.01) Speckle (0.04) Salt & Pepper (0.1)

Image Error Image Error Image Error

Original image — — —

Noise image — — —

2D-PCA 11.45 11.75 18.28

2D-EPCA-GA 11.16 11.49 14.15

2D-EPCA 11.16 11.5 14.31

2D-IEPCA-GA 8.07 8.27 8.82

2D-IEPCA 11.17 11.35 13.95

4.1 数据重建与去噪

本文中数据重建与去噪方法是相同的, 下文不再区分. 实验中主要对比有噪声和无噪声情况下

的数据重建, 采用的重建方法为 2D-PCA, 2D-EPCA 中的普通算法 (见 3.1 节, 简称 2D-EPCA) 和

梯度下降算法 (见 3.2 小节, 简称 2D-EPCA-GA) 以及 2D-IEPCA 中的普通算法 (见 3.1 小节, 简称

2D-IEPCA) 和梯度下降算法 (见 3.2 小节, 简称 2D-IEPCA-GA). 评价标准为还原后的图像与无噪声

图像之差的 F 范数.

实验 1 采用 ORL 数据集, 共 40 个类, 每个类 10 张样本图像, 图像大小为 112× 92. 其中每个

类前 5 张图像 (共 200 张) 作为训练样本, 后 5 张 (共 200 张) 作为测试样本. 分别在无噪声数据、高

斯噪声数据 (方差为 0.01)、椒盐噪声数据 (噪点比例为 0.1) 和乘性噪声数据 (方差为 0.04) 下进行数

据的还原, 添加噪声时对训练样本和测试样本同时添加. 其结果如图 1 所示, 其中横轴表示降维维数

(投影矩阵行数), 纵轴为重建误差, 从实验结果可以看出, 在没有噪声的情况下, 2D-EPCA, 2D-EPCA-

GA, 2D-IEPCA, 2D-IEPCA-GA 四种算法接近, 且略好于 2D-PCA 算法. 但当添加以上 3 种噪声后,

2D-IEPCA-GA 表现最为突出且大幅领先其他算法, 而 2D-EPCA, 2D-EPCA-GA, 2D-IEPCA 三种方

法表现相近.

实验 2 为了进一步对比以上算法在有噪声情况下的数据重建能力 (去噪能力), 在 AR 数据集
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图 2 ORL 数据集分类准确率

Figure 2 Classification accuracy on ORL dataset (a), with Gaussian noise (b), salt & pepper noise (c) and speckle
noise (d)

上进行进一步的对比. 实验中选用男女各 50 类的第一张照片, 截取 101×95 的人脸图像, 共 100 张.

以全部图像作为训练样本, 用前 5 张图像作为测试样本, 测试在高斯噪声数据 (方差为 0.01)、椒盐噪

声数据 (噪点比例为 0.1) 和乘性噪声数据 (方差为 0.04) 下各算法的重建能力, 降维维数 (投影矩阵行

数) 为 10. 结果如表 1 所示. 其结果与实验 1 基本相同, 当添加以上 3 种噪声后. 2D-IEPCA-GA 下重

建误差最小, 去噪效果最好.

4.2 分类实验

此部分实验主要验证 2D-LDA, 2D-ELDA 和 2D-IELDA 的分类性能. 采用 ORL 数据集和 AR 数

据集. 分类器采用基于 F 范数的最近邻分类器.

实验 3 本实验主要测试 2D-LDA, 2D-ELDA, 2D-IELDA 算法的分类性能和对噪声的鲁棒性.

实验采用 ORL 数据集, 共 40 个类, 每个类 10 张样本图像, 图像大小为 112×92. 其中每个类 5 张图

片 (共 200 张) 作为训练样本, 剩余图像 (共 200 张) 作为测试样本. 分别测试无噪声、高斯噪声数据

(方差为 0.64)、椒盐噪声数据 (噪点比例为 0.5) 和乘性噪声数据 (方差为 3) 4 种情况. 添加噪声方

法为对训练样本和测试样本同时添加, 且图像噪声已经比较严重. 以不同的样本划分方法测试 10 轮,

取正确率平均值. 分类结果如图 2 所示, 可以明显看到在有噪声情况下 2D-IEPCA 整体性能明显好于

2D-EPCA 和 2D-PCA, 在除高斯噪声以外的情况下, 2D-EPCA 好于 2D-PCA. 但需要强调的是, 这是

在没有调整超参数的情况下获得的结果.

实验 4 本实验主要测试 2D-LDA, 2D-ELDA 和 2D-IELDA 算法对光照和遮挡的鲁棒性. 实验

使用 AR 数据集, 共 100 个类 (男人和女人各 50 个类), 每类 26 张图片, 使用每类前 7 张作为训练样

本 (有光照变化但无遮挡), 其余作为测试样本 (有墨镜、围巾和口罩遮挡以及光照变化). 实验只测试
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Figure 3 Classification accuracy on AR dataset

1 轮. 实验结果如图 3 所示, 可以看到 2D-IELDA 最好, 2D-LDA 最差且差距明显.

5 总结

核方法是处理非线性数据的一种重要方法, 但 2D 方法因难以利用表示定理而导致核化困难. 因

此本文绕过表示定理, 直接通过改变度量来获得较简洁的针对 2D 方法的核化. 另一方面矩阵数据与

向量数据的重要区别之一是其内部包含空间结构信息,因此在针对矩阵数据核化时应考虑到空间结构

信息的利用, 所以本文采用显式、等维和分量间非耦合的核映射. 核映射保留了原数据内的空间结构

信息, 因此为后续空间结构信息的利用提供了可能. 更重要的是此种核映射可看作是对数据的预处理,

从而能将核化后的数据直接应用于现有的大多数 2D 算法的改进. 此方法可以看成是一个框架, 在针

对 2D算法改进时只需选择符合要求的核映射和利用空间结构信息的方法. 本文以欧拉映射核和图像

欧氏距离为例, 提出 2D 欧拉核和空间结构化欧拉核并用于 2D-LDA 和 2D-PCA 算法的改进. 由实验

结果可以看出, 当数据没有噪声污染时, 改进后的方法接近且整体好于原方法. 当数据遭到噪声污染

后, 空间结构化欧拉核表现出了极大的优势.
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附录 A 针对向量数据的空间结构化欧拉核

首先简单介绍针对向量数据的结构化欧拉核, 由于对 (19) 式的推导需要此过程的一些结果, 并且此部分也具有一

定的实用意义, 因此在附录中简短介绍. 结合欧拉 PCA 和图像欧氏距离, 定义核映射与内积

η(xk) = G0.5φ(xk),

k(xl,xq) = φ(xl)
HGφ(xq),

(A1)

其中, xk 为归一化到 [0, 1]的向量数据, φ(xk)的定义见 (2)式, G的定义见 (4)式. 此映射方法可作为针对数据的预处

理, 直接带入到传统 PCA 算法, 获得投影矩阵 B. 根据文献 [20], 原空间去噪目标为

x̃ = argmin
⌣
x

∥∥∥G0.5φ(
⌣
x )−BBHG0.5φ(x)

∥∥∥2
F

= argmin
⌣
x

{
k(

⌣
x,

⌣
x )− Re(φ(

⌣
x )G0.5BBHG0.5φ(x)

}
. (A2)

令 G0.5BBHG0.5φ(x)=T , 则 (A2) 式可化为

x̃ = argmin
⌣
x

{[
p∑

i=1

p∑
k=1

gik cos
(
απ

(
⌣
x (i)− ⌣

x (k)
))]

− Re
(
φ(

⌣
x )

H)
Re(T ) + Im

(
φ(

⌣
x )

H)
Im(T )

}

= argmin
⌣
x

{[
p∑

i=1

p∑
k=1

(
gik cos

(
απ

(
⌣
x (i)− ⌣

x (k)
)))]

−
p∑

i=1

(
cos

(
απ

⌣
x (i)

)
Re (T (i)) + sin

(
απ

⌣
x (i)

)
Im (T (i))

)}
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= argmin
⌣
x

F (
⌣
x ). (A3)

上式可以用梯度下降方法求解

∂F (
⌣
x )

∂
⌣
x (i)

= απ(−
p∑

k=1

gik sin(απ(
⌣
x (i)− ⌣

x (k)) + sin(απ
⌣
x (i))Re(T (i))− cos(απ

⌣
x (i))Im(T (i))), (A4)

则梯度为

∇F (
⌣
x ) = απ(diag(−GIm(−φ(

⌣
x )H ⊗ φ(

⌣
x )) + Im(φ(

⌣
x ))Re(T )T − Re(φ(

⌣
x ))Im(T )T). (A5)

附录 B 矩阵数据的空间结构化欧拉核梯度下降法求导过程

再看 (18) 式, 求导可分为前后两部分. 首先对其前半部分求导, 由 (7) 式可知

vec(G0.5
1 Φ(

⌣

X)G0.5
2 ) = (G0.5

2 ⊗G0.5
1 )φ(

⌣
x ) = G0.5φ(

⌣
x ), (B1)

其中
⌣

X ∈ Rm×n, φ(
⌣
x )=vec(Φ(

⌣

X)),
⌣
x=vec(

⌣

X). 则∥∥∥∥G0.5
1 Φ(

⌣

X)G0.5
2

∥∥∥∥2
F

=
∥∥∥G0.5ϕ(

⌣
x )

∥∥∥2
F

= k(
⌣
x,

⌣
x ). (B2)

因此, ∥G0.5
1 Φ(

⌣

X)G0.5
2 ∥2F 对

⌣

X 的求导与 ∥G0.5ϕ(
⌣
x )∥2F 对

⌣
x 的求导等价 (区别是结果的排列顺序不同), 且与 (A2) 式

前半部分相同. 直接利用 (A2) 式求导结果. (B2) 式求导结果为 απ(diag(−GIm(−φ(
⌣
x )H ⊗ φ(

⌣
x )). 又因为 φ(

⌣
x )H =

[a1, a2, ..., ap], 其中 p = m× n, 则

απ(diag(−GIm(−φ(
⌣
x )H ⊗ φ(

⌣
x ))))

= απIm(diag(−G(−φ(
⌣
x )H ⊗ φ(

⌣
x ))))

= απIm(diag(G[a1φ(
⌣
x ), a2φ(

⌣
x ), ..., apφ(

⌣
x )]))

= απIm(diag(φ(
⌣
x )H ⊗ (Gφ(

⌣
x ))). (B3)

对以上结果做矩阵直拉的逆运算,即进行重排,便得到 ∥G0.5
1 Φ(

⌣

X)G0.5
2 ∥2F 对

⌣

X 的求导结果,为 απIm(Φ(
⌣

Xk)⊙(G1Φ(
⌣

Xk)

G2)). 又因为 (18) 式后半部分与 (15) 式形式完全相同, 均为 Re(tr(Φ(
⌣

Xk)
H

T )) 的形式, 其中 T 为已知的常数矩阵. 因

此 (18) 式后半部分求导可直接利用 (15) 式的结果. 前后两部分求导相加便得到了 (19) 式.

Spatial Euler kernel and its applications

Shuang LIU 1 & Songcan CHEN2*

College of Computer Science and Technology, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing

210016, China

*E-mail: s.chen@nuaa.edu.cn

Abstract Since the Principal Component Analysis (1D-PCA) extended to the image oriented 2D-PCA by Yang

et al, a number of 1D methods have been extended to their corresponding 2D variants. Because of the use of

natural spatial information of matrix-form data (e.g., an image), the 2D methods usually yield much better per-

formance than their 1D versions, which is consistent with the theorem of ”No Free Lunch”. However, the 2D

methods still suffer from two main drawbacks: (1) they are almost all linear, which might not match the nonlinear

structure of actual data; and (2) the spatial information of data is not fully used in existing 2D methods. To

address the first drawback, although the kernel trick is theoretically feasible, it is practically difficult since the

representation theorem cannot be straightforwardly extended for 2D-form data. To this end, we in this work

propose to obtain a simple kernelizing method by changing the measurement without the representation theorem.

In view of the second shortcoming, we aim to use the spatial information of data in the nonlinear mapping feature

space (or say kernel space). Unfortunately, it usually requires to describe the data in the nonlinear feature space
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(i.e., kernel space), which is generally implemented through data dimension-increasing as well as implicit kernel

mapping. To fulfill this goal, it usually refers to the implicit or explicit kernel mapping, the former, however,

might distort the spatial structure of data while the latter leads to dimension risk. As a result, we can preferably

preserve the spatial structure of data naturally if we employ the form of explicit kernels in which the dimension is

identical and each component is uncoupled. Fortunately, many explicit kernel (e.g., Hellinger and Euler kernels)

and approximate explicit mathematical formulations of some implicit additive kernels (e.g., Intersection, JS and

χ2 kernels) meet the requirements. Considering the conciseness and good generalization of the Euler kernel, we

in this work attempt to kernelize matrix-form data by Euler kernel and then in the mapped kernel space to com-

pensate the spatial information. Although there exist various ways to compensating the spatial information, e.g.,

spatial structure information constraints and image distance metric, we in this work take the Image Euclidean

Distance as an example to carry out the study and then develop matrix/image-oriented Spatial Euler Kernel.

Finally, through experiments, we demonstrate the effectiveness of the proposed strategies.

Keywords 2D method, kernel trick, spatial information, Euler kernel, image Euclidean distance
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