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摘要 算术表达式的精确计算是确保各类复杂计算正确性的基础. 然而,对于大多数主流软件来说,

计算过程中 “不正确的舍入误差” 与机器误差, 导致计算结果不稳定. 针对这种计算不稳定问题, 本

文提出中间运算的精度自适应技术,进而给出算术表达式的一种可信计算算法,并用 C++实现软件

ISReal. 利用该算法 (软件), 不论计算模型是 “良态的” 还是 “病态的”, 均可计算出其任意精度的值,

即计算结果始终与理论结果相一致.

关键词 误差可控计算 精确计算 算术表达式 可信计算 计算误差

1 引言

最近几十年, 随着科技的发展, 特别是计算机的广泛应用, 人类对计算的准确性与精确性要求越

来越高 [1∼10]. 但是, 对于由常数1)、加减乘除四则运算以及 (反) 三角、对数、指数等基本初等运算构

成的算术表达式, 传统的 “有效位数” 计算模式存在一个问题: 同一个表达式, 不同 “有效位数” 下的

计算结果不一致. 与此相对应, 许多软件留给用户 “太多” 的参数设置, 比如 Maple 的 Digits、Matlab

的 digits、Mathematica 的 $MaxExtraPrecision、Pari 的 \p 以及 Gmp 的 mpf set default prec 等等.

对于同一表达式, 这些参数设置不同, 则会输出不同的结果. 由于在计算之前用户并不清楚如何设置

它们 [11], 因此用户不得不对计算结果进行一些猜测工作 [12] (“The multiprecision ... in Mathematica

and Maple is not very useful ... , because the working precision must be specified by the user and this

naturally implies some guess work”). 于是, 误差的定量控制成为一个困难的问题 [13], 正如文献 [14]

的摘要中所说: “不幸的是, 绝大多数数值计算软件工具不能给用户提供任何精度保证 (Unfortunately,

most numerical software tools do not provide any accuracy guarantee to the user)”.

针对上述问题, 本文首先在第 2 节举例说明并剖析原因; 接着在第 3 节介绍算术表达式的一个可

信计算算法及其软件 ISReal; 最后对全文进行总结.

1) 由 0∼9 十个数字与小数点构成的位数有限的数.
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2 主流软件的错误计算

本节首先举例说明现有软件的计算不稳定性, 然后简述其原因.

例 2.1 已知

f(a, b) = 333.75 b6 + a2 (11 a2b2 − b6 − 121 b4 − 2) + 5.5 b8 +
a

2 b
, (1)

其中 a = 77617.0, b = 33096.0.

使用下列由 c 语言编制的程序计算上式的值 [15,16].

#include < stdio.h >

int main(void)

{ double a = 77617.0;

double b = 33096.0;

double b2, b4, b6, b8, a2, firstexpr, f ;

b2 = b ∗ b;

b4 = b2 ∗ b2;

b6 = b4 ∗ b2;

b8 = b4 ∗ b4;

a2 = a ∗ a;

firstexpr = 11 ∗ a2 ∗ b2− b6− 121 ∗ b4− 2;

f = 333.75 ∗ b6 + a2 ∗ firstexpr + 5.5 ∗ b8 + (a/(2.0 ∗ b));

printf(“Double precision result : $%1.17e\n”, f);

}

若对上面程序变量采用不同的精度, 在不同的环境下运行, 则会得到完全不一致的结果.

在 IBM S/370计算机的单精度、双精度、扩展精度2)下计算结果分别是 1.172603、1.1726039400531、

1.172603940053178 [15]; 在 Pentium 4 工作站 (GCC, Linux) 上, 3 个不同类型下的计算结果依次为

2.0317× 1029、5.960604× 1020、−9.38724× 10−323 [16]; 在 Sun 机器上 (Fortran 程序) 计算, 32 位、64

位、128位精度下的结果分别为−6.338253×1029、−1.1805916207174113×1021、1.17260394005317863185

88349045201838 [17].

本文在Windows 7的 Maple 15与 Matlab R2012a环境下进行了验证. 计算过程与结果如下所述.

在 Maple 15 中执行下列语句: Digits := n : y := evalf[n](333.75 ∗ 33096.0∧6 + 77617.0∧2 ∗ (11 ∗
77617.0∧2 ∗ 33096.0∧2− 33096.0∧6− 121 ∗ 33096.0∧4− 2) + 5.5 ∗ 33096.0∧8 + 77617.0/(2 ∗ 33096.0)), 当
n 依次取 8、16、20 时, y 分别是 7× 1029、1× 1021 以及 −9.9999999999999998827× 1016.

若在 Matlab R2012a 中直接进行计算: >> y = 333.75 ∗ 33096.0∧6 + 77617.0∧2 ∗ (11 ∗ 77617.0∧2 ∗
33096.0∧2−33096.0∧6−121∗33096.0∧4−2)+5.5∗33096.0∧8+77617.0/(2∗33096.0),结果是−1.1806×1021.

2) 此扩展精度为 128 位.
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若使用其符号计算功能, 即输入 >> vpa(sym(′333.75 ∗ 33096.0∧6 + 77617.0∧2 ∗ (11 ∗ 77617.0∧2 ∗
33096.0∧2 − 33096.0∧6 − 121 ∗ 33096.0∧4 − 2) + 5.5 ∗ 33096.0∧8 + 77617.0/(2 ∗ 33096.0)′),digits), 则当
digits 取 8、16、20 时, 计算结果均为 −0.828125.

若将上式 sym中的两个单引号去掉,则结果分别为 −1.1805916×1021、−1.180591620717411×1021

以及 −1.1805916207174113034× 1021.

事实上, 上述所有计算结果全部错误. f(a, b) 的正确结果是 −0.8273960599... .

例 2.2 使用下列 C++ 程序

#include < iostream >

using std :: cout;

using std :: endl;

void main()

{ float a1 = 0.3333333333333333235, b1 = 0.333333333333333759, c1 = 0.008, d1 = 1e20;

double a2 = 0.3333333333333333235, b2 = 0.333333333333333759, c2 = 0.008, d2 = 1e20;

cout << (((float)1.0/(float)3− a1) + ((float)1.0/(float)3− b1) ∗ c1) ∗ d1 << endl;

cout << (((double)1.0/(double)3− a2) + ((double)1.0/(double)3− b2) ∗ c2) ∗ d2 << endl;

}

计算 ((
1

3
− 0.3333333333333333235

)
+

(
1

3
− 0.333333333333333759

)
× 0.008

)
× 1020 (2)

的值.

若在 Windows 7 的 Visual Studio 2010 环境下执行上述程序, 则输出结果为 0 与 −355.271. 事实

上,式 (2)的正确结果是 642.8. 程序的输出结果说明: 单精度计算的误差小于双精度计算的误差 [7, 18].

例 2.3 能从 Maple 的计算推出 sin (2100) 的符号吗 [14]?

在 Maple 15 中执行语句: Digits := n : evalf[n](sin(2∧100)), 当 n 依次取 8、16、20 时, 计算结果

分别是 0.44919995、−0.6955832137610442、−0.58645356896925826300.

事实上, 若保留 10 位有效数字, 正确结果是 −0.8721836054.

类似地, 讨论下面 Matlab 的计算结果.

例 2.4 能从 Matlab 的计算结果获得 (eπ
√
163 − 262537412640768744) 1 位正确的有效数字

吗 [14]?

若在 Matlab R2012a 中输入 >> exp(pi ∗ sqrt(163))− 262537412640768744, 则结果是 −480.

若使用其符号计算功能, 即输入 >> vpa(sym(′exp(pi ∗ sqrt(163))− 262537412640768744′),digits),

则当 digits取 8、16、20时,计算结果分别为−480.0、0.00001621246337890625、−9.3132257461547851562

×10−10.

事实上, 上式的值是 −7.499274028...× 10−13. Matlab 的 4 次运算均无 1 位正确的有效数字.

下面再讨论计算器的错误计算.

例 2.5 计算下式的值:

2065 − e65×ln(20). (3)
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显然正确结果是 0. 但是, 若使用 Casio(fx-82ES PLUS)、微软 (Windows 7)、Google 3) 等计算器

进行计算, 结果分别为 2.79× 1072、−7.3005772780336394753872461081808× 1048、1.0007532× 1071.

产生上述错误计算的原因是: (1) 现有 “相同的有效位数计算模式” 会产生不正确的舍入误差;

(2)十进制数与二进制数之间的转换会导致机器误差. 对于前者,由于所有中间运算与计算结果保留相

同的有效位数,因此计算结果不一定正确. 比如,要计算 (10100+123−10100)的值,结果保留两位有效数

字. 若中间运算均保留两位有效数字, 那么计算结果为 0. 事实上, 对于例 2.1中式 (1)来说, 在计算过

程中,若保留 8位、16位以及 20位有效数字,则计算结果分别为 7.0000000×1029、1.000000000000000×
1021、−9.9999999999999998827× 1016 (见补充材料中的式 (S1)、(S2)、(S3)). 由于 32 位的单精度表示

具有 24 位二进制 “有效位数”, 而 224 是 8 位的十进制数, 这样单精度下的计算大致相当于十进制的

8 位 “有效位数” 模式下的计算. 同理, 64 位的双精度、80 位的扩展精度下的计算分别相当于十进制

的 16位、20位 “有效位数”模式下的计算.因此, 若不考虑后者, 即机器误差, 那么软件在 3个精度下

的计算结果应该接近上述 3 个 “理论” 结果. 从前面的内容可知, 只有 Maple 的 3 个计算结果与上面

的结果一致; 而其余软件的运行结果与上述错误 “理论” 结果相差甚远.

3 可信计算算法及其软件 ISReal

上节讨论了现有主流软件的计算不稳定问题. 本节介绍一种定量控制误差的计算算法及其软件

ISReal. 对于由常数、加减乘除四则运算以及对数指数等基本初等运算构成的算术表达式, 通过自动

调节每一个中间运算的精度, 可计算算术表达式任意精度的值.

3.1 算法

设 a 是由常数、加减乘除四则运算以及对数运算、幂运算、指数运算、三角运算和反三角运算

等构成的算术表达式, 它的准确值是一个实数. 我们用 ã 或 (y, ε) 来表示 a 的计算值, 其中后者说明

|y− a| < ε,这时 ε > 0代表运算时的误差限.另外, ā与 a分别表示 a的一个上界与下界; 若 a > 0,定

义函数 Cons(a) = max{ 1
10n |

1
10n 6 a, n ∈ Z}, 例如, Cons(0.5)=0.1, Cons(0.00234)=0.001.

本节的算法是一个递归算法. 首先, 对于两个常数的四则运算,假设可以获得它们任意精度 (误差

限 ε > 0) 的值, 而对于它们的和、差或乘积, 也可以获得准确值; 其次, 对于 “简单” 运算, 如 sin(0.5),

cos(0.034), e3.54 等, 可以利用 Taylor 展式等进行计算; 对于 “复合” 运算, 如 sin(0.5) × cos(0.034),

e3.54+233×sin(0.5) 等, 则可以利用前两个步骤递归获得计算值.

下面首先给出主函数 Main(a, ε) 的内容, 然后在后面详细讨论其中的每一个子函数或算法.

容易看出,算法 1 是一个递归算法; 它既利用已有公式进行计算,也调用子算法. 接下来讨论各个

子算法.

3.1.1 乘法

对于两个表达式相乘, 有下面的定理.

定理 3.1 已知两个表达式 a1 与 a2. 假设存在算法, 可以求得 a1 和 a2 任意精度的值, 则存在

一个算法, 对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 a1 × a2 的一个计算值 y, 以使 |y − a1 × a2| < ε.

3) http://www.google.com/ig/directory?type=gadgets&url=www.google.com/ig/modules/calculator.xml&hl=zh-cn.
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算法 1 Main(a, ε)— 计算 a 的值

Require: a, ε > 0;

Ensure: y ≈ a, |y − a| < ε;

if a 是常数 then

y ⇐ a; //直接返回 a 或在精度 ε 的条件下将其截断.

else if a 是两个常数的四则运算 then

y ⇐两个常数的四则运算的结果; //由假设知, 可以获得两个常数的四则运算任意精度的值.

else if a = −a1 then

y ⇐ −Main(a1, ε); //若 a 表示为 a1 的相反数, 则先获得 a1 的值.

else if a =
∑n

i=1 ai then

y ⇐
∑n

i=1 Main(ai, Cons( ε
n
)); //若 a 是 n 个表达式的和, 则首先平均分配误差并计算各项的值, 然后求和.

else if a = a1 × a2 then

y ⇐ Mul(a1, a2, ε); //若 a 是两个表达式的积, 则调用算法 2.

else if a = a1
a2

then

y ⇐ Div(a1, a2, ε); //若 a 是两个表达式的商, 则调用算法 3.

else if a = sin(a1) then

y ⇐ Sin(a1, ε); //若 a 表示为 a1 的正弦, 则调用算法 5.

else if a = cos(a1) then

y ⇐ Sin(π
2
− a1, ε); //若 a 表示为 a1 的余弦, 则利用算法 5.

else if a = tan(a1) then

y ⇐ Div(sin(a1), cos(a1), ε); //若 a 表示为 a1 的正切, 则利用算法 3.

else if a = cot(a1) then

y ⇐ Div(cos(a1), sin(a1), ε); //若 a 表示为 a1 的余切, 则利用算法 3.

else if a = sec(a1) then

y ⇐ Div(1, cos(a1), ε); //若 a 表示为 a1 的正割, 则利用算法 3.

else if a = csc(a1) then

y ⇐ Div(1, sin(a1), ε); //若 a 表示为 a1 的余割, 则利用算法 3.

else if a = arcsin(a1) then

y ⇐ Main(2 arctan( a1

(1+
√

1−a2
1)
), ε); //若 a 表示为 a1 的反正弦, 则利用公式 [19] 变换后再计算.

else if a = arccos(a1) then

y ⇐ Main(π
2
− arcsin(a1), ε); //若 a 表示为 a1 的反余弦, 则变换后再计算.

else if a = arctan(a1) then

y ⇐ ArcTan(a1, ε); //若 a 表示为 a1 的反正切, 则调用算法 7.

else if a = arccot(a1) then

y ⇐ Main(π
2
− arctan(a1), ε); //若 a 表示为 a1 的反余切, 则变换后再计算.

else if a = ln(a1) then

y ⇐ Ln(a1, ε); //若 a 表示为 a1 的自然对数, 则调用算法 9.

else if a = loga1
a2 then

y ⇐ Main(
ln(a2)
ln(a1)

, ε); //若 a 表示为以 a1 为底, a2 的对数 (a1、a2 > 0, a1 ̸= 1), 则变换后再计算.

else if a = ea1 then

y ⇐ Exp(a1, ε); //若 a 表示为以自然对数底为底, a1 的幂次, 则调用算法 11.

else if a = a1a2 then

y ⇐ Exp(a1, a2, ε); //若 a 表示为以 a1 为底, a2 的幂次, 则调用算法 12.

else if a = sinh(a1) then

y ⇐ Main( e
a1−e−a1

2
, ε); //若 a 表示为 a1 的双曲正弦, 则利用定义进行计算.

else if a = cosh(a1) then

y ⇐ Main( e
a1+e−a1

2
, ε); //若 a 表示为 a1 的双曲余弦, 则利用定义进行计算.

else if a = π then

y ⇐ Main(16 arctan( 1
5
)− 4 arctan( 1

239
), ε); //若 a 等于 π, 则利用公式 [20] 计算 π.

end if
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证明 设 |a2| 是 |a2| 的一个上界. 若 a1 和 a2 的计算值依次取 (ã1,
ε

2×|a2|
) 和 (ã2,

ε
2×|ã1| ), 则有

|ã1 × ã2 − a1 × a2| = |(ã1 − a1)× a2 + (ã2 − a2)× ã1| 6 |ã1 − a1| × |a2|+ |ã2 − a2| × |ã1| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

令 y = ã1 × ã2, 则有结论成立.

由上面的定理可得乘法子算法 (算法 2).

算法 2 Mul(a1, a2, ε)— 计算 a1 × a2 的值

Require: a1, a2, ε > 0;

Ensure: y ≈ a1 × a2, | y − a1 × a2| < ε;

ã2 ⇐ Main(a2, 0.1); //调用主算法, 获取满足条件 |ã2 − a2| < 0.1 的一个 ã2.

ε1 ⇐ Cons( ε
2×(|ã2|+0.1)

); //选取不大于 ε
2×(|ã2|+0.1)

的一个正数.

ã1 ⇐ Main(a1, ε1); //调用主算法, 获取满足条件 |ã1 − a1| < ε1 的一个 ã1.

ε2 ⇐ Cons( ε
2×|ã1|

); //选取不大于 ε
2×|ã1|

的一个正数.

ã2 ⇐ Main(a2, ε2); //调用主算法, 获得满足条件 |ã2 − a2| < ε2 的一个 ã2.

y ⇐ ã1 × ã2; //返回 ã1 与 ã2 的乘积 (准确值).

若 a2 为非零常数, 则 a1 只要取 (ã1,
ε

|a2| ), 则有

|ã1 × a2 − a1 × a2| = |a2| × |ã1 − a1| < |a2| ×
ε

|a2|
= ε.

3.1.2 除法

对于两个表达式相除, 由下面定理可获得除法子算法.

定理 3.2 已知两个表达式 a1 与 a2 ( ̸= 0). 假设存在算法,可以求得 a1 和 a2 任意精度的值,则

存在一个算法, 对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 a1

a2
的一个计算值 y, 以使 |y − a1

a2
| < ε.

证明 假设 (ã1, ε1) 和 (ã2, ε2) 分别是 a1 和 a2 的任意一个计算值, |a1| 和 |a2| 分别为 |a1| 和
|a2| 的一个上界与一个下界, 并且 |a2| > 0. 由 |y − a1

a2
| 6 |y − ã1

ã2
|+ | ã1

ã2
− a1

a2
| 知, 若∣∣∣∣y − ã1

ã2

∣∣∣∣ < ε

2
, (4)∣∣∣∣ ã1ã2 − a1

a2

∣∣∣∣ < ε

2
, (5)

则有 |y − a1

a2
| < ε.

对于式 (4)中两个常数 ã1 和 ã2 相除,由前面的假设知, 可以获得满足上式的 y. 下面仅讨论如何

获得 ã1 与 ã2, 以便使得式 (5) 成立.

首先, 我们有∣∣∣∣ ã1ã2 − a1
a2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ã1 × a2 − a1 × ã2
ã2 × a2

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ ã1 × a2 − a1 × a2
ã2 × a2

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣a1 × a2 − a1 × ã2
ã2 × a2

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ ã1 − a1
ã2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ |a1| × (ã2 − a2)

ã2 × |a2|

∣∣∣∣.
若存在 a2 的一个计算值 (ã2, ε2) 满足 ∣∣∣∣ |a1| × ε2

ã2 × |a2|

∣∣∣∣ < ε

4
, (6)

703



赵世忠: 算术表达式的一种可信计算算法及其软件 ISReal

则有 ∣∣∣∣ |a1| × (ã2 − a2)

ã2 × |a2|

∣∣∣∣ < ε

4
. (7)

最后, 令 |ã1 − a1| < |ã2|×ε
4 , 则有 | ã1−a1

ã2
| < ε

4 , 从而式 (5) 成立.

于是有算法 3.

算法 3 Div(a1, a2, ε)— 计算
a1
a2
的值

Require: a1, a2 ̸= 0, ε > 0;

Ensure: y ≈ a1
a2

, | y − a1
a2

| < ε;

ã1 ⇐ Main(a1, 0.1);

|a1| ⇐ |ã1|+ 0.1; //获得 |a1| 的一个上界.

ε2 ⇐ 0.1;

ã2 ⇐ Main(a2, ε2);

while (|ã2| 6 2× ε2) do

ε2 ⇐ 0.1× ε2;

ã2 ⇐ Main(a2, ε2);

end while

|ã2| ⇐ |ã2| − ε2; //若 |ã2| > 2× ε2, 则 (|ã2| − ε2) 是 |a2| 的一个正的下界.

while (|4× |a1| × ε2| > |ã2 × |a2| × ε|) do

ε2 ⇐ 0.1× ε2;

ã2 ⇐ Main(a2, ε2); //获得 a2 的满足式 (6) 的一个计算值 (ã2, ε2).

end while

ã1 ⇐ Main(a1, Cons(
|ã2|
4

× ε)); //计算 a1 的一个值, 其中误差限为 |ã2|
4

× ε.

y ⇐ Main( ã1
ã2

, ε
2
); //由假设知, 对于两个常数相除, 可以获得任意精度的值.

类似于乘法, 若 a2 为非零常数, 则只要 a1 取 (ã1,
|a2|×ε

2 ), ã1

a2
取 (y, ε

2 ), 就有∣∣∣∣y − a1
a2

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣y − ã1
a2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ã1a2 − a1
a2

∣∣∣∣ < ε

2
+

|a2|×ε
2

|a2|
= ε.

3.1.3 正弦运算

对于三角运算来说, 由于余弦等运算均可用正弦运算来表示, 因此本小节首先讨论如何计算一个

常数的正弦值, 然后讨论如何计算表达式的正弦值.

引理 3.1 已知 c 是一个常数. 存在一个算法, 对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 sin(c) 的一

个计算值 y, 以使 |y − sin(c)| < ε.

证明 下面利用 Taylor 展式 [21], 讨论 sin(c) 的可信计算.

首先, sin(c) 可以表示成

sin(c) = c− c3

3!
+

c5

5!
+ · · ·+ (−1)n

c2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · . (8)

记上式前 n 项的和为 α, 则有

|α− sin(c)| <
c2n+1

(2n+ 1)!
. (9)

若令 ∣∣∣∣ c2n+1

(2n+ 1)!

∣∣∣∣ <
ε

2
, |α̃− α| <

ε

2
, (10)
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其中 α̃ 是 α 的计算值, 则由式 (9) 和 (10) 可得

|α̃− sin(c)| < |α̃− α|+ |α− sin(c)| < ε.

故只要令 y = α̃, 就有本结论成立.

于是有算法 4.

算法 4 Sin1(c, ε)— 计算 sin(c) 的值

Require: c 是常数, ε > 0;

Ensure: y ≈ sin(c), | y − sin(c)| < ε;

n ⇐ 1; //初始化 n.

while (2× c2n+1 > (2n+ 1)!× ε) do

n ⇐ n+ 1;

end while

y ⇐ Main(α, ε
2
); //计算式 (8) 中前 n 项的和.

上面给出了常数的正弦的可信计算算法. 下面讨论表达式的正弦的可信计算算法.

定理 3.3 已知 a 是表达式. 假设存在算法, 可以计算 a 任意精度的值, 那么也存在一个算法,

对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 sin(a) 的一个计算值 y, 以使 |y − sin(a)| < ε.

证明 设 (ã, ε
2 ) 是 a 的一个计算值, (y, ε

2 ) 是 sin(ã) 的一个计算值, 则有

|y − sin(a)| 6 |y − sin(ã)|+ | sin(ã)− sin(a)| < ε

2
+ |ã− a| < ε

2
+

ε

2
= ε.

综上所述, 可得算法 5.

算法 5 Sin(a, ε)— 计算 sin(a) 的值

Require: a, ε > 0;

Ensure: y ≈ sin(a), |y − sin(a)| < ε;

if a 是常数 then

y ⇐ Sin1(a, ε);

else

ã ⇐ Main(a, ε
2
); //获得满足条件 |ã− a| < ε

2
的一个 ã.

y ⇐ Sin1(ã, ε
2
); //返回 sin(ã) 的精度为 ε

2
的一个值.

end if

3.1.4 反正切运算

前面讨论了三角运算的计算算法. 现在讨论反三角运算的可信计算算法.

由于反正弦运算的算法涉及到反正切运算, 因此本小节先讨论反正切运算的可信计算.

引理 3.2 已知常数 c ∈ [−1, 1]. 存在一个算法, 对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 arctan(c)

的一个计算值 y, 以使 |y − arctan(c)| < ε.

证明 下面利用 Taylor 展式 [21], 讨论 arctan(c) 的可信计算.

首先 arctan(c) 可以写成

arctan(c) = c− c3

3
+

c5

5
+ · · ·+ (−1)n

c2n+1

2n+ 1
+ · · · . (11)
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记上式前 n 项的和为 α, 则有

|α− arctan(c)| <
c2n+1

2n+ 1
. (12)

令 ∣∣∣∣ c2n+1

2n+ 1

∣∣∣∣ <
ε

2
, |α̃− α| < ε

2
, (13)

其中 α̃ 是 α 的计算值, 则由式 (12) 和 (13) 可得

|α̃− arctan(c)| < |α̃− α|+ |α− arctan(c)| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

故只要令 y = α̃, 则有本结论成立.

若 c /∈ [−1, 1], 那么利用公式 arctan(x) = 2 arctan( x
1+

√
1+x2

) [19] 可将其变换到 [−1, 1], 从而有算

法 6.

算法 6 ArcTan1(c, ε)— 计算 arctan(c) 的值

Require: c 是常数, ε > 0;

Ensure: y ≈ arctan(c), |y − arctan(c)| < ε;

if c /∈ [−1, 1] then

y ⇐ Main(2 arctan( c

1+
√

1+c2
), ε);

else

n ⇐ 1; //初始化 n.

while (2× c2n+1 > (2n+ 1)× ε) do

n ⇐ n+ 1;

end while

y ⇐ Main(α, ε
2
); //计算式 (11) 中前 n 项的和.

end if

若 a 不是常数, 那么可以利用前面的算法进行可信计算.

定理 3.4 已知 a 是表达式. 假设存在一个算法, 可以计算 a 任意精度的值, 那么也存在一个算

法, 对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 arctan(a) 的一个计算值 y, 以使 |y − arctan(a)| < ε.

证明 设 (ã, ε
2 ) 是 a 的一个计算值, (y, ε

2 ) 是 arctan(ã) 的一个计算值. 由 arctan(x)′ = 1
1+x2 6 1

可得

|y − arctan(a)| 6 |y − arctan(ã)|+ | arctan(ã)− arctan(a)| < ε

2
+ |ã− a| < ε

2
+

ε

2
= ε.

于是有算法 7.

算法 7 ArcTan(a, ε)— 计算 arctan(a) 的值

Require: a, ε > 0;

Ensure: y ≈ arctan(a), |y − arctan(a)| < ε;

if a 是常数 then

y ⇐ ArcTan1(a, ε);

else

ã ⇐ Main(a, ε
2
); //获得满足条件 |ã− a| < ε

2
的一个 ã.

y ⇐ Main(arctan(ã), ε
2
); //返回 arctan(ã) 的满足精度为 ε

2
的一个值.

end if
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3.1.5 自然对数运算

本小节讨论自然对数运算的可信计算算法.

引理 3.3 已知常数 c > 0. 存在一个算法, 对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 ln(c) 的一个计

算值 y, 以使 |y − ln(c)| < ε.

证明 首先, 若 x ∈ (−1, 1), 则有 Taylor 展式 [21]

ln

(
1 + x

1− x

)
= 2x+

2

3
x3 +

2

5
x5 + · · ·+ 2

2n+ 1
x2n+1 + · · · . (14)

下面分两步来讨论.

1. 设 c > 1. 令 1+x
1−x = c, 则有

x =
c− 1

c+ 1
. (15)

显然, 对任意 c > 1, 由上式得到的 x, 均有 x ∈ (0, 1), 从而能保证式 (14) 收敛.

记式 (14) 中前 n 项的和为 α, 即

α =
2

1

(c− 1)

(c+ 1)
+

2

3

(c− 1)3

(c+ 1)3
+

2

5

(c− 1)5

(c+ 1)5
+ · · ·+ 2

(2n− 1)

(c− 1)2n−1

(c+ 1)2n−1
, (16)

则余项为

Rn(x) =
∞∑

k=n

2

2k + 1
x2k+1.

由于 |x| < 1 时,

∞∑
k=n

xk =
1

1− x
−

n−1∑
k=0

xk =
1

1− x
− 1− xn

1− x
=

xn

1− x
.

因此可将余项放大,

Rn(x) =
∞∑

k=n

2

2k + 1
x2k+1 <

x

n

∞∑
k=n

(x2)k =
x2n+1

n(1− x2)
=

(c− 1)2n+1

4nc(c+ 1)2n−1
.

令上式的右端小于 ε
2 , 即

(c− 1)2n+1

4nc(c+ 1)2n−1
<

ε

2
, (17)

则可获得满足上式的一个 n; 再令 α 的计算值为 (y, ε
2 ), 则有结论成立.

2. 接下来讨论 c < 1 的情形.

由于 1
c > 1, 因此我们可以利用变换 ln(c) = − ln(1c ) 来计算. 这时容易验证, 上面的推导过程几乎

不变: α 不需要作变换, 式 (17) 中的 (c− 1) 变为 (1− c).

于是有算法 8.
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算法 8 Ln1(c, ε)— 计算 ln(c) 的值

Require: 常数 c > 0, ε > 0;

Ensure: y ≈ ln(c), |y − ln(c)| < ε;

if c = 1 then

y ⇐ 0;

else

n ⇐ 1; //初始化 n.

while (2× |c− 1|2n+1 > 4nc(c+ 1)2n−1 × ε) do

n ⇐ n+ 1;

end while

y ⇐ Main(α, ε
2
); //计算式 (16) 中 n 项的和.

end if

对于表达式的自然对数, 有下面定理.

定理 3.5 已知表达式 a > 0. 假设存在一个算法, 可以计算 a 任意精度的值, 那么也存在一个

算法, 对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 ln(a) 的一个计算值 y, 以使 |y − ln(a)| < ε.

证明 设 (ã, ε′) 为 a 的一个计算值, (y, ε
2 ) 为 ln(ã) 的一个计算值. 由 Lagrange 中值定理知, 存

在一个 ξ (介于 a 和 ã 之间), 使

| ln(ã)− ln(a)| =
∣∣∣∣(ã− a)

1

ξ

∣∣∣∣.
若令

|ã| > 2ε′, ε′ 6 (|ã| − ε′)ε

2
, (18)

则由 | ln(ã)− ln(a)| = |(ã− a) 1
ξ | 6 |(ã− a) 1

|ã|−ε′ | <
ε′

|ã|−ε′ 6
ε
2 , 可得

|y − ln(a)| 6 |y − ln(ã)|+ | ln(ã)− ln(a)| < ε

2
+

ε

2
= ε.

于是有算法 9.

算法 9 Ln(a, ε)— 计算 ln(a) 的值

Require: a > 0, ε > 0;

Ensure: y ≈ ln(a), |y − ln(a)| < ε;

if a 是常数 then

y ⇐ Ln1(a, ε); //调用算法 8.

else

ε′ ⇐ 0.1; //初始化.

ã ⇐ Main(a, ε′);

while (|ã| 6 2ε′ ∨ 2ε′ > (|ã| − ε′)ε) do

ε′ ⇐ 0.1× ε′;

ã ⇐ Main(a, ε′);

end while

y ⇐ Ln1(ã, ε
2
); //调用算法 8.

end if

3.1.6 指数运算

本小节通过研究底为自然对数底的指数运算的计算算法, 给出一般指数运算的可信计算算法.
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引理 3.4 已知 c 是一个常数. 存在一个算法, 对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 ec 的一个

计算值 y, 以使 |y − ec| < ε.

证明 下面利用 Taylor 展式 [21], 讨论 ec 的可信计算.

首先, ec 可以写成

ec = 1 + c+
1

2!
c2 +

1

3!
c3 + · · ·+ 1

n!
cn + · · · . (19)

记其前 n 项的和为 α, 则余项为

Rn(c) =

∞∑
k=0

cn+k

(n+ k)!
=

cn

n!

[
1 +

∞∑
k=1

ck

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

]
.

将上式中的分母 (n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k) 替换成较小值 nk, 并设 n > |c|, 则可得

Rn(c) 6
cn

n!

[ ∞∑
k=0

(
c

n
)k
]
=

(
cn

n!

)(
1

1− c/n

)
=

cn

(n− 1)! (n− c)
.

令上式右端小于 ε
2 , 则可求得 n 的值, 再利用主算法可获得 α 的一个值 (y, ε

2 ).

于是有算法 10.

算法 10 Exp1(c, ε)— 计算 ec 的值

Require: c 是常数, ε > 0;

Ensure: y ≈ ec, |y − ec| < ε;

n ⇐ max{Ceil(|c|), 1}; //Ceil(|c|) 表示取不小于 |c| 的最小整数.

while (2× cn > (n− 1)!× (n− c)× ε) do

n ⇐ n+ 1;

end while

y ⇐ Main(α, ε
2
); //计算式 (19) 中前 n 项的和.

对于非常数的表达式的以自然对数底为底的指数运算, 有下面定理.

定理 3.6 已知 a 是表达式. 假设存在一个算法, 可以计算 a 任意精度的值, 那么也存在一个算

法, 对于任意的误差限 ε (> 0), 可以获得 ea 的一个计算值 y, 以使 |y − ea| < ε.

证明 设 (ã, ε′) 为 a 的一个计算值. 根据 Lagrange 中值定理知, 存在一个 ξ (介于 a 和 ã 之间),

使得

|eã − ea| = |(ã− a) eξ|;

又由于 ex 是增函数, 因此有

|eã − ea| = |(ã− a) eξ| 6 |(ã− a) eã+ε′ |;

再设 (y1, ε
′′) 为 eã+ε′ 的一个计算值, 则有

|eã − ea| = |(ã− a) eξ| 6 |(ã− a) eã+ε′ | < |(ã− a) (y1 + ε′′)|;

最后令

|ã− a| < ε

2(y1 + ε′′)
, |y − eã| < ε

2
, (20)

则有
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|y − ea| 6 |y − eã|+ |eã − ea| < ε

2
+

ε

2
= ε.

于是有算法 11.

算法 11 Exp(a, ε)— 计算 ea 的值

Require: a, ε > 0;

Ensure: y ≈ ea, |y − ea| < ε;

ε′ ⇐ 0.1; //初始化.

ã ⇐ Main(a, ε′);

ε′′ ⇐ 0.2; //初始化.

y1 ⇐ Exp1(ã+ ε′, ε′′);

ã ⇐ Main(a,Cons( ε
2(y1+ε′′) ));

y ⇐ Exp1(ã, ε
2
);

由上面的算法很容易推出一般指数运算的可信计算算法 (算法 12).

算法 12 Exp(a1, a2, ε)— 计算 aa2
1 的值

Require: a1, a2, ε > 0. 其中 a1 可以确定其符号. 若 a1 = 0, 则 a2 > 0; 若 a1 < 0, 则 a2 可以表示成简分数 n
m
, 并且

m 是奇数.

Ensure: y ≈ aa2
1 , |y − aa2

1 | < ε;

if a1 = 0 then

y ⇐ 0;

else if a1 > 0 then

y ⇐ Main(ea2×ln(a1), ε);

else if n 是偶数 then

y ⇐ Main(ea2×ln(−a1), ε); //a1 < 0, m 是奇数.

else

y ⇐ −Main(ea2×ln(−a1), ε); //a1 < 0, n、m 均是奇数.

end if

本节介绍了四则运算、(反) 三角运算、对数运算、指数运算等的可信计算算法. 事实上, 在每一

步的计算过程中均可执行四舍五入运算, 以便减少计算量.

引理 3.5 设一个表达式的计算值是 (±0.t1t2 . . . tk × 10n 4), 0.1 × 10m), 其中 0 6 ti 6 9, t1 ̸= 0,

ti ∈ N, 1 6 i 6 k, 并且 t = max{n −m + 2, 1}. 若 k > t, 那么将计算值从 t 位截断或四舍五入后, 结

果仍然满足误差限.

例如, 若某一表达式的计算值是 (123.45678, 0.001). 由 k = 8, n = 3, m = −2 可知 t = 7, 因此将

123.45678 的后两位四舍五入后, 值 123.457 也是原表达式的计算值. 这种变换后值的 “保持性” 不难

理解: 首先, (123.45678, 0.001) 说明, (123.45678 − 0.001, 123.45678 + 0.001) 内的任意实数均是表达式

的满足误差限为 0.001 的值; 其次, 显然将后面的有效数字舍入后, 值 123.457 仍然属于上述区间.

3.2 软件简介与举例说明

对于前面的算法, 使用 C++ 语言, 作者已编程实现可信软件 ISReal 5). 由于页数限制, 本节仅就

4) 对每个计算值, 符号只能有一个. 要么正号, 要么负号.

5) 调用方式见补充材料 (III) 或软件下载网址: http://www.zhaoshizhong.org/download.htm.

710



中国科学 : 信息科学 第 46 卷 第 6 期

前面的一个错误计算案例, 详细说明可信计算的流程.

例 3.1 已知误差限 ε = 0.0001, 计算例 2.5 中式 (3) 的值.

首先平均分配误差: 2065 与 e65×ln(20) 的误差限各取 ε
2 . 由于 2065 可以通过乘法获得准确值, 因

此我们仅讨论在误差限 ε
2 的条件下, e65×ln(20) 的计算过程.

对于函数 ex 的计算, 由于其导数可能大于 1, 因此首先需要进行预处理, 以便获得导函数在 65×
ln(20) 附近的一个上界.

(1) 获得 65× ln(20) 的一个上界.

设 65 × ln(20) 的误差限为 0.1. 这时 ln(20) 的误差限可取 Cons( 0.165 ) = 0.001, 并在此误差限条件

下, 可以计算出 ln(20) 的值为 2.996. 从而 65× ln(20) 有一个上界 65× 2.996 + 0.1 = 194.84.

(2) 计算 e194.84 的一个上界.

不妨误差限取 0.2,可得 e194.84 的值 y1 = 41489371312993133122302669261719944702576485762160

71495027526126152981588365027182687.1. 此值加上误差限 0.2, 则可获得 e194.84 的一个上界 b =

y1+0.2 = 4148937131299313312230266926171994470257648576216071495027526126152981588365027182

687.3.

经过上述两步, 已经获得 ex 的导函数在 65× ln(20) 附近的一个上界. 这时可以进行正式计算:

(1) 重新计算 65× ln(20) 的一个值.

首先将 Cons( ε
2×b ) = 10−90 作为 65 × ln(20) 的误差限. 这时 ln(20) 的误差限可取 Cons( 10

−90

65 ) =

10−92,并在此误差限下,可以计算出 ln(20)的一个值,为 2.995732273553990993435223576142540775676

60162298902823015400791046096623164704719584186053209,此值乘以 65后得出 65× ln(20)的一个计

算值, 为 194.7225977810094145732895324492651504189791054942868349600105141799628050570580677

2972093458585,将后面两位有效数字四舍五入后为 x = 194.72259778100941457328953244926515041897

9105494286834960010514179962805057058067729720934586.

(2) 计算 ex 的一个值.

在误差限为 ε
2 的条件下,可得 ex的一个值 3689348814741910323200000000000000000000000000000

000000000000000000000000000000000000.00000. 此值就是 e65×ln(20) 的最终结果.

于是, 式 (3) 的结果为 0.

若利用现有计算模式, 那么无论计算精度多高, 均不会得到正确结果 0. 这可从补充材料中式

(S4)、(S5)、(S6) 的计算过程得到验证.

4 结束语

本文给出算术表达式的一种可信计算算法: (1) 它是一种定量控制误差的方法; (2) 每个中间运算

的精度是自动获得的, 勿需人为设置; (3) 在不知算术表达式准确值的情况下, 可以获得其任意精度的

计算值.
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A reliable computing algorithm and its software application
ISReal for arithmetic expressions

Shizhong ZHAO

Shanghai Key Laboratory of Trustworthy Computing, East China Normal University, Shanghai 200062, China

E-mail: szzhao@sei.ecnu.edu.cn

Abstract Precise evaluation of arithmetic expressions is fundamental for ensuring the accuracy of various com-

plicated calculations. However, in most mainstream software, incorrect rounding computation error and machine

error lead to results instability. To address the problem of unstable computation, this paper proposes an auto-

mated adaptive technique for determining the correct degree of precision in the intermediate steps of a calculation,
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thereby an algorithm is presented for performing the reliable calculation of arithmetic expressions. In addition,

we implement a software application, ISReal, using C++. Using this method, an arithmetic expression can be

evaluated with any required degree of precision, regardless of whether the expression is well-conditioned or ill-

conditioned, and the calculated value will always be consistent with the theoretical result.

Keywords error-controlled calculation, accurate calculation, arithmetic expressions, reliable computing, calcu-

lation error
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