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摘要 部分变量能控性是一个特殊的能控性概念, 它只考虑系统状态变量中一部分变量的能控性.

本文主要以布尔网络为代表,研究逻辑控制系统的部分变量能控性问题.利用矩阵的半张量积,逻辑

控制系统被表示为离散时间仿射线性系统. 从系统部分变量的结构矩阵出发, 首先给出逻辑系统部

分变量能控性的概念, 然后通过构造部分变量能控性矩阵, 得到布尔网络的部分变量能控的充要条

件为部分变量能控性矩阵的各个元素都大于 0, 最后通过例子说明如何构造控制序列使部分变量状

态能达.
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1 引言

Kauffman 在文献 [1,2] 提出用布尔网络模型研究基因调控网络, 并指出布尔网络的不动点或极限

环通常对应基因调控网络中细胞分化过程的不同阶段或细胞的某种显型 (Phenotype)等 [2]. 以系统生

物学中基因调控网络的调节为背景, 对布尔网络的研究主要包含两个方面: (1) 对极限环的寻找算法

和极限环性质的研究, 如文献 [3, 4] 等研究了布尔网络的极限环以及网络状态在不同极限环之间的迁

移; (2) 对布尔网络 (随机布尔网络) 的干预控制问题的研究 [5, 6].

布尔控制网络是最简单的一类逻辑动态系统. 程代展等在文献 [7] 中提出的矩阵半张量积是研究

逻辑动态系统的重要工具之一.利用矩阵的半张量积 [7],布尔控制网络被表示为离散时间动态系统,并

得到了一系列重要的成果 [8],国内外学者称这种方法为布尔网络的状态空间方法. 在状态空间框架下,

对布尔控制网络的能控能观性、稳定性进行了大量研究: 文献 [9, 10] 首次在状态空间框架下给出了布

尔控制网络的能控和能观的概念, 并给出了检验网络能控能观的充要条件, 同时文献 [10] 获得了国际

自动控制联合会旗舰杂志 Automatica 2008∼2010 最佳论文奖 (理论/方法类). 文献 [11] 研究了布尔

控制网络避开状态集合的能控性概念,并给出避开状态集合的能控性条件.文献 [12,13]分别从不同角

度得到了随机布尔网络的稳定与可镇定的充要条件. 文献 [14∼16] 分别研究了带有脉冲、时滞的布尔
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系统的稳定与可镇定的充要条件. 在文献 [17] 中针对切换布尔网络提出了切换能达概念, 并利用这一

技巧得到切换布尔网络稳定性的检验条件. 文献 [18, 19] 分别研究了布尔控制网络能观性和输出反馈

镇定问题. 文献 [20] 利用状态反馈控制器研究了布尔控制网络的镇定问题. 文献 [21] 研究了一般的有

限值逻辑系统的最优控制问题, 并指出在演化博弈中最优策略往往存在于几乎周期策略集. 文献 [22]

研究了带有切换和脉冲的高阶布尔控制网络的能控和可镇定的充要条件.文献 [23]研究了状态和控制

带有约束的混合值概率逻辑控制网络的能控性, 并给出了系统能控的充分必要条件.

在逻辑系统中, 各个结点演化规律由不同的逻辑函数来描述, 由于结构复杂, 使得对整个系统状

态的处理非常困难. 另一方面, 有时人们只对一部分变量感兴趣, 或者由于技术原因对一些变量无法

测定, 这就要去研究系统中部分变量的演化规律. 比如在神经网络中, 神经元是模拟人的大脑功能, 当

大脑一些神经细胞在兴奋,而另一些神经细胞却抑制兴奋,这也是典型的部分变量问题 [24]. 对于系统

中部分变量性质的研究可以追溯到 A.M. Lyapunov [25, 26], 目前主要是对微分方程系统、时滞系统、差

分系统以及含有脉冲的系统部分变量稳定性的讨论 [25, 27,28], 关于一般连续系统的部分变量稳定性结

果可以参看专著 [28]. 另一方面, 文献 [29] 研究了逻辑系统的部分变量的稳定与一致稳定, 并得到采

用常值控制律和状态反馈控制律能使布尔网络部分变量镇定、一致镇定的充要条件.

逻辑系统的部分变量的能控性研究还没有相关结果.本文主要研究了布尔控制网络的部分状态变

量能控性, 设系统的状态为 x(t) = (x1(t), x2(t))T, 其中 x(t) ∈ {0, 1}n, x1(t) ∈ {0, 1}p, x2(t) ∈ {0, 1}n−p.

部分状态变量的能控性只考虑系统中部分逻辑变量 x1 的能控性. 所得结果可以直接推广到更一般的

多值或混合值逻辑控制系统. 本文结构安排如下: 第 2 部分是一些准备知识, 主要介绍了矩阵的半张

量积和逻辑变量取值的向量化、布尔控制网络的代数形式表示; 第 3 部分介绍了布尔控制网络系统的

部分变量能控性概念, 构造部分变量能控性判别矩阵, 并从能控性矩阵得到布尔控制网络的部分状态

变量能控的充要条件; 第 4 部分通过例子说明如何构造控制序列使部分变量的状态能达; 第 5 部分是

一些结论.

2 准备工作

为叙述方便, 本文用到的基本符号列表如下:

• D = {0, 1}, 其中 T ∼ 1 表示逻辑变量取值 “真”, F ∼ 0 表示逻辑变量取值 “假”;

• 1k := (1 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
k

)T;

• δin: 单位矩阵 In 的第 i 列;

• ∆n := {δin|i = 1, . . . , n}, ∆ := ∆2;

• Rn×r: 表示所有 n× r 矩阵的集合;

• Coli(L) 表示矩阵 L 的第 i 列;

• Col(L): 表示矩阵 L 的所有列向量组成的集合;

• 矩阵 L ∈ Rn×r 称为逻辑矩阵, 其中 Col(L) ⊂ ∆n. 全体 n× r 逻辑矩阵的集合为 Ln×r, 逻辑矩阵

L = [δi1n , δi2n , . . . , δirn ] 记为 L = δn[i1, i2, . . . , ir];

• 矩阵 B = (bij) ∈ Rn×r 称为布尔矩阵, 其中 bij ∈ D. 全体 n× r 布尔矩阵的集合为 Bn×r;

• Blki(L): 矩阵 L ∈ L2n×2n+m 被等分为 2m 个子块时, Blki(L) 表示其中第 i 个子块;

• 矩阵 M = (mij) > 0: 对于任意的 i, j, mij > 0.
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2.1 矩阵半张量积

首先将逻辑变量的取值与向量建立对应, 不引起混淆的情况下, 1 ∼ δ12 , 0 ∼ δ22 , D ∼ ∆. 矩阵半张

量积 [7] 是本文的主要工具. 下文所指的 “半张量积” 是指左半张量积. 关于矩阵半张量积的性质可以

参看文献 [7, 8].

定义 1 [8] 设 A ∈ Rm×n, B ∈ Rp×q, 记 t = lcm(n, p) 为 n 和 p 的最小公倍数. 矩阵 A 和 B 的

半张量积定义为

AnB = (A⊗ It/n)(B ⊗ It/p). (1)

利用矩阵的半张量积, 将逻辑动态系统转化为代数形式的过程中, 下述引理起了关键作用.

引理 1 [8] 设 x1, . . . , xn 是 n 个布尔逻辑变量, 对任意的 n 元布尔函数 f(x1, . . . , xn) : Dn → D,

存在唯一的矩阵 Mf ∈ L2×2n , 使得

f(x1, . . . , xn) = Mf nn
i=1 xi, xi ∈ ∆, (2)

称 (2) 是布尔函数 f 的代数形式.

利用逻辑变量的向量形式和逻辑算子的矩阵形式, 上述引理指出一个 n 元布尔函数 f 可以用它

的结构矩阵 Mf ∈ L2×2n 表示. 在此基础上, 逻辑函数对逻辑变量的作用就变为结构矩阵与逻辑变量

的作用. 可以参看文献 [7, 8] 了解更多细节.

2.2 布尔控制网络的代数表示

布尔控制网络的动态方程为
x1(t+ 1) = f1(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)),

...

xn(t+ 1) = fn(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)),

(3)

其中 fi, i = 1, . . . , n是 (n+m)元布尔函数, xi(t) ∈ D, i = 1, . . . , n是状态变量, uj(t) ∈ D, j = 1, . . . ,m

是输入变量. 设 X(t) := nn
i=1xi(t), U(t) := nm

i=1ui(t). 由引理 1, 得到

xi(t+ 1) = NiU(t)X(t), xi ∈ ∆, i = 1, . . . , n,X ∈ ∆2n , U ∈ ∆2m , (4)

其中 Ni, i = 1, . . . , n 是布尔函数 fi 的结构矩阵, 并且 Ni ∈ L2×2n+m . 进一步, 利用文献 [8] 的方法得

到布尔控制网络 (3) 的代数形式

X(t+ 1) = LU(t)X(t), X ∈ ∆2n , U ∈ ∆2m , (5)

其中 Colj L = nn
i=1 Colj(Ni), j = 1, . . . , 2n+m, 并且矩阵 L ∈ L2n×2n+m 称为式 (3) 的结构矩阵. 本文

为了讨论部分变量的能控性, 特别地得到与式 (3) 和 (5) 等价的部分变量代数形式为X1(t+ 1) = L1U(t)X1(t)X2(t),

X2(t+ 1) = L2U(t)X1(t)X2(t),
(6)

其中 Colj(L1) = np
i=1 Colj(Ni), j = 1, . . . , 2n+m, Colj(L2) = nn

i=p+1 Colj(Ni), j = 1, . . . , 2n+m, 称

L1 ∈ L2p×2m+n 和 L2 ∈ L2n−p×2m+n 为式 (3) 的部分变量结构矩阵.

340



中国科学 : 信息科学 第 46 卷 第 3 期

111

110

101 100
011

010

001 000

u=
0

u
=
0

u=0

u=0u=0

u=1

u=1

u
=
1

u=1

u=1

u=
1

u=1

u=1

u=
0

u=0
u
=
0

图 1 布尔网络 (7) 的状态图

Figure 1 The dynamic graph of (7)

3 主要结果

首先给出布尔控制网络部分变量的能控性概念.

定义 2 设系统 (3)的状态为 x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
T. 记初始状态为 x(0) = (x1(0), . . . , xn(0))

T

和目标状态 xd = (x∗
1, . . . , x

∗
n)

T. (1) 如果存在时刻 T 和控制序列 {u(t)}, 使网络的部分变量 x1(t) =

(x1(t), . . . , xp(t))
T 的状态在第 T 步时为 (x∗

1, . . . , x
∗
p)

T, 即 x1(T ) = (x∗
1, . . . , x

∗
p)

T, 则称布尔网络 (3)

是从初始状态 x(0) 到部分变量状态 (x∗
1, . . . , x

∗
p)

T 能控的, 也称布尔控制网络 (3) 的部分变量状态

(x∗
1, . . . , x

∗
p)

T 从全变量初始状态 x(0) 能达. (2) 如果对任意的 x1 = (x1, . . . , xp)
T, 布尔网络 (3) 都是

从初始状态 x(0) = (x1(0), . . . , xn(0))
T 能达的, 则称布尔网络 (3) 是从 x(0) 出发部分变量 x1 能控

的. (3)如果布尔控制网络 (3)从任意的 x(0)出发都是部分变量 x1 能控的,则称布尔网络是部分变量

x1 = (x1, . . . , xp)
T 能控的.

例 1 考虑如下布尔网络,
x1(t+ 1) = x1(t) → (¬x2(t)),

x2(t+ 1) = ¬(u(t) → x(t)) ↔ (x1(t) ↔ x2(t)),

x3(t+ 1) = (x1(t) → u(t)) ↔ x2(t).

(7)

从布尔控制网络 (7) 的状态演化图 1 不难看出, 无论选取什么样的控制序列 u(t), t = 0, 1, . . ., 都

不能使网络的状态从 (x1(0), x2(0), x3(0))
T ̸= (1, 1, 1)T 演化到 (0, 1, 0)T, 即系统是不能控的.

如果只考虑状态变量 (x1(t), x2(t))
T, 不考虑变量 x3 的状态. 从任意的状态 (x1(0), x2(0), x3(0))

T

出发, 都能找到适当的控制序列使网络的部分变量 (x1(t), x2(t))
T 的状态到达 (0, 0)T, (0, 1)T, (1, 0)T,

(1, 1)T. 比如, 从初始状态 (1, 1, 1)T 出发, 为了使部分变量 (x1(t), x2(t))
T 的状态演化到 (0, 1)T, 我们

只需选择控制序列为 u(0) = 0, u(1) = 1, u(2) = 1 即可 (控制序列的选择方式可能不唯一). 为此, 布尔

控制网络 (7) 是部分变量 (x1(t), x2(t))
T 能控的.

注 1 由于部分变量的能控性只关注全变量中一部分变量的演化特性, 当布尔控制网络本身是能

控时, 一定是任意部分变量能控的. 从例 1 可以看出, 不能控的布尔控制网络有可能是部分变量能控

的. 当系统本身比较复杂, 或者全变量不能控时, 讨论部分变量的能控性具有更重要的实际意义.
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为了在状态空间框架下研究布尔控制网络, 并得到部分变量能控的充要条件, 我们从逻辑变量的

向量值形式重述定义 2.

定义 3 对于布尔控制网络 (3) (代数形式为 (5)), 考虑初始状态 X(0) = nn
i=1xi(0) 和目标状态

Xd = X1
d nX2

d , 其中 X1
d ∈ ∆2p , X

2
d ∈ ∆2n−p .

(i) 如果存在时刻 T 和一个控制序列 U(t), t = 0, 1, . . . , T − 1, 使布尔控制网络 (3) (代数形式为

(5)) 从初始状态 X(0) 出发, 在控制序列 U(t) 作用下, 部分变量 X1 能演化到 X1
d , 则称布尔控制网络

(3) (代数形式为 (5)) 是从初始状态 X(0) 到部分变量 X1
d 能控, 也称布尔网络 (5) 的部分变量 X1 的

状态 X1
d 从状态 X(0) 能达.

(ii) 如果对任意的 X1
d , 布尔控制网络 (3) (代数形式为 (5)) 都是从初始状态 X(0) 能达的, 则称布

尔网络 (5) 在 X(0) 是部分变量 X1 能控的.

(iii) 如果布尔控制网络 (3) (代数形式为 (5)) 在任意的 X(0) 都是部分状态变量 X1 能控的, 则称

布尔网络 (3) 是部分状态 X1 能控的.

将矩阵 L 和 L1 等分为 2m 个子矩阵块

L = [Blk1(L),Blk2(L), . . . ,Blk2m(L)],

L1 = [Blk1(L1),Blk2(L1), . . . ,Blk2m(L1)],
(8)

其中 Blki(L) ∈ L2n×2n , Blki(L1) ∈ L2p×2n 分别表示 (8) 中矩阵 L 和 L1 的第 i 个子块.

从初始状态 X(0), 如果我们选择控制输入 U(0) = δi2m ,

X(1) = LU(0)X(0) = Blki(L)X(0),

X1(1) = L1U(0)X(0) = Blki(L1)X(0).

从 X(0) 出发, 在所有可能控制 U(0) 作用下, 系统的全状态 X 第一步可能到达的状态集合记为

R(1, X(0)) = {Blk1(L)X(0),Blk2(L)X(0), . . . ,Blk2m(L)X(0)}.

相应地, 部分状态 X1 第一步可能到达的状态集合记为

R1(1, X(0)) = {Blk1(L1)X(0),Blk2(L1)X(0), . . . ,Blk2m(L1)X(0)}.

为行文方便, 我们不加混淆的使用网络状态的集合 R(1, X(0))(R1(1, X(0))) 与向量 X(1)(X1(1))

两种形式, 以后不再说明. 记向量

X(1) = Blk1(L)X(0) + Blk2(L)X(0) + · · ·+Blk2m(L)X(0)

= (Ln 12m)X(0) = MX(0),
(9)

X1(1) = Blk1(L1)X(0) + Blk2(L1)X(0) + · · ·+Blk2m(L1)X(0)

= (L1 n 12m)X(0) = M1X(0),
(10)

其中 M = Ln 12m ∈ R2n×2n , M1 = L1 n 12m ∈ R2p×2n .

进一步, 选择控制输入 U(1) = δi2m , 则

X(2) = LU(1)X(1) = Blki(L)X(1),

X1(2) = L1U(1)X(1) = Blki(L1)X(1).
(11)
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部分状态 X1 第二步可能到达的状态集合记为

R1(2, X(0)) = {Blk1(L1)X(1),Blk2(L1)X(1), . . . ,Blk2m(L1)X(1)}.

类似地, 可以得到全状态序列 X(t) 和部分状态序列 X1(t), t = 1, 2, . . ., 其中

X(t) = Blk1(L)X(t− 1) + Blk2(L)X(t− 1) + · · ·+Blk2m(L)X(t− 1)

= (Ln 12m)X(t− 1) = M tX(0),
(12)

X1(t) = Blk1(L1)X(t− 1) + Blk2(L1)X(t− 1) + · · ·+Blk2m(L1)X(t− 1)

= (L1 n 12m)X(t− 1) = M1M
t−1X(0).

(13)

注 2 设 X(t) = (a1, . . . , a2n)
T, 从文献 [11]中定理 1可知, 分量 ai 表示从状态 X(0) = δj2n 出发,

经过 t 步能使系统状态到 δi2n 的可选控制序列的个数. 如果 ai = 0, 则表示不存在控制序列使系统的

状态从 X(0) = δj2n 出发在第 t 步演化到状态 δi2n .

对于 M1M
k−1, 当 k = 1 时, 考虑 M1, 从 (10) 可知, (M1)ij = c ̸= 0 表示存在控制输入使系统状

态从 δj2n 出发, 经过一步可以使部分变量 X1 的状态演化为 δi2p ; 若 (M1)ij = 0 则表示不存在这样的

控制.

定理 1 对于布尔控制网络 (3), 矩阵 M 和 M1 可从 (9) 和 (10) 计算得到. 如果 (M1M
s−1)i,j =

c, (c ̸= 0), 则存在 c 个不同的控制序列, 使系统从全状态 δj2n 开始, 在第 s 步将部分变量 X1 的状态演

化到 δi2p .

证明 我们用数学归纳法. 当 s = 1时, 考虑矩阵 M1. 设 (M1)ij = c ̸= 0, 则存在 α1, . . . , αc, 使得

(Blkα1(L))ij = · · · = (Blkαc(L))ij = 1. 为此分别取 U = δαi
2m(i = 1, . . . , c), 都能使系统状态从状态 δj2n

演化到状态 δi2n . 即使系统状态从状态 δj2n 演化到状态 δi2n 的控制有 c 个不同的选取方式.

一般地, 设 (M1M
s−1)ij 是系统在第 s 步将全变量状态 δj2n 演化到部分变量 X1 的状态 δi2p 的控

制序列个数.

经过 s + 1 步, 系统从全变量状态 δj2n 开始, 最终使部分状态 X1 演化到 δi2p , 可以分解为两个过

程: (i) 首先系统全状态从 δj2n 开始经 1 步演化到状态 δk2n ; (ii) 从全变量状态 δk2n 经过 s 步, 部分变量

X1 的状态演化到 δi2p . 因此经过 s + 1 步, 系统从全变量状态 δj2n 开始, 最终使部分变量 X1 演化到

δi2p , 总的可能个数为

N
′

s+1(j → i) =

2n∑
k=1

N
′

s(k → i)×N1(j → k), (14)

其中 N1(j → k)表示系统全变量状态从 δj2n 出发经过一步演化到 δk2n 时可选的控制输入 U(0)的个数,

N
′

s(k → i) 表示系统全变量状态从 δk2n 出发经过 s 步的演化, 使部分变量 X1 的状态演化为 δk2p 时可

选的控制序列的个数.

由假设, 易知

N
′

s(k → i) = (M1M
s−1)ik. (15)

接下来考虑 N1(j → k). 如果 (Blkα(L))kj = 1, 选择控制 δα2m , 使得 δk2n = L1δ
α
2mδj2n . 因此, N1(j → k)

满足 (Blkα(L))kj = 1 的 α 的个数, 即

N1(j → k) =

( 2m∑
α=1

Blkα(L)

)
kj

= Mkj . (16)
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将式 (15) 和 (16) 代入式 (14), 得到

N
′

s+1(j → i) =

2n∑
k=1

(M1M
s−1)ik ×Mkj , (17)

式 (17) 的右端可以理解为矩阵 M1M
s−1 的第 i 行与矩阵 M 的第 j 列的向量积. 因此 (M1M

s)i,j 表

示系统从状态 δj2n 出发,在第 s+1步使部分变量 X1 的状态演化到 δi2p 的可选的控制序列的个数. 结

论得证.

在文献 [11] 中, 取集合 Ω = Φ, 可得如下命题.

命题 1 [11] 考虑布尔控制网络 (3) (代数形式为 (5)). 对于状态 α, β ∈ ∆2n , 如果从 α = δj2n 出发

在第 s 步能到达状态 β = δi2n , 那么存在一个控制序列, 使系统状态从 α 出发至多经过 2n 步到达状

态 β.

推论 1 考虑布尔控制网络 (3) (代数形式为 (5)). 对于状态 α ∈ ∆2n , β ∈ ∆2p , 如果从全变量状

态 α = δj2n 出发在第 s 步能到达部分变量 X1 的状态 β = δi2p , 那么至少存在一个控制序列, 使系统状

态从 α 出发至多经过 2n 步使部分变量 X1 到达状态 β.

证明 设 α = δj2n 出发在第 s 步能到达状态 β = δi2p , 则一定存在 β̄ ∈ ∆2n−p , 系统从 α = δj2n 出

发在第 s 步时系统的全变量状态为 β
′
= β n β̄. 即存在一个控制序列 U(0), . . . , U(s− 1), 使系统的状

态从 α = δj2n 出发在第 s 步时到达 β
′
= β n β̄. 对应的全部变量 X 和部分变量 X1 状态演化分别为



α1 = LU(0)α,

α2 = LU(1)α1,

· · ·

αs−1 = LU(s− 2)αs−2,

β
′
= LU(s− 1)αs−1.

与



β1 = L1U(0)α,

β2 = L1U(1)α1,

· · ·

βs−1 = L1U(s− 2)αs−2,

β = L1U(s− 1)αs−1.

(18)

由命题 1 可知 s 6 2n. 因此, 从 α = δj2n 出发至多经过 2n 步使部分变量状态到达 β = δi2p . 结论得证.

为了检验布尔网络的部分状态 X1 的能控性, 定义系统 (3) 的部分变量 X1 的能控性判别矩阵

MC =

2n∑
k=1

M1M
k−1. (19)

作为前述分析的总结, 我们给出本文的主要结论.

定理 2 考虑布尔控制网络 (3) (代数形式为 (5)).

(i) 从初始状态 X0 = δj2n 出发, 部分变量 X1 的状态 xd = δi2p 能达当且仅当 (MC)ij > 0;

(ii) 布尔网络 (3) (代数形式为 (5)) 从 X0 = δj2n 出发, 部分变量 X1 能控当且仅当 Colj(MC) > 0;

(iii) 布尔网络 (3) (代数形式为 (5)) 的部分变量 X1 能控, 当且仅当 MC > 0.

事实上, 我们只关心状态之间是否能在适当控制序列作用下能达, 即部分状态能控性矩阵元素是

否为 0. 构造矩阵 M̄C = (m̄ij), 其中

m̄ij =

 0, mij = 0,

1, mij > 0.
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对于布尔向量和布尔矩阵的运算定义如下.

定义 4 [9, 30]

(i) 设 a, b ∈ D, 定义布尔和 +B 与布尔积 ×B 为

a+B b = a ∨ b, a×B b = a ∧ b.

(ii) 设 A ∈ Bm×n, B ∈ Bn×p, 定义布尔矩阵 A 和 B 的布尔积, C := A×B B ∈ Bm×p, 其中

cij = ai1 ×B b1j +B · · ·+B ain ×B bnj .

特别地, 设 A ∈ Bn×n, 则 A(2) := A×B A.

利用布尔矩阵的布尔和与布尔积, 构造 M̄C 为

M̄C =
2n∑

k=1 B

(M̄1M̄
(k−1)). (20)

定理 2 可以重述为下述命题.

命题 2 考虑布尔控制网络 (3) (代数形式为 (5)).

(i) 从初始状态 X0 = δj2n 出发, 部分变量 X1 的状态 Xd = δi2n 能达当且仅当 (M̄C)ij = 1;

(ii) 布尔控制网络 (3) (代数形式为 (5)) 从 X0 = δj2n 出发, 部分变量 X1 能控当且仅当 Colj(M̄C)

= 1;

(iii) 布尔控制网络 (3) (代数形式为 (5)) 的部分变量 X1 能控, 当且仅当 M̄C = 1.

4 控制序列设计

上一部分给出了部分变量能控的判别矩阵, 如果布尔网络 (3) 的部分变量能控, 这一部分我们介

绍如何寻找从全部变量初始状态到部分变量目标状态的控制序列.

算法 1 控制序列设计反推算法

Step 0. 设部分变量状态Xd = δi2p 可以从初始状态X0 = δj2n 能达.由推论 1,存在 s(1 6 s 6 2n),使得 (M1Ms−1)ij > 0.

Step 1. 设计 U(s− 1).

确定正整数 ks−1, 使得 (M1)i,ks−1
> 0, (Ms−1)ks−1,i > 0.

由 M1 的构造方法,在 L1 的 2m 个等分子块 (8)中至少有一个子块 Blkγs−1 (L1),使得 (Blkγs−1 (L1))iks−1
> 0.

取 U(s− 1) = δ
γs−1
2m . 此时有 δi2p = L1δ

γs−1
2m X(s− 1), 记 X(s− 1) = δ

ks−1
2n .

Step 2. 设计 U(s− 2), U(s− 3), . . . , U(0).

利用文献 [11]中的算法 2设计序列 U(t), t = 0, 1, . . . , s− 2,使系统状态从 X0 = δj2n 经过 s− 1步到 X(s− 1) =

δ
ks−1
2n .

通过一个例子说明如何用算法 1 寻找控制序列.

例 2 考虑例 1 中的布尔控制网络 (7). 设 X(t) = n3
i=1xi(t), X

1(t) = n2
i=1xi(t). 利用矩阵的半张

量积, 将式 (8) 中各式分别代入得到布尔网络 (7) 的代数形式和部分变量代数形式为

X(t+ 1) = LU(t)X(t),

X1(t+ 1) = L1U(t)X(t),
(21)
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其中

L = δ8[7 5 2 4 1 3 4 2 8 8 1 1 1 1 4 4],

L1 = δ4[4 3 1 2 1 2 2 1 4 4 1 1 1 1 2 2].
(22)

从 L 和 L1 分别得到矩阵 M = Ln 12 和 M1 = L1 n 12 为

M =



0 0 1 1 2 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 2 1

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0



, M1 =


0 0 2 1 2 1 0 1

0 0 0 1 0 1 2 1

0 1 0 0 0 0 0 0

2 1 0 0 0 0 0 0

 . (23)

容易检验, 布尔控制网络 (7) 的全变量 X 的能控性矩阵为

8∑
k=1

Mk =



118 116 119 120 126 122 114 113

39 43 39 38 36 41 40 41

0 0 0 0 0 1 0 0

191 197 188 198 192 192 204 194

18 21 23 20 22 22 18 21

0 0 0 0 0 0 0 0

63 56 59 57 56 55 58 60

81 77 82 77 78 77 76 81



. (24)

易知, 式 (7) 不是全变量状态能控的, 这一点也可以从图 1 看出.

计算部分变量 X1 的能控性矩阵为

MC =
8∑

k=1

M1M
k−1 =


157 159 158 158 162 163 154 154

191 197 188 198 192 193 204 194

18 21 23 20 22 22 18 21

144 133 141 134 134 132 134 141

 . (25)

由定理 2 可知, 布尔控制网络 (7) 的部分变量 X1 ∼ (x1, x2) 是能控的, 与例 1 中状态演化是一

致的.

下面设计控制序列使系统的状态从 X0 = δ68 出发, 部分变量 X1 到达目标状态 Xd = δ34 .

• Step 1. 通过计算可以确定最小的 s = 3, 满足 (M1M
2)3,6 > 0. 可以取 k2 = 2, 满足 (M1)3,2 > 0

和 (M2)2,6 > 0. 由于 [Blk1(L1)]3,2 > 0. 因此取 U(2) = δ12 , X(2) = δ28 , 此时 X1(2) = δ14 .

346



中国科学 : 信息科学 第 46 卷 第 3 期

• Step 2. 设计 U(1), U(0), 使全变量状态从 X(0) = δ68 演化到 δ28 . 可以取 k1 = 3, 满足 M2,3 > 0 和

M3,6 > 0. 由于 [Blk1(L)]2,3 > 0. 因此取 U(1) = δ12 , 得到 X(1) = δ38 , X
1(1) = δ24 .

同时注意到 M3,6 > 0, 并且 [Blk1(L)]3,6 > 0, 取 U(0) = δ12 . 为此得到一组控制序列为

U(0) = δ12 ∼ 1, U(1) = δ12 ∼ 1, U(2) = δ12 ∼ 1.

在上述控制序列作用下, 布尔网络 (7) 的部分变量 X1 的状态最终演化为 δ34 .

一般情况下, 满足条件的控制序列不是唯一的, 用这种算法找到所有满足条件的控制序列.

5 结论

利用矩阵的半张量积, 本文在状态空间框架下研究了布尔控制网络的部分变量能控性. 对于一个

布尔控制网络, 其各个变量的能控性可能不一样, 虽然对于系统的某些变量可能是不能控的, 但对于

系统的另外一些变量而言可能是能控的. 本文讨论的部分状态的能控性只考虑网络逻辑变量中所关心

的一部分变量, 这就是布尔控制网络部分变量的能控性问题, 具有很强的理论意义和实际应用价值.

布尔控制网络是一类最简单的逻辑系统,给出的部分变量能控性定义和部分变量能控的充要条件

可以直接推广到一般的逻辑动态系统.
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Partial variables controllability of Boolean control networks
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School of Mathematics and Information Science, Henan University of Economics and Law, Zhengzhou 450046,

China

*E-mail: lizhiqiang@amss.ac.cn

Abstract Partial controllability of system is a special definition of controllability with respect to only a pre-

specified subset of a system’s state variables. The paper considers problems on the controllability of Boolean

control networks with respect to a given part of variables that characterize the Boolean network. Using a semi-

tensor product of matrices and the matrix expression of logic, the dynamics of a Boolean control network are

converted to discrete time bilinear dynamics. First, the definition of partial controllability of Boolean control

networks is introduced. Then, based on the algebraic form, necessary and sufficient conditions for partial state

variable controllability with respect to a variables set are obtained. In addition, an illustrative example is provided

to construct a proper control sequence with which to steer the partial variables’ states to those desired.

Keywords Boolean control networks, controllability, partial controllability, partial reachability, semi-tensor

product
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