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摘要 小波变换是被广泛使用的信号时频分析的有效工具,但小波变换时频谱的分辨率达不到最优.

最近提出的同步挤压变换以严格的数学推导为基础,通过对小波变换结果进行 “挤压”和重排,能够

获得更高分辨率的时频谱. 由于小波变换难以较好地反映信号中的高频低振幅分量, 使得基于小波

变换的同步挤压变换也很难反映信号中的高频低振幅分量. 相比之下, S 变换能够较好地刻画信号

中的高频低振幅分量, 并能实现无损逆变换, 但与小波变换一样, 它的时频谱分辨率也达不到最优.

为了提高 S 变换的分辨率, 本文提出了同步挤压 S 变换, 给出了同步挤压 S 变换的基本理论, 推导

出了同步挤压 S 变换及其逆变换的数学表达式. 分别使用小波变换、S 变换、同步挤压变换和同步

挤压 S变换对理论合成信号进行处理. 结果表明, 同步挤压 S变换兼顾了 S变换和同步挤压变换的

优势, 不仅能够极大地提高信号时频变换的分辨率, 而且能够较好地反映信号中弱振幅分量的时频

特征.
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1 引言

时频分析是分析时变非平稳信号的强有力工具, 成为现代信号处理研究的热点之一. 小波变换

(wavelet transform, WT) 是被广泛使用的有效时频分析方法. 由于在变换过程中引入了母小波, 使得

在小波变换的时间 –尺度谱或时间 –频率谱上,某一时刻的能量总是分布在以某个瞬时频率为中心的

一定频率范围内, 瞬时频率能量分布被模糊化了, 使小波变换结果的时间分辨率和频率分辨率不能达

到最优. 同步挤压变换 (synchrosqueezing transform, SST)是 Daubechies等 [1] 在小波变换的基础上提

出的一种新的时频变换方法. 它通过严格的数学推导, 把小波变换结果在一定频率范围内的时频能量

“挤压” 到信号的瞬时频率附近, 达到提高时频分辨率的目的, 从本质上说是一种类似于经验模态分解

(EMD)的算法. 同步挤压变换已被成功应用于信号识别 [2, 3]、信号恢复和消噪 [4, 5]、机械故障诊断 [6]、

地震信号处理 [7∼9] 和古气候研究 [10] 等领域.
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与小波变换相比, S 变换 (S-transform, ST) 的时频分辨率更高, 变换结果不是小波变换的时间 –

尺度谱, 而是更直观的时间 – 频率谱, 且具有无损的逆变换, 特别是对于信号中的高频弱振幅分量有

增强作用, 更加适合于对弱信号的检测和分析. 借鉴同步挤压变换的定义, 本文提出了同步挤压 S 变

换 (synchrosqueezing S-transform, SSST),推导出了该变换及其逆变换的数学表达式. 利用理论合成信

号, 比较了小波变换、S 变换、同步挤压变换和同步挤压 S 变换的效果, 说明了同步挤压 S 变换的优

势.

2 同步挤压 S 变换及其逆变换

根据基于连续小波变换的同步挤压变换原理 [1],本文定义和推导了同步挤压 S变换.信号 x(t)的

S 变换为 [11]

STx (f, b) =
|f |√
2π

∫ ∞

−∞
x(t)e

−(t−b)2f2

2 e−i2πftdt, (1)

式中, f 为频率, t 为时间, b 为时间轴位移参数, i 为虚数单位, 下标 x 表示该项对应于信号 x(t). 将

式 (1) 改写成

STx (f, b) =
|f |√
2π

∫ ∞

−∞
x(t)e

−(t−b)2f2

2 e−i2πf(t−b)e−i2πfbdt. (2)

令 ψ (t) = 1√
2π

e
−t2

2 ei2πt, 式 (2) 可表示为

STx (f, b) = |f | e−i2πfb

∫ ∞

−∞
x(t)ψ [f (t− b)]dt, (3)

其中 ψ (t) 为函数 ψ(t) 的复共轭. 根据 Parseval 定理以及 Fourier 变换性质中关于尺度变换和平移的

规则, 式 (3) 可以写为

STx (f, b) =
1

2π
e−i2πfb

∫ ∞

−∞
x̂(ξ)ψ̂ (f−1ξ)eibξdξ, (4)

式中, x̂(ξ) 是信号 x(t) 的 Fourier 变换, ψ̂ (ξ) 表示 ψ (t) 的 Fourier 变换的复共轭. 先考虑信号为谐波

的情况, 取 x (t) = A cos 2πf0t, 则

x̂ (ξ) = Aπ [δ (ξ − 2πf0) + δ (ξ + 2πf0)] . (5)

把式 (5) 代入式 (4) 得

STx (f, b) =
A

2
e−i2π(f−f0)bψ̂ (2πf−1f0). (6)

由于 ∂STx(f,b)
∂b = iAπ (f0 − f) e−i2π(f−f0)bψ̂ (2πf−1f0), 因此信号 x(t) 的瞬时频率为

fx (f, b) = f + [i2πSTx (f, b)]
−1 ∂STx (f, b)

∂b
. (7)

显然, 对于形如 x (t) = A cos 2πf0t 的单分量信号, 由上式可得

fx (f, b) = f + [i2πSTx (f, b)]
−1 ∂STx (f, b)

∂b
= f +

iAπ (f0 − f) e−i2π(f−f0)bψ̂ (2πf−1f0)

i2π · A2 e−i2π(f−f0)bψ̂ (2πf−1f0)
= f0. (8)
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对于更一般的多分量信号 x (t) =
∑N
n=1 xn (t) =

∑N
n=1An (t) cos [ϕn (t)], 且满足 An (t) , ϕ

′
n (t) >

0,∀t, 这里 ϕ′n (t) 表示 ϕn (t) 的导数. 由于 S 变换是线性变换 [11], 因此多分量信号 x(t) 的 S 变换结果

可以表示为 N 个分量 xn (t) 的 S 变换之叠加, 即

STx (f, b) =
N∑
n=1

STxn
(fn, b), (9)

且

STxn (fn, b) =
|fn|√
2π

∫ ∞

−∞
xn(t)e

−(t−b)2fn
2

2 e−i2πfntdt. (10)

各个单分量 xn(t) 的瞬时频率都可以由式 (7) 表示为

fxn (fn, b) = fn + [i2πSTxn (fn, b)]
−1 ∂STxn (fn, b)

∂b
, (11)

那么, 多分量信号 x(t) 的瞬时频率可表示为

fx (f, b) =
N∑
n=1

{
δ (f − fn)

[
fn + (i2πSTxn (fn, b))

−1 ∂STxn (fn, b)

∂b

]}
, (12)

其中, δ 为冲激函数. 类似于同步挤压变换 [1], 为便于算法实现, 将对频率区间的积分写成求和的形式,

定义信号 x(t) 的同步挤压 S 变换为

SSSTx (fl, b) = Lf
−1

∑
fk:|fx(fk,b)−fl|6∆f/2

|STx (fk, b)| fk∆fk, (13)

其中, fl 是同步挤压变换后的频率, Lf 是在 S变换谱上以 fl 为中心的频率区间半长度, fk 为 S变换谱

上频率区间的离散化频率样点,且 ∆f=fk−fk−1. 该式表示把 S变换谱上的频率区间 [fl−Lf , fl+Lf ]

内的时频谱进行叠加放在频率 fl 处, 即, 把一个频率区间的 S 变换时频谱 “挤压” 到一个频率点上,

从而使同步挤压 S 变换极大地提高了 S 变换的频率分辨率. 原同步挤压变换是把一定频率范围内的

小波变换系数进行叠加 [1], 而我们在式 (13) 中取 S 变换结果的绝对幅值, 这样做的目的是避免在 “挤

压” 过程中可能存在的正负数字相加而导致的能量损失, 改善挤压变换效果.

下面推导同步挤压 S 变换的逆变换表达式. 信号 x(t) 的 S 变换可以写为

STx (f, b) =
|f |√
2π

∫
x (t) e

−(t−b)2f2

2 e−i2πftdt = |STx (f, b)| eiφ(f,b). (14)

令 Cφ = e−i[2πfb+φ(f,b)]f2, 利用式 (14), 则式 (13) 可写成

SSSTx (fl, b) = Lf
−1Cφ

∑
fk:|fs(fk,b)−fl|6∆f/2

STx (fk, b) e
i2πfkbfk

−1∆fk. (15)

式 (4) 两边同时对 f 积分, 并进行变量替换, 可以得到∫ ∞

0

STx (f, b) e
i2πfbf−1df =

1

2

∫ ∞

0

−ψ̂ (ξ)ξ−1dξ · 1
π

∫ ∞

0

x̂ (ζ)eibζdζ. (16)

令 Cψ = 1
2

∫∞
0

−ψ̂ (ξ)ξ−1dξ, 由上式得

1

π

∫ ∞

0

x̂ (ζ)eibζdζ = Cψ
−1

∫ ∞

0

STx (f, b) e
i2πfbf−1df. (17)
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图 1 合成信号 x(t)(d) 及其各分量 x1(t)(a), x2(t)(b), x3(t)(c)

Figure 1 Synthetic signal x(t) (d) and its components x1(t) (a), x2(t) (b), and x3(t) (c)

由于信号 x(t) 为实信号, 因此, 上式取实部得

x(b) =
1

π
Re

[∫ ∞

0

x̂ (ζ)eibζdζ

]
= Re

[
Cψ

−1

∫ ∞

0

STx (f, b) e
i2πfbf−1df

]
. (18)

把上式右端离散化, 结合式 (13) 得到同步挤压 S 变换的逆变换表达式为

x (b) =

[
(CψCφ)

−1
∑
l

SSSTx (fl, b)Lf

]
. (19)

用该逆变换式可以由同步挤压 S 变换结果重构原信号.

由于 S 变换和小波变换的表达式不同, 本文对瞬时频率以及重构公式都作了重新定义. 同步挤压

S 变换结果的时间和频率都是线性分布的, 这样的时频图更有利于人们理解和分析. 而基于小波变换

的同步挤压变换使用的尺度 a 是 2 的指数函数, 即 aj = 2j/nv , 其中 nv 是一个自定义的整数, 用来决

定尺度的个数. 根据尺度和频率之间的转换关系: f = fs · fc/a (fs 是采样频率, fc 为母小波中心频率),

当把尺度转换为频率时, 得到的频率显然不是线性分布的. 如果想得到频率线性分布的同步挤压变换

结果, 就必须采用特殊分布的尺度序列. 在下面的合成信号实验中, 为了对小波变换和同步挤压变换

与 S 变换和同步挤压 S 变换的结果进行直观比较, 把小波变换和同步挤压变换结果转换成时间和频

率线性分布的结果, 本文选取了这样的尺度序列: 若小波中心频率为 fc, 尺度序列长度为 Na, 则尺度

序列为 c/Na, c/(Na − 1), . . . , c/3, c/2, c, 其中 c = 2fcNa.

3 合成信号实验

为了说明同步挤压 S 变换的优势, 分别用小波变换、S 变换、同步挤压变换和同步挤压 S 变换对

一段理论合成信号进行了处理. 合成信号 x(t) 由 3 个调频、调幅信号 x1(t), x2(t) 和 x3(t) 组成, 它们
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图 2 不同时频变换方法的 x(t) 信号时频图

Figure 2 Time–frequency map of the synthetic signal, x(t), obtained using (a) WT, (b) ST, (c) SST, and (d) SSST

的数学表达式分别为

x (t) = x1 (t) + x2 (t) + x3 (t) + n (t) ,

x1 (t) = [2 + 0.2cos (t)] · cos [2π (3t+ 0.6cos (t))] ,

x2 (t) = 0.6 [1 + 0.3cos (2t)] · exp (−t/20) · cos
[
2π

(
5t+ 0.6t1.8 + 0.3sin (t)

)]
,

x3 (t) = 0.4cos [2π (9t)] ,

(20)

其中, n(t)为 Gauss白噪声,信号的时间变化范围取为 t ∈ [0, 10]. 为了构造低幅度的高频信号分量,将

各分量的幅度设成与其频率成反比, 即频率相对较高的分量, 幅值就相对低. 分量 x1(t) 呈正弦变化,

频率最低, 幅值最高, 最大值为 2.2; x2(t) 的频率随着时间增加而逐渐变大, 幅值随着频率升高而逐渐

减小, 并小于 x1(t) 的幅值; x3(t) 的幅值为最小且不随时间变化, 频率也为定值, 并大于 x1(t) 的频率.

这 3个分量的时域波形如图 1(a)∼(c)所示,它们随时间的变化规律各不相同,它们的合成信号 x(t)如

图 1(d) 所示, 其幅度和频率都随时间而变化.

对合成信号 x(t) 分别进行小波变换、S 变换、同步挤压变换和同步挤压 S 变换. 在作小波变换和

同步挤压变换时, 我们选取的母小波为 Morlet 小波. 为了便于对这 4 种变换结果的比较, 将变换结果

的纵坐标都变成线性化的频率. 图 2 是 4 种变换的时频图, 可以看出, 在小波变换和 S 变换的时频图
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图 3 (网络版彩图) 对 x(t) 同步挤压 S 变换结果进行逆变换的重构信号

Figure 3 (Color online) Reconstruction signal from the SSST result of the synthetic signal x(t). (a) The original signal
x(t) and its reconstruction signal; (b) reconstruction errors

上, 信号能量被模糊化, 分布在包含真实频率的某个范围内; 而在同步挤压变换和同步挤压 S 变换的

时频图上,由于对小波变换和 S变换的能量进行了 “挤压”,把原本模糊化的信号能量重新归位到了实

际频率处,极大地提高了时频变换的频率分辨率.相对于 x1(t)和 x2(t), x3(t)的能量较弱频率较高,在

小波变换和同步挤压变换的时频图上几乎难以反映出来, 但在 S 变换和同步挤压 S 变换的时频图上,

x3(t) 分量被很清晰地反映出来, 且同步挤压 S 变换比 S 变换具有明显高的分辨率. 可见, 同步挤压变

换虽然提高了时频变换的分辨率, 但对高频弱振幅信号分量反映不好; S 变换虽然对强振幅和弱振幅

信号分量都有较好的反映, 但时频分辨率不高; 而同步挤压 S 变换既提高了时频变换的分辨率, 又同

时对强振幅和弱振幅信号分量都有较好的反映.

图 3 给出了利用同步挤压 S 变换结果对原合成信号进行重构的结果, 其中, 图 3(a) 是重构信号

与原信号的比较, 图 3(b) 是重构误差. 可以看出, 利用式 (19) 的逆变换公式, 可以对信号同步挤压 S

变换结果进行反变换, 重构原信号, 在噪声存在的情况下, 重构误差很小.

4 结论

本文提出了同步挤压 S变换,推导出了该变换及其逆变换的数学表达式. 同步挤压 S变换兼顾了

S变换和同步挤压变换的优势,与 S变换和小波变换相比,极大地提高了时频变换的分辨率;与小波变

换和同步挤压变换相比, 能够较好地反映信号中高频弱振幅分量的时频特征.
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Abstract The wavelet transform (WT) has been widely used as an effective tool for time-frequency (T-F)

analysis, but its T-F resolution is not satisfactory in many cases. Based on solid mathematical foundations, a

recent synchrosqueezing transform (SST) can obtain high-resolution T-F spectrum by squeezing (reassigning) the

result of the WT. However, when the amplitude of high-frequency components of a signal is low, it is difficult to

identify the components either on the WT spectrum or on the SST spectrum that is based on the WT result.

In contrast to WT, S-transform (ST) is able to better display the high-frequency, low-amplitude components of

a signal and realize lossless inverse transformation, but the resolution of ST is still not satisfactory enough. In

order to improve the T-F resolution of ST, we present the synchrosqueezing S-transform (SSST) in this paper.

After explaining the basic principles of SSST, we derive its formula and inverse transform. Then, we carry out

WT, ST, SST, and SSST, respectively, on a synthetic data. The results show that SSST inherits the advantages

of both ST and SST, which gives it the ability to greatly improve T-F resolution of signals and to better display

T-F characteristics of high-frequency, low-amplitude components of signals.

Keywords synchrosqueezing S-transform, synchrosqueezing transform, S-transform, wavelet transform, time–

frequency analysis
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